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Allgemeine Theorie der Kegelschnitte als Curven im 

Raume betrachtet, nebst deren Anwendung auf die 

Bestimmung der Bahnen der um die Sonne in Kegel- 

schnitten sich bewegenden Weltkörper und der Proxi- 
mitäten dieser Bahnen. 


Von 


dem Herausgeber. 


Als Curven im Raume sind die Kegelschnitte bis jetzt noch 
nicht einer ausführlichen und allgemeinen Betrachtung unterworfen 
worden, was um so auflallender ist, weil dieselben bei vielen der 
wichtigsten Anwendungen aus diesem Gesichtspunkte aufgefasst 
werden müssen. Ich habe daher, nach öfteren Versuchen, in dieser . 
Abhandlung eine solche Theorie entwickelt, und davon, was ich 
in diesem Falle für wichtig, wenigstens für besonders lehrreich 
hielt, ein Paar Anwendungen auf die Beantwortung zweier für 
die Astronomie höchst wichtiger Fragen gemacht, bei welchen 
man nicht vergessen darf, dass sie sich unmittelbar an die hier 
entwickelte Theorie anschliessen sollen, und zunächst lediglich 
zu deren Erläuterung bestimmt sind. 


Erstes Kapitel. 


Allgemeine Theorie der Kegelschnitte, als Curven im Raume 


betrachtet. 


g. 1. 


Wenn. eine gerade Linie, die Directrix, und ein Punkt, der 
Brennpunkt, gegeben sind; so nennt man einen Kegelschnitt 
jede ganz in der durch die Directrix und den Brennpunkt be- 
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stimmten Ebene liegende Curve von solcher Beschaffenheit, dass 
die beiden Entfernungen jedes ihrer Punkte von der Direetrix und 
dem Brennpunkte in einem gegebenen constanten Verhältnisse zu 
einander stehen, so dass also der Bruch 


Entfernung vom Brennpunkte 
Entfernung von der Directrix 


für alle Punkte des Kegelschnitts eine constante Grösse ist, welche 
die Charakteristik des Kegelschnitts heisst. Die durch den 
Brennpunkt gehende, auf der Directrix senkrecht stehende Gerade 
‚ wird die Axe des Kegelschnitts genannt. 


Da hiernach jeder Kegelschnitt ganz in einer und derselben 
Ebene liegt, so werden natürlich alle Untersuchungen über die 
Eigenschaften der Kegelschnitte am Besten und Einfachsten auf 
diese Ebene eingeschränkt und bloss in derselben angestellt. Eine 
derartige Untersuchung über die Eigenschaften der Kegelschnitte, 
wie sie in der Abhandlung: Archiv d.M. u. P. Thl. XXXI. Nr. XII. 
von mir — und bekanntlich in anderer Weise früher schon oft — 
bereits durchgeführt worden ist, bezweckt die vorliegende Ab- 
handlung nicht und setzt dieselbe voraus, indem diese Ab- 
handlung vielmehr im Interesse derjenigen Wissenschäften, für 
welche, wie namentlich für die Astronomie, die Betrachtung der 
Kegelschnitte als beliebig im Raume liegender Curven von .be- 
sonderer Wichtigkeit ist, nur die Entwickelung der allgemeinen 
Theorie der Kegelschnitte für den Raum überhaupt, in Verbin- 
dung mit einigen der wichtigsten astronomischen Anwendungen 
dieser allgemeinen Theorie, sich zur Aufgabe macht. Im Allge- 
meinen bemerken wir, dass im Folgenden nur rechtwinklige Coor- 
dinatensysteme Anwendung finden werden. 


$. 2. 


Die Coordinaten des Brennpunktes seien f, g, h, und 


N cosa cosß  cosy | Ei, 
seien die Gleichungen der Directrix. Da die Axe durch den Brenn- 
punkt geht, so haben ihre Gleichungen die Form: 

Bu A rs Ya eh 

cC0OSP cCosy cosy ’ 


‚und weil die Axe auf der Directrix senkrecht steht, so findet be- 
kanntlich die folgende Gleichung statt: 


« 
als Curven im Raume betrachtet. 3 


EU? arms cos @cosp + cos Bcosıp+cosycosy— 0). 


Bezeichnen wir den Durchschnittspunkt der Axe mit der Di- 
rectrix durch (XYZ); so haben wir nach 1) und 2) zwischen den 
Coordinaten X, Y, Z dieses Durchschnittspunkts die folgenden 

Gleichungen: 


Bes Era IR Z—h 


\C0OSp cosy cosy X 


=G6G,; 

aus denen sich ferner die Gleichungen: 
X=at+Gecose, X=f+G,cosp, 

u) RR ENER =5db+Gcosß, Y=9+4G,cosv, 
Z=c+H Gcosy; Z— h+ Gi, cosy; 

also zwischen G@ und G, die Gleichungen ; 

| (f-a)— Gecose+G,cosp=0, 

1 (g—b)—Gecosß + Greosy—=0, 
(h—c)— Gcosy+@G,cosy =0O 
ergeben. | ' 
Multiplieirt man diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 
cosa, cosß, cosy 


und addirt sie dann zu einander; so erhält man nach 3), unter 
gleichzeitiger Berücksichtigung der bekannten Gleichung 


cosa®-+cos ß?+cosy? =], 
für G@ auf der Stelle den folgenden Ausdruck: 
N). ..G=(f-a)cosae +(g—b)cosß +(h— c) cos. 
Stellt Kan die Gleichungen 6) auf folgende Art dar: 
| | Gcosae— G,cspg=f—a, 
Gcosß— G,cosy=9—b, | 
Gcosy— G,cosy=h—.c; 


quadrirt sie nun, und addirt sie hierauf zu einander; so erhält 
1* 


® 
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man nach 3), wenn: man zugleich die. beiden bekannten Glei- 


chungen | | a ae 
ecosa?+cosß?2+cosy?=1, cos 92 + cosp2+ coahAsE 1 

berücksichtigt, die Gleichung: | 

9)..2..@+G?=(f-a)2+(g—6)? +(h—c)%,, 

woraus sich f | 


G?=(f-w2+(9 —6)? +(h—.c)?— @?, 


also nach 7): 


9) 


Ira)? + (9-0)? 4 (h—0) 
—[(f—a)cos&e + (g—b)cosß+(h —e)cosy]? \ 


or 


G=+! 


ergiebt. 
Es ist auch: 


| If—a)cosß—(g—b)cos«]? 1 


0... a=#+3+lg—b)cosy— (h—c)cosPß]? 
.. \+f(h—c)cose— (f —a) cosy]? 
‚und: | 
(f—a)”sina®+(9—b)*sin P?+(h— c)?siny? |; 
14 —Mf—a)(g —b)eosacosß 


—2(9—b)(R—-c)cosßcosy 
[ | — U(h— c)(f—a)cosycosa 
Nach 5) und 7) ist: | 
| 12) 
A=att(f—a)ceosa+(g—b)cosß+(h—c)cosy}cose, 
Yr=b+t(f—a)cosa +(g—b)cosß+(h— c)cosyleosß, 
Z=e+t(f—a)cose +(9 —b)cosß-+(h—c)cosy}cosy; 
also nach dem zweiten Systeme von Gleichungen in 5): 
15) 


f-a—t(f—a)ceose +(g—b)cosß + (h— 6) cosy}cos« 
1 ; 


COS = — 


cosy = G 
ı 


he - a)cose +(g—b)cosß +{h— ec) cosy}cosy, 


cos = 
| 1 


_gZb-Uf—adeose+ (g—b)eosß+(k—ec)cosy}cosß- 


ee 


als Curven im Raume betrachtet. F 


wo man für G, einen seiner obigen Ausdrücke zu setzen hat, 
und das dadurch eingeführte doppelte Zeichen, wie auf der Stelle 
erhellet, ganz in der Natur der Sache liegt. 


Die Gleichungen der Axe sind nach 2) und 19): 


14) 


&f 


Fra= = a)eosat @—)eosß FR e)ens jiense 


Beer Bra eeeeeegt  , 
—g—b—tf—a)cose+(g—b)cosß + (hc) cos yicosß 


z—h 
a et ERLTTIETTE 


In Betrefl der Grössen G@ und G, erhellet auf der Stelle aus 
den Gleichungen 5), dass @ die positiv oder negativ genommene 
Entfernung des Durchschnittspunkts der Axe mit der Directrix 
von dem Punkte (abc) ist, jenachdem der Durchschnittspunkt der 
Axe mit der Direetrix in dem der beiden von dem Punkte (abe) 
ausgehenden Theile der Directrix, welchem die Winkel «, ß, y 
entsprechen, oder in dem entgegengesetzten Theile der Directrix 
liegt; und dass G, die positiv oder negativ genommene Entfer- 
nung des Durchschnittspunkts der Axe mit, der Directrix von dem 
Brennpunkte (fgk) ist, jenachdem der Durchschnittspunkt der Axe 
mit der Directrix in dem der beiden von dem Brennpunkte (fg%) 
ausgehenden Theile der Axe, welchem die Winkel 9, %, x ent- 
sprechen, oder in dem entgegengesetzten Theile der Axe liegt. 


Da in der Ebene des Kegelschnitts der Punkt (ade) liegt, 
so hat die Gleichung dieser Ebene im Allgemeinen die Form: 


Az—a)+B(y-b)+CR@—-O)=0. 


Weil nun aber in dieser Ebene die ganze Directrix liegt, so er- 
giebt sich aus vorstehender Gleichung und den DRSAShUnERN 1) 
die Gleichung: 


Acos«a+Becosß+Ceosy=0. - 


Weil aber ferner in der Ebene des Kegelschnitts auch der Brenn- 
punkt (/gh) des Kegelschnitts liegt, so ist nach dem Obigen: 


Alf—a) + B(g —b) + Cih—c) == 0 


und aus den beiden vorstehenden Gleichungen ergiebt sich nun 
“unmittelbar, dass man, weil es hier offenbar nur auf die Verhält- 
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nisse der Grössen A, B, C zu einander ankommt, für diese 
Grössen die folgenden Ausdrücke setzen kann: | 


= (9—b) cosy — (ko cosß, 

1 13} Re B=(h—.c)cos@a— (f—a)cosy, 
C=(f-a)cosp —(g—b)coso. 

Also ist die Gleichung der Ebene des Kegelschnitts nach dem 


Obigen: x 
16). . ... 1(g—b)eosy—(h—c)cosß}(z—.a) 
+ — c)c0osa— (f—a)cosy}(y—b) | 
+1(f—a) cosß—(g—b)cosa}(z— c) 


oder, wie sich auf der Stelle ergiebt, wenn man in dieser Glei- 
chung f, 9, A für z, y, z setzt, und die dadurch resultirende 
Gleichung dann von der, vorstehenden Gleichung abzieht, auch: 


17)... . t(@g—b)ceosy—(h—e)cosß}(x—f) 
| Hh= oe -ncy—g 
+t(f—a) cosß — (g—b)cosa}(z—h)’ 


& 3. 


Von einem ganz beliebigen Punkte (xyz) im Raume wollen 
wir uns jetzt auf die Directrix ein Perpendikel gefällt denken, 
und den Durchschnittspunkt dieses Perpendikels mit der Direc- 
trix durch (r93) bezeichnen. Dann werden zwischen den Coor- 
dinaten z, y, z und x, Y, 3 jedenfalls Gleichungen von der Form 


und zwischen den Winkeln a, ß,y und 9, ©, © wird die Glei- 
chung 


cosacos + cosßcos w + cosycos® —O 


Statt finden. Ferner hat man nach ]), weil der Punkt (r93) in 
der Directrix liegt, die EISEN: 


Aus den Gleichungen 18) und 19) folgt: 
2)... (a—r)cose-+(y—Y)cosß+(2—3)cosy—=0, 


# A 


’ 
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also: 
| (2—a)cosa+ (y-6) cosß-He — e)cosy 
| —=(r—a)cose+(Y—b)cosß+(3— c)cosy, 
od folglich nach 20), weil | | | Mr f 
Kate, cos #2+ cosß?+ cos? =1 | | 
ist: 
22) 
r— a=|(2 —a)eose+(y —b)cosß+(z— c)cosy}cosa, 
9b = ia — a) cosa+(y—b)eosß+(z— c)cosy}cosß, 
3 —c= (2 — a) cosa+(y—b)cosß+{@— e)cosy}cosy; 


also: 


25) 
2 —r=(2&—0)—t(z— a) cosa-+(y— b)cosß+(z— c)cosylcos«, 
y—-9=(y—b)— {z—a)cosa+(y—b)cosß+ (z— e)cosy}cosß, 
2—3 = (z—c) - (@—a) cosa+(y — b)cosß+(z— c) cosy}cosy. 


Bezeichnet P die Entfernung des Punktes (zyz) von der Di- 
rectrix, also nach dem Vorhergehenden die Entfernung der bei- 
den Punkte (zyz) und (r45) von einander, so ist: ‘ 


P= (c—r)?+y-W)?+@—9°; 


| folglich nach 23), wie man sogleich übersieht: 


24) 
P2—=(z—- a)?+(y-b)?+(2—c)?— (x-a)cose+(y-5b) cosß+(z-c)cosy}?, 
oder: ; | 

25) 

P? — Haz—a)cosß— (y—b)cos a‘? 
+1(y—b) cosy — (z— c)cosß}? 
+}(z—c)cose— (2 —a) cosy}?, 

oder: 


26) 

P?— (z—- a)?sino?+(y-b)?sinß?+(2- c)?siny? — U2—a)(y—b) c0s@cosß 
| | —2(y—b)(@—c) cosßcosy 
— Uz—c)(z—a)cosycose,. 


8, 

8 ’ Grunert: Allgemeine Theorie der Kegelschnilte 
‚ Liegt jetzt der Punkt (2yz) in der Ebene des Kegelschnitts, 
so müssen seine Coordinaten entweder die Gleichung 16), oder 
die Gleichung 17) befriedigen; und wenn nun dieser Punkt ein 
Punkt des Kegelschnitts selbst sein soll, so müssen nach der 
Natur der Kegelschnitte, wenn die Charakteristik durch’ n bezeich- 
net wird, wir die Entfernung des Punktes (xyz) von dem Brenn- 


punkte (/gh) erhalten, wenn wir das Perpendikel P mit der Cha- 
rakteristik 2 multiplieiren, es muss also 


@-N?+y-gN+@-h2=n2P2 


sein. Hieraus, aus 16) und 17) und aus 24), 25), 26) ergiebt sich 
nun, dass wir die allgemeinen Gleichungen des Kegelschnitts er- 
halten, wenn wir mit einer der beiden folgenden Gleichungen: 


27) 


+t(h—c)cos«e —(f— a) cosy}(y—6) 
+t(f—a) cosß — (g—b) cosa}(2— ec) 
{(9— 6) cosy—(h— c)cosß}(z— f) 
+t(h—e) cosa—(f—a)cosy}(y— 9) 
+t(f—a)cosß — (g—b) cosa}(z—h) 


done t-aeerigeh| in 
=0, 


=) 


eine der drei folgenden Gleichungen verbinden: 
2) 
 @-M + y-g?+@—h) 
= n?}(2—a)?+-y—5)?+2@-0)?—[(x-a)eosc+(y-b)cosß +(2-e)cosy]?} 
Ef” +YW-g°+@-M) 
|(=— a) cos — (y—b) cos]? 


=n2° + [(y—b)eosy— (—c)cosß]? | , 
+[@—e)cosa— (a—a)cosy]? ’ _ 


(ef IRTE—N? 
= n?(2-a)?sine?+(y-b)?sinß2?+(2-c)?siny?—2(z—a)(y—b)cosecosß | 


\ 


—- Uy—b)(z—c)cosßcosy 
—2(2—c)(2—a)cosy cosß 


Jenachdem unser Kegelschnitt eine _ 


Ellipse, Parabel, Hyperbel 


n., Jü 
- 
r * ya! 

| 


Ber 
I), 
*.» 
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ist, ist bekanntlich respective: 


n<1l,: n=l1, SR - 


$. 4. 


Die erste der drei Gleichungen 28) Dale u man ‚leicht auf die 
folgende Form: 


2) 222.22. NP 4+Y-N2+lc—h)2 - 
a? +6? +0?—(acose + bcosß + ccosy)? | tw 


=n® "Aleztby4te:-(aeosa+tbeosß+ccosj)(eosatyeosß+zcosj)]| . 
\+=? +y?+2?— (zcose+ycosß +zcos y)? 


“ 


Wenn wir die Entfernung des Anfangs der Coordinaten von der 
Directrix durch II bezeichnen, so ist nach 24) ofienbar: 


30). . I? a? +24 2 — (acosa+ beosß +.ccosy)?; 


und wenn wir die Entfernung des Brennpunktes von der Directrix 
jetzt durch E bezeichnen, so ist nach 24) oder 9): 


| 31) 
Erz (fa? + (9-0) +(h-e)®-1(f-a)eosa4(g—b)eosß+(h-e)cosy)? 


Bezeichnet » den Parameter des Kegelschnitts, so ist nach 
einer bekannten allgemeinen Eigenschaft dieser Curven*): 


2, ee RE, r 
also nach 31) 
han p= 


IV (F—a)?+(g—b)2+(h—c)?— { (F-a)eose+(g-bJeosß+(h-cJcosy. 


Wenn wir den an sich: willkührlichen Punkt (abe) der Di- 
reetrix mit dem Punkte zusammenfallen lassen, in welchem die 
Direetrix von dem auf sie von dem Anfange der Coordinaten ge- 
fällten Perpendikel geschnitten wird; so ist: 


Be... Dözzadtbar os, 


BD acosa+becosß +exosy—0, 


*) Archiv d.M. und P. Thl. XXXL S. 108. 


be ‘ R 


. 
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wodurch sich die te 29) und 33) in die folgenden ver- 
wandeln: 


5.0) NORA > .(e- fr? + Yy— N? + fine h)2 
| a? +5?+02— az + by-+ cz) 
+ 224 y® +2 2—(zcosa+ycosß+ zcosy)2| ’ 


und: 


37) 
p=2n N (fa? +(g— 6)? +(h— co)? —(feosa+ geosß+ hcosy)?. 


Wenn wir den an sich willkührlichen Punkt (abe) der Direc- 
trix mit dem Durchschnittspunkte (XYZ) der Axe mit der Di- 
rectrix zusammenfallen lassen; so ist: 

0.4," Ber, 0a 


also nach jeder der drei Gleichungen 12): 

38) Fa f—a)cosa +(g—b)cosß+(h—e)cosy —0, 
folglich nach 33): | 

39) .... P=MmN f- a) +lg— 6)? +(h— co). 


Es thut der Allgemeinheit der Betrachtung keinen wesent- 
lichen Eintrag, wenn wir der Vereinfachung der analytischen Aus- 
drücke wegen von jetzt an den Brennpunkt als Anfang der Coor- 
dinaten annehmen, also | 


=0..gE 0; Ihe 


setzen; denn wenn man von den unter dieser Voraussetzung 
entwickelten Formeln wieder zu Formeln für ein beliebiges, dem 
zu Grunde gelegten Coordinatensysteme, dessen Anfang der Brenn- 
punkt ist, paralleles Coordinatensystem, in welchem die Coordi. 
naten des Brennpunktes f, 9, h sind, übergehen will; so braucht 
man alle in den in Rede stehenden Formeln vorkommenden Coor- 
dinaten bloss um /, 9, h zu vermindern. Zugleich aher wollen 
wir zu weiterer Vereinfachung der anlytischen Ausdrücke noch 
den Punkt (abc) mit dem Durchschnittspunkte der Axe mit der 
Directrix, also mit dem Fusspunkte des von dem Anfange der 
‘ Coordinaten auf die Directrix gefällten Perpendikels zusammen- 
fallen lassen. Dann haben wir nach 35) und 38) die Gleichung: 


40)... ... .acosa+bcosß+eccosy=(, 
und nach 37) und 39) die Gleichung: 
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M)........p=ıN ar ir ch, 
die Gleichung 36) wird aber: 
1—n? 

REN en (2? +9? + 22) 


2 | a 
1 (2.) — ax +by+ c2)— (zcosa + ycosß+zcosy)?, 


ee N: u ap 
= (1—n?)(2?+y?+2?)+n?(zcosc+ y cosß + zcosy)?+?2n?(ac+by+cz), 


oder: 
44) 


200 En. ai Bi a EEE 
N +y? + 22 — (2cose+ycosß + 2cosy)? — 2(ax +by-+ cz)‘ 
Endlich ist nach 17) die Gleichung der Ebene des Kegel- 
schnitts: 


45) 


(bcosy— ccosß)x + (ccose — a cosy)y + (acosß — b cos a)z =. 


$. 5. 


Unter den am Ende des vorhergehenden Paragraphen rück- 
‚sichtlich des Coordinatensystems gemachten Voraussetzungen, 
die wir von jetzt an immer festhalten werden, sind die Gleichun- 
gen der Axe des Kegelschnitts: 


nr. -—4 


Von einem beliebigen Punkte (xyz) in der Ebene des Kegel- 
schnitts wollen wir uns nun auf die Axe ein Perpendikel gefällt 
denken, und den Durchschnittspunkt dieses Perpendikels mit der 
Axe durch (uvw) bezeichnen, wo wir dann nach 46) die Glei- 
chungen: 


A a 


haben. .Da aber das in Rede stehende Perpendikel mit der durch 
die Gleichungen 1) charakterisirten Direetrix parallel ist, so ha- 
ben wir ferner offenbar die Gleichungen: 


e 


pn a t I 


! . ’ | > en 
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z—Uu v 5 in ae 
IT BR re mu ae Aehh, 
cose  cosß cosy 


also: 
z—u=G,'cosa, y—-ı= a z—w= G,'cosy; 
und folglich: 
ac— u) +b(y—v) +e(z—w) = Gy’ (acosa+bcosß + ccosy), 
woraus sich nach 40) die Gleichung : 
ADELS az — u) +bly—v)+ ca — w) = 
ergiebt. 
Stellt man diese Gleichung unter der Form 
x act+by+cz=aurbvtcw 


dar, so erhält man nach 47) die Gleichung: 
 axc+by+er=G'(a?+b? +02), 


ax+by+ cz 
BO ar Gi Berry’ 
und daher nach 47): 
BETON hr, 
a?+524 ih 
ah ae 
Biyiaiskı). all „Insia | = ar rat 


act+bytez ,, 
—- 2r+02+ @° 


um 


oder nach 4]): 


Be 


„_azt+bytez, 


Re 


 actby+ez 


INT ON SER i .]; Br} 


aztrbyter, 


| 
ei wa 


b, 


4 Mein 

u Be 

N > 
EN 


VER 4 En Ä % & RR 
Fe. = x A % y 7 2 ns | i ke Ph * 
n: F} als Curven im Raume beirachter. | 13 
Hr 
"Weil der Punkt Ka in der ‚Ebene eb Kegelschnitts liegt, 
so ist nach | 


(bcosy— ccos gie + (ccose—acos y)y-+(acosß — bcos 0) — (0. 


Verbindet man hiermit die Gleichung { 


2 2 2 
ET REN RL, 


a 


und eliminirt dann aus diesen beiden Gleichungen nach der Reihe 
z,.2, y; so erhält man, mit Rücksicht auf die Gleichung 


| acosa+beosß+ ccosy—0, 
leicht die drei folgenden Gleichungen: 


zcosß —ycose = (acosß—beose) .» 
LH, ycosy—zeos ß = (beosy— cos)» 


u 
2C08@ — Tcosy = (ecosa—acosy)-; 


- 


und folglich nach 47) auch: 


x cos ß—ycosa = (acosß—6.c0sa); » 
BAlıc-.i. . ye0osy—zcosß = (beosy— ccosß)g» 


v 
zC0S@ — 2Cosy — (ceose— acosy) 5: 
und: 


PS 


zeosß — ycosa = (a cos B—b cosa)- » 
2 ycosy—zcosß— (beosy—ccosß) - 


w 
2C08a - xcosy= (ceose— acosy) ge 


Aus diesen drei Systemen von Gleichungen leitet man leicht 
die drei folgenden Systeme ab, wo die eine der drei Gleichungen 
immer eine nur der Symmetrie wegen hinzugefügte Gleichung ist: 


En 
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iu JR ä “ 
zcosa = (2—u)cosc + zweose, 
“i | b 
BON FEN. % ycosa= («—u)cosß + „ucose, 


c 
zc0s«@ = (2z— u) cosy+ Zueose; 


zcosß=(y— v)cos« + zvcosß, 


e 


REN N >: ycosß = (y—v)cosß +vcosß, 
zc0sß= (y—v)cosy+7p.cosß; 
20087 = (e—- w)eose + -weosy> 
RL 
a Re ycosy= («—w)cosß + wcosy» 


2c0osy = (2 — w)cosy + Zweosy. 


Multiplieirt man in jedem dieser Systeme die drei Gleichungen mit 
cosa, cosß, CosY; 
und addirt die Gleichungen dann zu einander, so erhält man, weil 
cosa?+cosß?-+cosy=1, acosa+ bcosß+ccosy—=0 
ist, die drei folgenden Gleichungen: 


z—u = (zcosa+ycosß-+zcosy)cos«, 
59)... Iy—v = (zcosa+ycosß+zcosy)cosß, 
z—w— (zcos«e+ycosß+zcosy) cosy. | 


Werden aber die Gleichungen in jedem der drei obigen Systeme 
quadrirt und dann zu einander addirt, so erhält man: 


(2249422) cos a? = (e— u)?+(a?-+b?+c?) (2) eos 02, 
60) 1 (2?+y?+22)cosß? = (y 0)? +a2+62403(7.) cos ß?; 


(624429) 608? = @=u)>+(@24 24) (”) cos 72; 
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oder nach Al): 
| 2). 
(04 y°+2) cos? = (e-w2+ Pa. (S) cos, 
| p? )) 2 
6) 3 arte (5) e0sß?. 


2 2 
a4 42)? = (24 Pa-(©) cos7°; 


oder 
[ p? /(u\? 
{ 24 y?+2= (7 cos« )+23-(%) 4 
— m 2 2 ® 2 
v2 Aalen (9) 


I) 2 
UK I NAT en + 3.(2)- 


Ist nun der Punkt (zyz) ein Punkt des Kegelschnitts, so ist 
nach 42): 


1—n? 
ns (@r+y?+ 22) 


2 
= (£ — az +by+ cz) — (zcosa+ycosß-+zcos y)?; 
aber nach 52) und 59): 


PEN ur: P).* 
ar+by+er=(}) ==(2) da) 


x cos« +ycosß+zeosy— — I? _IT®, 


also nach 62) und der Ren: des Kegelschnitts, wie man 


leicht findet: 
1—n? fu\? 
(9 7u-i-17°.(%) 1» 


—_ 2 2 —n?2 2 
03)... .4 (4 ge la ne 


cosß/ 4 


oder: 


„ 
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BRENNT. Ta EN = _.: 0) Br 


oder: 
(2 —ı z 1 1 
=) =EU-d- JAH JE, 
; 1 1 
ee) = -U- Du -Arn 
z—w > | 1 w 
(=) =H1-a-22m-ar En 
oder: | 
DrzEX HelP? n—1l u n+lau 
(=*) TEN ns  , 
y-v p? n—] 1 v 
Tme.2 WAR 15 1 n—1l w u w 
er 4 | ae .n c 


Bezeichnen wir die Entfernung des Punktes (xyz) unsers Ke- 
gelschnitts von der Axe des Kegelschnitts durch @&, so ist 


0? = (2— u)? + (y—o)’+@— w)?; 
also nach 66): 


j N ae u 1 en 

n Dr a 

2% n—1 n+1l v 
m... 
R 

n—1l w n-+tIi w 

cr LT Te 
aber bekanntlich: 
| u’ ol 


——— _— m 
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also 
4,9? n—]1 u n+l u 
SE >? en 27 ee 7 =) 
2 n—1lv n+l v 
= 1 7) 
ip n—1 w u ‚w 
= a-— Ya .9). 
Auch ist nach 51) und 82): 
69) 
= 1 n—] ax +by-+ cz N n +1 ax +by-+ez 
2 Riva @+RrBÜT Hr 
2 a2 
ten naentte 
i 2 
a ni 


tip nn) (uw + by edi ip? — nl 4 1) (a Gar N 
p” 


Die erste der drei Gleichungen 63) lässt sich noch auf fol- 
gende Art umformen, und auf die beiden anderen Gleichungen die- 
ses Systems ist ein ganz ähnliches Verfahren anwendbar. 


Für n=1, 1—n?=0, also für nie Parabel, erhält die in 
Rede stehende @leiehung sogleich die külgende sehr einfache 
Form: 


Da... (=) = A, 


cosd 


Für n<1, 1223 0, also für die Ellipse, kann man setzen: 


‚und erhält hiernach die folgende Gleichung : 
Theil XXXVIL, 
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- 


2 2 a 3. 
(re = a 4 I mat 


72) 


oder: 


nn 


1—n2 u 4(1—n?) eu) _ 
AR at m? 4) + pP? N\cose EG 


Für n>1, n®—1 > 0, also für die Hyperbel, kann man setzen: 


1_9% N (G) 
; om? n2 i un n2 vas u n’—1 @) 
ns Tre 11 n2—1 n2 n2 \a 
SR we GG Am ur n2—1 2): 
a ECG Piz n?—1 n? 


und erhält die folgende - 


73 


179 


een EV, Ve os 


oder: 


d 


Pe ya 3) Se EM 


Für @, a, u, x kann man in allen diesen Gleichungen 2, b, 
v, y und y, c, w, z setzen. 


6 


‘ Bevor ich in diesen Entwickelungen weiter fortschreite, will 
ich zuerst in diesem Paragraphen einige allgemeine analytische 
Relationen zusammenstellen, von denen ich im Folgenden öfters 
Gebrauch zu machen Gelegenheit haben werde. 4 


Zunächst überzeugt man sich leicht von der Richtiekeit der 
folgenden Ele leer Gleichungen, 'wo a, d,c und a,, JE c 
ganz beliebige Grössen sind: 


” 
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(ab, —ba,)? = (a?+6°+c?) (?+ bakeı ) 
— (a? +5?+02)c?— (a3? +5)? + c,2)c? 

— (aa, + bb; + cc, )(aa, + bb, —c6,) » 
(bei — ch)” = (a?+b?+ c?) (a?+b,? +4 cı9) 

— (a? +6? +09)? — (7? +0,° +0, Da? 

| 0 (aaı +56, tes) (aa +bb, +ec)> 

(ca —acı)”= (a?+b?+c?)(a?+6,°+ c1?) 
— (a? +6? +.0%)b,°— (a)? +b1?+c12)b? 
Tu: (aa; + bb, +ecı) (aa, — bb, +ec). 


Addirt man diese drei Gleichungen zusammen, so erhält man 
auf der Stelle die bekannte alleemäine Gleichung: 


u. 
(ab, — ba)? + (bei —cb,)?+ (ca, — acı)? 
= (a2+ 52 + 02) (?+51?+ 012) — (aa, + bb, +cc,)?; 


und subtrahirt man von dieser Gleichung jede der drei Gleichun- 
sen I., so erhält man: 


N 


sn | 
(ab; — ba)? + (bei — eby)? 
— (024524 0b, °+ (a, 24 5,24 062 — %Xaay +bbı + cc )dbr, 
(be, — cb1)?+ (ca — acı)? 
= (@4 4.901? + (m?+0,°4 0) —Xaay + bb + c01)ec, 
RN: (ab, — bay)? 
ale era aut bb cc)an,. 


Ferner überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der drei 
folgenden Gleichungen: 


IV. 
(ab, — bay) (bc, — cby) 
= (ac + ca,)(aa, + bb, +ce1) — acla) + 6174612) —a,c, (a? +624c2), 
| \ (bc —cb) (ca, — acı) 
= (ba, + abı)(aa, + bb +ccı = data]? + 2 +a9)—biaı (0240240), 
9% 
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(ca, —acı)(ab, —ba,) 
= (ch, + bc,)(aa, + bb, + ccı) —cb(a2+5)24 aDd—cıbı (0242402); 
also, wenn man diese Gleichungen addirt: | 
bi Run, ER 
(ab, —ba,)(bci—ch,)-+(bc, — eb,)(caı ch acı) + (cu, — ac,)(abı —ba,) 
= tab, +e1)+dlcı + a) + cla, +b1)}(aa, + db, + ccı) 
— (ab +bc + ca) (a?+5,°+ 12) 
— (ajdı +drCı + C1a,) (a?+ 0? +c2) 
= (a+b+c)(a, +bı+cı) (aa, + bb, + ccı) 
—(ay +bb, tea)? ! 
— (ab + be + ca) (a3? +51? + cı?) 
— (0,5, +5,61 + C101) (a? +5° + c2). 
Wiesaha erhalten wir, wenn wir für 
@ 02030 re 
respective 
a, b, c; cosa, cos, Cosy 


setzen, und beachten, dass unter dieser Voraussetzung 
DeN en | 
al a Bert a2+b°+c I; aa, +bb, + cc —11) 


ist, die folgenden Gleichungen: 


RYLE, 


2 

(acos B—bcose? = Tzsin 7—c2, 
2. 

RR 3 0 sin er —a?, 
2 

(ecose—acosy)? = sin ß?—b2; 


11“. 


(acos ß— beosa)2 + (beosy — ceosß)? + (gepepy „ AEue = To: 
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11*. 


(a cosß —bcos 24 (bcosy—ccos M=F; Aais ß?-+ 6°, 
(bcosy— ccosß)? + (ceosa— acos = Pacos??+ 0, 
(ecosa— ac0s7)? 4 (acos ß—beose)? = Pz00502+ a?; 


1IV*. 
f p? 
. (acosß— bcoso)(bcosy—ccosf) = — 4,3008 7C05a — ca» 


2 
(bcosy— ccosf) (ccosa— acosy) = — 2,3008 cos B— ab > 


e 


f . 2 
(ccosa— acosy) (acosß —bcose) = — 1,3 608 Beosy — be. 


6.7; 
4 


Wenn wir die aus 45) bekannte Gleichung 


# 


(b cos y—ccosß)z + (ccos«e —acosy)y+ (a cos B—beoso): = 


' quadriren, so erhalten wir nach den Formeln I*. und IV*. im vor- 
Re Erbenden a eeplien sogleich die folgende Gleichung: 


2 
sin? — Je, cosacosß-+ ab )ay 
+ (Basin p? 3) cosßcosy + be)y: >=, 
p? (Pr 
+ (Fasin 2 — @)2—2 (Preosr cose + ca)za 
oder, wie man sogleich übersieht: 


Plan + yP422—(zcosa+ycosß + zeospi—(ar+ byte? = 0 


oder: 


2 | 2 
In weosa+y cosß-+zcosy)?= a +9y2+ 22) — (ax + by+ cz)”. 


| aa N n 
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Addirt man zu dieser Gleichung®) die aus 42) sich unmittelbar 
ergebende Gleichung: 


= 2. cosc+Yy deli +2cosy)? 


1? 


m. 


at?) +2 BR. ;) ; 


so erhält man die Gleichung: 


ns 


1 p? 2 2 BR. 2 p? B 
„2 I ® +y I: Ian tbytez— nn) —( 


= ı D? | $ j p? | 
78)... PH) —n (ax +by+c:— 45)” > 


+ 


E4 


und, wenn man 
76) ........  ReN 22422 +2 

setzt, wo R die Entfernung des Punktes (232) von dem Brenn- 

punkte bezeichnet: 


My. RR ng 


cs ze f 


oder: 


n 


*) Schreibt man. diese Gleichung uöter der Form 


Pr (a4 y? een zc0sy)?} SET oz)? 


und überlegt, dass nach 62), 59), 52) \ 


PER U. u) 
, er 2 (a) + ar rr' a) 


z—u DE u 
2c0osa+ycosß-+ zeosy = ——, az+byter= 2.“ 


COS« An? a 


6 


ist; so erhält man, wenu man diese Ausdrücke in die obige Gleichung 
einführt, die identische Gleichung: 


rail 
re An: An? "An? \a) ' s * 


In der That dient uns diese Gleichung bier auch nur zu weiteren Um- 
formungen unserer früher gefundenen Gleichungen. 


/ ! # 


als Curven im. Raume. betrachtet. en 


x 


gr | 2 
a . \, DR = nlar + y He: - 9; 


2n 


BN Nicet ut (nt 


Weil nach 52) 


| BR LZEN: (2) = (2) £ 
fo 


Isende Art aus- 


a 


ist, so kann man diese Gleichungen auch auf 


drücken: 
, a p u, m p u a 
R=+5(* ug. EI 
ee a ER 
80) r=48(; 1)=+5 ee 
R PETER, 2 A N VERA TF A Are 
RER. 1ı)=+3 Bu; 
oder 
I RN ERENTO 
sl) KBip=t,.2-15,=53 7,0 
oder 
82) - _ Ap(R4!p) =H+n?ax +by+.c)*). 


29 


*) Nimmt man die Ebene des Kegelschnitts selbst als Ebene der z; 
an, so muss man in den so eben entwickelten Formeln 2=0 setzen, und 
erhält also nach 75) die folgende merkwürdige allgemeine Gleichung 


des Kegelschnitts: | 
md —nar +rby—w°: 


oder nach 79) un 82) die Gleichungen: 


$ an 4 y = In P(Bı7 n 

und h \ 
Ip(R-4 !p) = +n?(ax + by), 

in \idenen man, wie sogleich nachher gezeigt werden wird, für die Ellipse. 


die Parahel und ‘den ersten Zweig ‚der. Hyperbel die unteren, für den 
zweiten Zweig der Hiyperbei die oberen Zeichen nehmen muss. 


Zeichen nehmen, jenachdem der Bruch 


Bl B 
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Hauptsächlich handelt es sich nun um ein Kriterium), nach. 
welchem man immer sicher beurtheilen kann, wie man in diesen 
Formeln die Zeichen zu nehmen hat. 


Um ein solches Kriterium anzugeben, wollen wir die Formel 


ua - 


R=+8%. 


etwas genauer betrachten. Da R seiner Natur nach eine positive 
Grösse ist, so muss man’in dieser Formel das obere oder untere 
u—a 


positiv oder nega- 


tiv ist. Nun ist aber offenbar u—a die erste Coordinate des 
Fusspunkts des von dem Punkte (2yz) auf die Axe gefällten Per- 
pendikels, wenn man den Durchschnittspunkt der Axe mit der 
Directrix als Anfang annimmt; und —a ist für denselben Anfang 
die erste Coordinate des Brennpunkts. Aus der bekannten gegen- 
seitigen Lage des Kegelschnitts, seiner Directrix und seines Brenn- 
punkts erhellet auf der Stelle, dass für die Ellipse, die Parabel 
und den ersten Zweig der Hyperbel die beiden in Rede stehen- 
den ersten Coordinaten, also die Grössen u—a und —a, jeder- 
u— a 


zeit gleiche Vorzeichen haben, folglich der Bruch positiv, 


— 


—ı I y ; 
der Bruch negativ ist; für den zweiten Zweig’ der Hyperbel 


haben dagegen die beiden in Rede stehenden ersten Coordinaten, also 


die Grössen u—a und —a, jederzeit ungleiche Vorzeichen, und 


u—a u—a 


der Bruch ist folglich’negativ, der Bruch 


sr positiv. Hier- 
aus ergiebt sich die Regel, dass man in allen obigen Formeln für 
die Ellipse, für die Parabel und den ersten Zweig der Hyperbel 
die unteren, für den zweiten Zweig der Hyperbel die oberen Zei- 
chen nehmen muss*). Hiernach ist also z.B, nach 78) für die 


Ellipse, Parabel und den ersten Zweig der Hyperbel: 


2, R=n(3,) —tawt0y 4 on)! 
oder 


2 
SNFHPHE=n| 2) — (ar -+by+ ez)}; 


*) Der erste Zweig der Hyperbel ist bekanntlich der, innerhalb wel- 
ches der als Coordinaten - Anfang angenommene Brennpunkt liegt; der 
andere Zweig heisst der zweite Zweig der Hyperbel. 
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für den zweiten Zweig der Hyperbel dagegen: 
P nm ) 
„,R= nKax-+by+c)— (3) } 
oder: | 
N 2 
EN +7?+?= "ax + y+c)— (2) \n 


‘ Nach 79) ist für die Ellipse, Parabel und den ersten Zweig 
‘der Hyperbel: | 


a - »)- 
und für den zweiten. Zweig der Hyperbel ist: 
’ ar+ bytaz=}, Fat i 

Nach 42 >) ist: | 


(2c0s a -+ycosß-+z cosy)? 


_ =(2 ) Mas Hay) 
also nach 79) und 76): 


a4) 


lc +ycosß-+2zcosy)? 


Ad) 


woraus man leicht die Formel: 


p , EN 
3; (weosa+yeosß + zcosp?= R2— (2.47) 
erhält, in welcher die Zeichen immer nach der OREBEU Regel ge- 
nommen werden müssen. 
Offenbar sind 
z—u, y—v, 2—W 


die Coordinaten des Punktes (xyz) für den Punkt (uvw) als Anfang. 
Liegt nun der Punkt (:ryz) auf der Seite der Axe, auf welcher der 
Theil der Directrix liegt, dem die Winkel «, ß, y entsprechen, 
welche wir die positive Seite der Axe nennen wollen; so ist offenbar: 


z-u=Recose, y—v=@cosp, z—-w= Mcosy; 
2 


Di 
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und die Brüche 
DE Ak AR anne Ka Se 
2 cosa cosß.. cosy 


=@ 
sind folglich positiv; also ist in diesem Falle nach 99) auch die 
Grösse 


©£08e@-+ycosß+zcosy 


positiv. Liegt dagegen der Punkt (&yz) auf der Seite der Axe, 
auf welcher der Theil der Directrix liegt, dem die Winkel «, ß, 
y nicht, also die Winkel 1800 — «, 180°—ß, 180° — y ’entsprechen, 
welche wir die negative Seite der Axe nennen wollen; 'so ist 
offenbar: 

z—u—=ßcos (1300—eo), y—v— @cos (180° — ß), 

zw R cos (180° —y); 
also 
z—-u—=— lcose, y-v=-Rcosß, z-w=— Rcosy; 


und die Brüche 


z—u y-vı 2—Ww 
| nl 


‚cose. cosß cosy 


sind folglich negativ; also ist in diesem Falle nach 5 auch die 
Grösse | 
au, zcosa-+ycosß-Fzeosr | 


negativ. ” 


Folglich ist nach 83) 


84)... Dun a ae B42) > 


„wenn der Punkt (wy?) auf den, positiven Seite der Axe liegt; und. 


85). . zeose+ycos + 260849 = — Ve-(2r (+ on 


wenn der-Punkt (zyz) auf der negativen Seite der Axe hiogt 
Ueber 'das doppelte Zeichen ist auch in diesen Formeln immer 
nach‘ der oben angegebenen Regel zu entscheiden. \ 

” \ 2 . 


4 


$. 8. 


Wir wollen jetzt zunächst alle Hauptelemente des Kegel- 
schnitts analytisch bestimmen. 2 
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j Bezeichnen wir die Coordinaten der Scheitel im Allgemeinen 
durch F,, &,, Hsz so haben wir, da die Scheitel in der Axe lie- 
- gen, zuvörderst die Gleichungen: 


j Also ist narb 7): 
ar 492 alas Bra, 


z # ° ® 
woraus man, weil nach 4l) bekanntlich 


2er”. 


ae N 
| ist, sogleich die ‚Gleichung: 
22 — nA — 2, also L=-H+n(2—]) 
erhält, woraus | E 


R 


eh IFn 
folgt. ‚Also ist nach dem Obigen: 


hi n - u. ii 
PF=T = d, FT, H, =F; c; 


wo es sich nun frägt, welchem Scheitel die oberen, und welchem 
Scheitel die unteren Zeichen entsprechen, was sich auf folgende 
Art entscheiden lässt. Das Quadrat der Entfernung der Scheitel von - 
dem als Anfang der" Coordinaten angenommenen Brennpunkte ist: 


232 


BIT THr“ AU En) 


n?2 
BER Far) A 


oder 


2 
EI mE, 
Also entspricht offenbar das untere Zeichen,dem Scheitel, welcher 
dem als Coordinaten- Anfang angenommenen Brennpunkte zunächst 
‚liegt, das obere Zeichen dem Scheitel, welcher am Weitesten 
von dem als ÜCoordinaten- Anfang angenommenen Brennpunkte 
entfernt ist; wobei sich von selbst versteht, dass für die Parahel 
überhaupt nur das-untere Zeichen genommen werden darf. Be- 
zeichnen wir von jetzt an die Coordinaten des, dem als Coordi- 
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naten - -Anfang angenommenen Brennpunkte zunächst liegenden 
Scheitels wie vorher durch F,, G,, Hs; die -Coordinaten des am 
Weitesten von dem als Coordinaten- Anfang angenommenen Brenn- 
punkte entfernten Scheitels dagegen durch Ps ‚.Gs’, Hs; so: ha: 
ben wir die folgenden Formeln: 


86). 
BE wi 
Ne een y as Ham Kr 
en een nee 


Bezeichnen wir die Coordinaten des Mittelpunkts des Kegel- 
schnitts durch Fin, Gm; Hm; so ist: 


Fn= UF + Fr), Gn=%46+@%), Hm=4Hs4+ Hr); 
also nach 86): | 


» 


87) x 


2 2 2 

n n N 

F; ed G = ——b H, | ei, 
m 1 DATE 7 1 n2 m [ER 2° 


/ 


Die Parabel hat keinen Mittelpunkt, weil diese Ausdrücke für 
n=1 unendlich werden. 


Die Coordinaten des zweiten Brennpunkts seien f’, g’, A’; so 
ist, weil beide Brennpunkte vom Mittelpunkte gleich weit ent- 
- fernt sind: 


(Fn—P + (Gm + Um h)2= Fr? + Gm? + Hu, 
‚also: i | 

f?+9? +? —AfFmt+g Gm+h' Am) =0. 
Weil die Brennpunkte in der Axe liegen, so ist 


Fr f .. g = h' gQ 

ar Dee . 
also, wenn man zugleich für die Coordinaten des Miltelpunkte 
ihre Ausdrücke aus 37) einführt: ® 


(a? +5? + EEE DIGa EN = 0, 


woraus 
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. 2m? 
I / N En 
| 28 +72 =0, 
folgt, was auf die beiden Gleichungen 


j m2 
2'=0 und tt 


führt. Nun kann aber die erste Gleichung im vorliegenden Falle 
nicht Statt finden, weil dies nach dem Obigen auf“ 


F=V, ı9=0,..:.ht=0; 


also auf den als Coordinaten-Anfang angenommenen Brennpunkt, 
welchen wir den ersten nennen wollen, führen würde. Daher ist 
bloss die zweite Gleichung zulässig, und folglich 


In? 
EIERN 
nz 1—n?’ 
also: 
88) 
In? f 2n? ° 2n? 


a a a, FETT al 
zu setzen. Für die Parabel giebt es einen zweiten Brenn- 
punkt nicht. 


Die Coordinaten des Durchschnittspunkts der zweiten Direc- 
 trix mit der Axe seien a’, b', c'; so ist: 


Da die beiden Directrixen von dem Mittelpunkte gleich weit ent- 
fernt sind, so haben wir die Gleichung: 


(Fn— 024 (Gn—b)"HHn— 0)? = (Fra) GmbH HUn-0')% 


”* also: 


- afm+bGm+cHm) — (a?+52+c2) 
= (a Fm+b'Gm+ c' Hm) — (a 2+5'? + c'2), 


und folglich, wenn man für die Coordinaten des Mittelpunkts die 
- Ausdrücke 87) einführt: 


21] In? - 
+24 2) = 1 „a(aa' +64 00) 4 (a4 0° 40") 


—_ 


N x fi , . > i t 

y hr | e i { 

30 Grumert: Allgemeine Theorie der Keg@lschnitte | 
Setzt man nun | | ine, \ 
aa re, ee | 

und dividirt durch a? +52 + 02, so ergiebt sich die Gleichung: 4 


BER ade n2 +1 \ , 


—n? 1—n?’ ER | 
welche, auf gewöhnliche Weise aufgelöst, zu 


2. 
n 1 Ä 
—— 4,7753 | 

i—n?"1l=-n? .,  - u., 4 


also zu den beiden Werthen: 


n?2+1 


1-—-n? 


2-1 ud "oc — 


führt. Für 2”=] würde man 
a=a, d' N re 6) 


also die erste Directrix erhalten ; daher muss man für die zweite 
Directrix I 


x 
< 
En ka > Een . u 
on - = - 


setzen; was nach dem Obigen: 


n?®+1 +1, Ben N. 


SEHR NG = 3 _]0: he vu ‘= _]° 


giebt. Für die Parabel giebt es eine zweite Directrix nicht. 


Die Hauptaxe, welche wir durch 2A bezeichnen wollen, ist 
die Entfernung der beiden Scheite! von 'einander,- also: 


442 = (Ps — Fi)? + (6 — 6)? + (Hs BNP, 


woraus sich nach 86) 


4A? — j ten) (a? + 6° + 2) = a Ba 
also: | 
2 
90) 5 Reg 
‚ ergiebt. ? \ 
Bezeichnet 2B: die Nöhenaxı so ist. bekanntlich i Rn 
p2_ AP pa AP i =. 
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also nach %): 
9 1. Re ge 1 
se Id Tom? 


Ueberhaupt kann man setzen: 


92 | FR NE A= Bari, er, 

) EN Baer) nd)’ 23V + (—n?) 
. wenn man für die Ellipse die oberen, für die Hyperbel die unte- \ 
ren Zeichen nimmt. 


"Die Excentricität ist die halbe Entfernung der beiden Brenn- 
punkte von einander, und folglich, wenn wir dieselbe durch E 
bezeichnen: 


4n? 4m p? 
‚4AE2—=f? +92 + hr? = — (42 1) =——a_ , 4, 
4E 7 +9 + Äh An +b +e ) (1—n2)2 An? 
- also: y% ; \ 
93): Bei Di DE. 
ee. RR a 


oder überhaupt : 
| np 


E27 er 


wenn man für-die Ellipse das obere, für die Hyperbel- das untere 
Zeichen nimmt. 


Für die Ellipse ist: 


p® ER . 292 
AR —B2= 77% 2 FA 


also: 
Bi. med}. 2 AR B2z E2. 
Für_die Hyperbel ist: 
A? + u . ee 
also: 
BR RN en MW AZB? = E2, 
Ueberhaupt ist also: 
971. Deere A B2—E2, 


‚wenn man das obere Zeichen- für die Ellipse, das untere für die 
- Hyperbel nimmt. 
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Aus 
p? | p? 
gu Bi : 
ed ar 1 Di et Sorgen; 
folgt durch Division: 
B? 'B2 


Ra=ti—n?), 1—n?=4 Aa 
‚also: | 
h ; A2FB? E 
Nr ———, 
A? A? 
und folglich: \ 
er VA2FB2 E / 
BR): DE TREE RE RR 


immer das obere Zeichen für die Ellipse, das untere für die Hy- 
perbel genommen. 


Eine Menge anderer Relationen dieser Art übergehen wir 
der Kürze wegen. 


Nur mit der Bestimmung des von dem zweiten Brennpunkte 
nach dem Punkte (xyz) des .Kegelschnitts gezogenen zweiten 
Vectors dieses Punktes, den wir, eben so wie früher den von 
dem ersten Brennpunkte nach dem Punkte (xyz) gezogenen ersten 
Vector durch R, durch R’ bezeichnen werden, wollen wir uns 
noch beschäftigen. Es ist: 


ERDE an 
also nach 88): 


In? In? 
Be=( menr al et) ee a 


(15) (AH 4 nlart byte) HR2, 


folglich nach 41), 52), 80): 


Rn? Name An? 7.0? u, DR u 
EN in), UA sc a 
R’= 1—n? A n% An? a + 4 d a) F 


wo man für = auch z oder — setzen kann. Mittelst dieser @lei- 


chung findet man nach einigen leichten Reductionen: 


will) BET 
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also: 


EN 


R'?— 1 une ;: 


und folglich: 


2 
R' She I+n N 2); 


2 \1—n? a 


wo sich nun frägt, wie das Zeichen zu nehmen ist, was anf fol- 
gende Art entschieden werden kann. 


Für die Ellipse und den ersten Zweig der Hyperbel ist nach s0): 


EEE FÜR SAN a ER IR © 
Ben) 


Nach einer sehr bekannten Eigenschaft der Ellipse ist 


VA AL ATTTEREREE 
R+R=29A— na 
welcher Gleiehung nur genügt wird, wenn man in dem obigen 
Ausdrucke von R’ das obere Zeichen nimmt. Also ist für die 


Ellipse: 


Für den ersten Zweig der Hyperbel ist bekanntlich: 


R'—- R=-23A=— 


PN 
3 
1—n? 


welcher Gleichung nur genügt wird, wenn man in dem Ausdrucke 
von ER’ das untere Zeichen nimmt. Also ist für den ersten Zweig 


der Hyperbel: 
R—__p (It x). 


2\l—n? "a 


Für den zweiten Zweig der Hyperbel ist nach 80): 


% BP (au N 
| | R=B(® 1) 


Für diesen Zweig der Hyperbel ist aber bekanntlich: 
p 
MEN — _ RER 
R-R=A=-—; „2 


welcher Gleichung nur genügt wird, wenn man in dem Ausdrucke 
von R' das obere Zeichen nimmt. Also ist für den zweiten Zweig 
der Hyperbel: 


Theil XXX VII, 3 
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_p (rt 2). 
= lm t 


Hiernach ist also: 


1 2 
VRR : =... art) 
9 fin? 5) 
TS: er 

1-+n? 
=+5 Der 2): 


wenn man für die Ellipse und den zweiten Zweig der Hyperbel 
die oberen, für den ersten Zweig der Hyperbel die unteren Zei- 
chen nimmt. 


Für die Ellipse ist: 


BAR ‚_„pf(itn 
10) R=-5 “—1); r=-45(5 tt). 


n? 


Für die Parabel ist: 


ER <a ET 
101) [3 . . . * . R — 2 a 1) 
Für den ersten Zweig der Hyperbel ist: 
1-+n? 
p ale ER 
10) R=-2(8-1), Rr=-8(5+%). 


Für den zweiten Zweig der Hyperbel ist: 
le a BE 
10) R=+5 (*-1). R=+b (a -) 


a) ® w 
Für ji kann man auch Tr und z setzen. 


%. 9. 


Wir wollen uns jetzt mit der Bestimmung der Berührenden 
des Kegelschnitts in dem Punkte (xyz) desselben beschäftigen. 


Nach 45) und 79) haben wir zwischen den Coordinaten z, %, z 
die beiden folgenden Gleichungen: 


(bcosy— cceosß)x -+(ccose— acosy)y+(acosß—beoso)z=0, 
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R\\ 
x +by+=;5- SESIE 
R=-Na2+y2%+ 22 


ist, und für die Ellipse, die Parabel und den ersten Zweig der 
Hyperbel das untere, für den zweiten Zweig der Hyperbel das 
obere Zeichen zu nehmen ist. 


Setzen wir der Kürze wegen: 
u=(beosy— ccosß)z+(ccosa— acosy)y-}(acos B—beose)z, 


U=axr+by +25, Z +.) 
n 
und bezeichnen die veränderlichen oder laufenden Coordinaten 
‘durch x, 9, 3; so sind die Gleichungen der Berührenden des 
Kegelschnitts in dem Punkte (zyz) bekanntlich *): 


u 7 Y—y iz 
du ZU du SU du DU dusü an OU du SU 
Yu 2 y Ki a ud y. dy 0x 


Durch Differentiation der obigen Ausdrücke von u und U erhält 
man: 


Ri B du R du PR 
rn, =bcosy— ccos 7 =cCcose—acos?, = acosß— bcos« 
0x ’ - 0%y I % 


- und 


oU pP .oR Ui, _ piaR HU Ss oR, 
DT et En? a Fa ze 
oder, weil, wie man leicht findet, 


OR x OR ER ER DR 
dz R’ day Wa RB PET, 


U Bere VU nn any OB 
er TR re Tau 


Q 


Also ist, wie man mit Beachtung der beiden Gleichungen 


np? 
BE ci acose +bcosß-+ccosy—= 0 
leicht findet: 


*) Thl. XXX. 8. 372. Nr. 13), 


3* 


36 Grunert: Allgemeine Theorie der Kegelschnäitte 


du DU An AU 
oy 02 de"dy 
2.90 rg & (aw+by+e2)eose — a(wcose +ycosß+ zcosy) 
Im R ; 
ou OU du SU 
02 02 de’ dr 


eosß Fee ‚Bi en Blur btwensa tyensß-tzcos) 


du BU _ du SU 
02 0y Ay dx 
2 u (ac +by-+ez) cosy— c(zcosa + ycosß + zcosy) 
Eaton Y —, 


‘Nach 59) und 52) ist aber: 
| z—u 
y—v 
ccose+ycosß+zcosy" 
z—Ww 


zcos@a+ycosß +zcosY 


cos — 
cosß= 


.c08y= 
und 


2 7 


IT mE ac tby+er’ 
Be 
—An2 ax +by+cz’ 
EP EN 

An?" ax +by+ez’ 
also :: 


(ac +by + cz) cose— a(zcos« + ycosß-+zcosy) 
(ax +by + cz)?(z — u) —P(eosatycos B-+tzcosy)2.u 
= (ac +by-+cz)(wcose+ycosß+zcosy) 
(ax +by+ ae 2c0S7) 
rt 2 og zcosy)?.v 


RATE TE a + zcosy) 
Be + 02)? (z— w) — le cos@+ycosß-+zcosy)?.w 


Tee ; 


N 
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also, weil nach 79) und 8) 


p(p ,E 
acH yta=h (+ Ba 


(zcosa+ycosß+zcosy)—= R?— . 
ist, wie man leicht findet: 
(ax +by-+ ez)cosa — a(2cose+ycosß-+zcosy) 
DE + =) — Rzu( 
— (ax +by+ cz) (xcosa+ycosß-+zcosy)’ 
(ax + by-+ cz) cosß —b(xcosa+ycosß-+zcosy) 


P\(p , EN 
ll =) y—R2| 


— (ax + by+ez)(2cosa+ ycosß +zcosy) 


(ac -+by+ cz) cosy— c(zcos@+ycosß-t zcosy) 
EL 
le 
— (ax +by-+ cz) (weosa+Yycosß-+ zcosy) 


Hieraus erhält man endlich leicht, wenn man für 
cosa, cosß, cosy und ac+by-+ cz 
immer ihre obigen Ausdrücke einführt: 


ou OU  Ou SU 


Oo &z 02’ Oy 
RN fm? —] p 
1) re) 
In R(ax+by-+ cz) (zcosa-+ycosß + zcosy)’ 


= a on OU 
de 


.R n? —] 
_1/(p int 2) (en RE )yäR 
N (2) 2 Se 
ou, OU Hu OU: 
or'öy Oy dx 


p, E\/n?-]1 2.) p 
BINE:, (2,+ =) TE 778 Io 
-,.(2) 


"R(ax + by-+ cz) ek, cos RATEN, 
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oder: 


du DU du du 
ar 


GpH+ Rn ART ;) Aue spku 
(2): Bra Thy ta) once Fon 
du DU du 20 
02 "02: de &% 
es 2) Apr) (— RT 3) y—spkv 
= In N ICRNa re, es) 
du DU _ u AU 
2 dy  0y 0x 
h DDR 7 
GpH+R) c- RF 2,):—!pRw 
=. {# )- "R(ax+b6y+ cz) (zcosa + ycosß-+zcosy) 


Nun ist aber nach 52) und 79): 


2 2 P,R 
2n R InT Ann 
N eg (d, ®— —— bh, w= Ze: 
pP pP p 
?n 2n 2n 
also 
R R 
5 Ru= n $ +) Ra, 5 o=n(& +) RB, 
Z Ren (2 +) Re; 
Eu an N. 
folglich : 
au QU du DU 
oy 02 DR 02. 0y 
n®—1 
LEN” ARE (Z [RR P )z—nRa 
=— 2) KON: - Mu ee y) 
2u U _ da OU 
rd 02 


ode 
( in )v- nRb 
=,(2). Fe Rae boy hen) (zcose+ycosß+zcosy)’ 
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du ‚OU __ 00 QU 
02'0y  oy 0% 


SE. 
(— I RFE ):z—nRe 


n 


R 
-,(2) Eee "Rlax+by+ c2) (ccosa+ ycosß + zcosy) , 


Also. sind die Er unsen der Berührenden im Punkte (xyz) 
des Kegelschnitts : 


a a 
Wir... SFR FRE "T WERSEE 
(——RHB, )a—nRa 
RI EE 27.3 
SE a SE RETNERTETNE 
(— RER )y—nRı 
A 
—/n2—1,—-p $ 
(— RZ, )z—nRe 
oder 
—ıx 
105) A ats Im®2—-DRF plz —n?Ra 
KEIL ENTE KiE tr 
tm? —1)R Fr 2piy—n?kb 
ee he, LS 
Im -DRT:plz —n?Re’ 
oder: 
117 ee 
(m) Fapia—n?a 
hie en 
(m? wett 2 
Ai 3—2 
2 = _P ar 
n N)Fap'?o” C 
| oder: 
107) 
- ha Z yy 2 Bee 


na) —(ItF)e n°y- 4 ey WG- u 
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Bezeichnen wir die von der Berührenden mit den positiven 
Theilen der Coordinatenaxen eingeschlossenen, auf bekannte Weise 
genommenen Winkel durch %, A, u; so ist, weil, wie man leicht 
findet, 


[(n®— h)F Al x — n?a ” 
+11) Fogly—n26% 


+ [N Fgplz— mer 
= DRFPIE—DRF AL) p 


108) 


(N? — Dryple- n?a 


COS4 = Fr SS Sehr N Lt 
Vias eine DREI 


DEZ! Iy — n?26b 


cosi= a 
V (a? —I)RrFpitia®—N)RF( tipp! 


N) gr — n2C 


cosu = "T— mm H 3 
Vie-Herpi@—nR HF VES YA 


wo man die Quadratwurzel positiv und negativ nehmen kann. 


Die Formeln für die Normal-Ebene in dem Punkt (zyz) las- 
sen sich hieraus unmittelbar ableiten *). Die Haupt-Normale ist 
hier die Durchschnittslinie der Normal- Ebene mit der Ebene des 
Kegelschnitts. 


Bezeichnen wir das von dem als Coordinaten- Anfang ange- 
nommenen Brennpunkte auf die Berührende in dem Punkte (zz) 
gefällte Perpendikel durch P; so ist nach einer bekannten For- 
mel der analytischen Geometrie, mit Rücksicht auf die vorher für 
die Berührende entwickelten Formeln: 


Pr=ae°+ yr+ 22 — (zeosx +yeosi+zcosu)?, 


’) ThL.XXX. S. 373. Nr. 17. 
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und folglich nach dem Vorhergehenden: 


R 
! a) Fon. et)! 
Km DRFPIR-DRFALE Ip 


oder, wie man leicht findet: 


pe 2 ____ ma -DRFpIR—apR 


(m — DRFp! m? — DRTULSS)D! 


woraus Sich ferner ohne Schwierigkeit ergiebt: 


> er 
109) PN t@2®—DRTp!R—-Ip 


KM DRFPIE-NRFAL Ip, 


Für die Parabel muss man n—=]1 setzen und die unteren Zeichen 
nehmen. Dadurch erhält man: 


wie sich auch anderweitig leicht beweisen lässt. 


$. 10. 


"Ich gehe nun zu der Bestimmung des Krümmungskreises in 
dem Punkte (xyz) über und werde mich dabei der zu diesem Be- 
hufe von mir früher *) entwickelten ganz allgemeinen, wie ich 
glaube, sehr merkwürdigen und wichtigen Formeln bedienen, in- 
dem ich auch alle dort eingeführten Bezeichnungen, ohne weitere 
neue Erklärung derselben, hier beibehalten werde. Das Folgende 
wird zugleich ein zweckmässiges und lehrreiches Beispiel sein, 
um durch dasselbe die grosse Fruchtbarkeit und überaus bequeme 


Anwendbarkeit der in Rede stehenden ganz allgemeinen Formeln 


zu zeigen, welche früher in dieser Allgemeinheit und in dieser 


sehr bequemen Form noch nicht entwickelt waren. 


Zuerst finden wir durch fernere Differentiation aus den im 
‚ vorhergehenden Paragraphen entWickelten Formeln leicht: 


”) M. s. Thl. XXX. S.418— 8.423. 
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5,30. a 32V 
2 2 2 
Pur ur R vn 
r0y Oydz 020% 
und 
Ur. p yrR: DU np STE aU Sun 
022 | Mn? RE. ET FE SEE: yc Yon 10: 7° So °7 Tu, 
‚RU p: 2% RU, pP % U _,P zx 
dzöy. mE RE’ Oyoz 2m? RE’ Fr 


Weil nach $. 6. I*.: 

(acos ß— bcoso)?4 (beosy-— ecosP)?+(c cosa — acosy)?— E3: 
ferner nach 45): | 

(beosy— ccosß)xz t+(ccosa — acos y)yt+(acosß—bcose)z—=V, 
und offenbar auch: 


(bcosy—ccos B)a + (ccosa—acosy)b +(acosß—bcose)e—=Ü 


ist: so erhalten wir aus den im vorhergehenden Paragraphen für 
die ersten Differentialquotienten entwickelten Ausdrücke sogleich: 


ige u) * 3 =. 


_ du AU, du AU, du BU 
tn th 


und: 


zelh 


Ferner erhält man mittelst der in Rede stehenden Pifferential- 
formeln leicht: 


(5) (5) +) Sattlehn 


Mittelst der vorher angegebenen zweiten Differentialquotienten 
ergiebt sich sogleich BI 
Vin 0, 


wo man den allgemeinen Ausdruck von v, der hier zur Anwen- 
dung kommt, a.a.0.S.420. nachzusehen hat. Ferner ist nach 
dem an demselben Orte gegebenen allgemeinen Ausdrucke von Y 
und dem Obigen: Ä 
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y2+2? (ou OU du OUN\? 
".R3& \0y' 02 02 '0y 
— pP z2+22/0u OU Qu UN? 
Fame (6 de 3) 
_.p 22+y? (du OU du HUN? 
Fon RE By a 36) 
22.229 (0a SU du 7) a, sch, 
= 2" R3\0y 02 02 0y/\0% dx u % 
pP. 2yz (0a SU du re SU Au DU 
an? > \d2.dr 0x. dy 0y Or 
Pe (du SU ou 0 2) ‚Qu _ du BUN. 
In?" R?\0x2 0y  0y 9x 02. 02 0 
also, wie leicht erhellet: 
_p 16f0u OU du SU ou OU ou 
Ferry ht (3 da dr =) 

ou OU du HUN? 
322 2y 2) | 


wi 


p ou SU  Qu:SU u U ou gu 
77H pie yo de yy/T IN de de 
ou SU Lu U 


3 02 0y Oy dm ” 
Es ist aber nach der allgemeinen Relation $.6.1.: 
ou U du SU + (2-22 OU du 5) + (& OU du HUN? 
74496 ER er 0x Oy ee) 


ie Sale ee 
— s2S2_ Q2 — s2S? — 1n2 a4 2), 


Weil ferner nach dem vorhergehenden Paragraphen : 


du OU du OU 
oy 02 02 dy 
2 A (act+by+ cz) cosa— alzcose + ycosß-+zcosy 
ou SU du oU 
02 02 92 
9? 28 (ax +by+ cz) cosß —b(x cosa-+ ycos co 
Pr eos 2, (= Hy te)eosß—bezensn-+ yeosß+ cos) 
au OU gu 00 
02 dy Oy 0x 
p® —_ pP (axzt+by+ez)cosy—ec(xzcosa+ycosß + zcosy) 
a 
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ist, so ist offenbar: 
du OU . du SU ou SU du 5) + .@ oU ou AU 
yet de de dr de dy 5) 


2 
Be Ts (@cosa Hole 2C087), 
also nach 8): 


225 5) BR 
lee net | 


(PN pe (2 k\ 
=(Z, er nm # 


Nach gehöriger Substitution dieser Ausdrücke in den obigen Aus- 
druck von V erhält man mittelst leichter Rechnung: 


21. AaN wi 
al 


Bezeichnen wir jetzt den Krümmungshalbmesser durch # und 
die Coordinaten des Mittelpunkts des Krümmungskreises durch 
Xx,», 5, so ist nach dena. a. O. 8. 423. Nr. 60) und S. 422. Nr. 59) 


entwickelten ganz allgemeinen Formeln im vorliegenden Falle, wo 


=0 und v=0 


ist: 
s283 
BR, 
Y < T) 
und: 
ag2 0! 
os je 
— Di on V 9 ® 
„2.92 OU 
—ı _ öy 
7 = V 7 
„agß U 
re 02. 
3 — 1 = V 9 


also, wenn man die vorher gefundenen Ausdrücke sämmtlich in 
diese Formeln einführt, wie man leicht findet: 


| RS 178)" 
110). „Be va BE 
| (pP)? 


sl Mae 


Ir 
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und: 


| 322441), FOR, are), 

| R R R 
111 —y=44—- {m —)— FNE@R®—5FY). 
en el Fr er 


R R R 
—=44— (m -N)- FVZcH$2; 
ae Ne oT 


welche Ausdrücke jedenfalls sehr merkwürdig sind. 


Die Gleichungen der durch die Punkte (xyz) und (#95) gehen- 
den Geraden sind: 


IE ENT, 2? 
EEIWENTT FILE 
also nach 111): 
r—e ya 3—21 


In? —aF 2n?—bF In? — CcHz 
n SE: n ; Fy noch 


Da man nun weiss *), dass für jede Curve der Krümmungs- 
Mittelpunkt in der Haupt - Normale liegt, so sind vorstehende Glei- 
chungen die Gleichungen der Haupt-Normale, was zur Vervoll- 
ständigung Dessen dient, was wir im vorhergehenden Paragraphen 


' in dieser Beziehung in der Kürze bemerkt haben. 


Um die Richtigkeit der Ausdrücke I11) durch anderweitig be- 
kannte Ausdrücke zu prüfen, wollen wir sie auf die Parabel, für 


- welche n—1 ist, anwenden, indem wir die Ebene der Parabel 


selbst als Ebene der xy annehmen. Da wir in diesem Falle be- 
kanntlich die unteren Zeichen nehmen müssen, so ist, wie man 
mittelst leichter Rechnung findet: 


p 


am 0nate), P—y=-1, eZu4N: 


oder, wenn wir jetzt die Axe der Parabel als Axe der x anneh- 
men, wo also 5b=0 ist: 


und: 


RR | R 
7-1 @Tat2); Py=—47y. 
ı »‘ RE) D—y=. i% 


*) A.a. 0. S. 402. 


.. 
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Legen wir das bei der Parabel gewöhnliche Coordinatensystem 
zu Grunde, für welches wir die Coordinaten jetzt durch =’, y' 
bezeichnen wollen, so ist nach einer allgemein bekannten Formel: 


- 


3 R? 
Ay? _ (dpa + pP" _ dl Bio) Fe RYE. 
pa 2p? 3 En E: 


sanz wie oben. Ferner ist bekanntlich: 
32 -+1p, = — —. 
Nun ist aber oßenbar: 
.z=a—ap, yayı; I=#—ıp, Y=V 


und a= —3p, also nach dem Obigen: 


R 
2 .=—4,(- Rta—ip=2R=224jp, 


R 4Ra’ (de’+p)z' 4x"? 
Vv’—y= ER rer fon y' ee 
also 
4x'? 
4 I FRRTEEEN: k 
x = 3X t2Pp> » mag y' ’ 


wiederun ganz wie vorher. 


Man könnte die Formeln 111) noch auf verschiedene‘ Arten 
anders ausdrücken, was aber hier nicht weiter erläutert zu wer- 
den braucht. 


$. 11. 


Wir wollen noch die Gleichung der Projection des Kegel- 
schnitts auf einer der drei Coordinatenebenen, etwa auf der Ebene 
der xy, suchen. Diese Gleichung erhalten wir, wenn wir aus 
den beiden Gleichungen 45) und 75), nämlich aus den beiden 
Gleichungen: 


(bcosy— ccosß) + (ccosa— acosy)y+(acosß— beosea)z—=0, 
2. (2? +9? +2?) =n?(ac +by+ cz — By: 
An?“ 3 Bi 3 An? 


die Grösse z eliminiren. Nach der ersten dieser beiden Gleichun- 
gen ist: . 


me nen ame en tn 
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 (beosy—ccosß)x+ (ceose— acosy)y 


acosß—bcos« 


und weil nun nach $. 6. 1II*. IV*. 


(@cosß — beoso)? + (bcosy— ccos P)?= roh ß? + 5*, 
a 
(eeosa— acosy)? -H (acosß—bcos 0)? 5.008 a?+.u?2, 
p? 
(beosy— ccosß) (ccose—acosy)= — 4,2608 cos — ab 


ist, so ist, wie man leicht findet: 


(be—ay)? + 1 cosß--ycose): 
115) R=a?+yP+2?= VERA 


(acosß—bcosa«)? 


welcher Ausdruck auch an sich merkwürdig ist. Weil ferner 


a(acosß —bcosa) — c(bcosy— ccosß) 
—= (a?+b2?+c2)cosß—b(acosa+bcosß-+ccosy). 


b(acosß —bcos a) — c(ccos«a —acosy) 
— alacosa+bcosß +ccosy) — (a? +b?+c?) cos«: 


also nach bekannten Formeln: 


vu 
a(aeosß —bcosa) — c(b cosy— ccosß)= Fzeosß, 
| er 
b(acosß—bcos«a) — e(ccos« —acosy) = — 4,2608 0 


ist, so ist, wie man sogleich übersieht: 


114) een ee veosß—ycos« 


An?" acosß— bcos«’ 


und daher: 


a En u 
aczt+bytcz — = er 


EN 


| 


Also ist die gesuchte Gleichung der Projection auf der. Ebene 
der zy: 


2 
na N ET (ba — ay)>+ Fu (&c0osß —ycosa)? 


p? 


= T!@—a)eosß — (y—b) cosa. 
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Zweites Kapitel. 


Von der Bestimmung der Bahnen der Planeten und: Cometen 


aus drei geocentrischen Beobachtungen. 


ST, 


Wir werden uns in diesem Kapitel mit der folgenden geome- 
 trischen Aufgabe beschäftigen: 


Aufgabe. 


Es seien ein Punkt O und drei gerade Linien im 
Raume gegeben: man soll mit dem gegebenen Punkte 
O als Brennpunkt einen Kegelschnitt beschreiben, 
welcher die drei gegebenen geraden Linien in den 
Punkten A,, As, Az so schneidet, dass, wenn man sich 
die Sehnen A,A, und A,A3 des Kegelschnitts gezogen 
denkt, die Flächenräume der beiden Dreiecke A,04, 
und A,O4A; in einem gegebenen Verhältnisse zu einan- 
der stehen, wobeiwir zugleich annehmen werden, dass 
die drei Pnnkte A,, Ay, Az eine solche gegenseitige 
Lage haben sollen, dass man, um von O durch A, zu 
As, von O durch A, zu A, zu gelangen, sich in beiden 
Fällen in gleichem Sinne bewegen muss. 


Wir werden diese Aufgabe hier bei Weitem vorzugsweise 
nur aus dem geometrischen Gesichtspunkte auffassen und auf- 
lösen, als eine Anwendung der im vorhergehenden Kapitel ent- 
wiekelten allgemeinen Theorie der Kegelschnitte im Raume, spä- 
terhin aber die nahe Beziehung, in welcher dieselbe zu der 
Berechnung der Bahnen der Planeten und Cometen aus drei geo- 
centrischen Beobachtungen steht, deutlich nachweisen. Eine solche 
rein geometrische Behandlung des Problems, wie dieselbe bis 
jetzt noch nicht gegeben worden ist, scheint uns von grosser 
Wichtigkeit zu sein, um eine recht deutliche Einsicht in die eigent- 
liche Natur dieser Aufgabe zu gewinnen, was bei Weitem nicht 
in demselben Grade möglich ist, wenn sie bloss für ihren spe- 
ciellen praktischen Zweck in der Astronomie gelöst wird. Zugleich 
bemerken wir rücksichtlich der Fassung, welche oben der Auf- 
gabe gegeben worden ist, dass wir dabei vorläufig ganz unbe- 
rücksichtigt gelassen und davon abgesehen haben, in wie weit 
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dieselbe überhaupt einer Auflösung fähig, ob sie in der obigen 
Fassung völlig oder nicht völlig bestimmt ist, u. s. w., alles Fra- 
gen, die erst durch die nun folgende Auflösung selbst ihre Erle- 
digung finden werden. 


$.2. 


Den als Brennpunkt des gesuchten Kegelschnitts gegebenen 
Punkt O nehmen wir als Anfangspunkt eines beliebigen recht- 
winkligen Coordinatensystems der zyz an und bezeichnen in Be- 
zug auf dieses Coordinatensystem die Gleichungen der drei gege- 
benen Geraden im Raume, in denen die Punkte A), As; Ay in 
der angegebenen Weise liegen sollen, durch: 


er, Ya 2 — Ch 
wach) = era 
\ coso, cosf,  cosy, 


0 A ee Es Be) 
/ COS 0g cosßg COSy 


2 —(dz y—bz a Se N 


“ 0080;  cosßz  cCosyz 

wo also a,, bi, c, und a, ßı> Yı5 Ag, d,, c, und @,, P3, 755 
Q3, b3, C3 und a, 3, y3 gegebene Grössen sind. Weil aber 
(ayd1C1), (a2b2cC5), (a3Ö3C3) jede drei in den drei gegebenen Ge- 
raden liegende Punkte sein können, so wird der Einfachheit 
wegen die Annahme verstattet sein, dass diese Punkte die Durch- 
schnittspunkte E,, Ey, E, der drei gegebenen Geraden mit der 
Ebene der xy sind, was damit zusammenfällt, dass wir die drei 
Coordinaten c,, 3, €; verschwinden lassen und daher die Punkte 
Ei, E,, E; durch ihre Coordinaten auch bloss durch (a,61): (a26a), 
(a363) bezeichnen werden. Das gegebene Verhältniss der beiden 
Dreiecke 4,04, und 4,04, zu einander bezeichnen wir durch 
Tj2:Ty3, So dass also 


AA, 04,:414A,04; = 712° Toz 
ist. Die gesuchten Coordinaten der drei Punkte 
A, 3 A); A, 
bezeichnen wir respective durch: 
21» Yı> 15 #a> Ya, 225 #3, Ya, 235 


die nach diesen Punkten von dem gegebenen Brennpunkte O ge- 
zogenen Geraden respective durch 


R, D Rs, Rz: 
Theil XXXVIL 4 
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und die nach denselben Punkten von den Punkten Z,, Er; E; 
gezogenen Geraden respective durch: 


G 9 G2> G3. 


Für die zu bestimmenden Elemente des gesuchten Kegelschnitts 
bedienen wir uns genau derselben Bezeichnungen wie im vorher- 
gehenden Kapitel, worüber also eine weitere Erläuterung hier 
nicht nöthig ist. Unter diesen Voraussetzungen wollen wir. pun 
zunächst die Gleichungen aufstellen, in denen die Auklüpen un- 
serer Aufgabe enthalten ist. 


Die Bedingungen, dass der Anfangspunkt der Coordinaten O 
mit den Punkten (abe), (zıyı21); (22Y222) in einer Ebene liegt, 
und dass die Dreiecke A,OA, und 4,04, sich zu einander wie 
tie und 7,, verhalten, geben uns zuvörderst nach bekannten 
Sätzen die drei folgenden Gleichungen: 


LE 
a(Y123 — 21Y2) + d (2182 — 2122) + e (219% — Yı%2) =, 


Yı232 —21Ya „_Tı2 4172 TFı%2 _ 7i2 


Yazz —oys Tas a3 —%p2g Toy 
Ferner geben uns die Bedingungen, dass die drei Punkte (21%1 21)» 


(19Y222)>» (&3Ys23) in den drei gegebenen geraden Linien liegen sol- 
len, die neun folgenden Gleichungen: 


u. 
a1 =a+ 6 cos, y=bıtGrecosß, 1=G cos 115 
I —a;t+ 6,008 Ww, Yyp—bat Gzcosßf:; = @5C08%; 
L=4;+ 630080, Y—bdz+GzcosPz, 23 = Gy 00875; 


wobei wir, was offenbar verstattet ist, vorausgesetzt haben, dass 
die Winkel a, Pı> Yı5 as Pa> Y25 > Pa, Y Sich auf die von 
den Punkten E,, E,, E, aus nach den Punkten A,, A,, A, hin 
gehenden Theile der drei gegebenen geraden Linien beziehen *). 


Die Bedingung, dass R,, R,. R; die Entfernungen der Punkte 
(zıyı21)> (2aY222), (%aY323) vom Anfangspunkte der Coordinaten O 
sind, giebt die drei folgenden Gleichungen: 


") Möge diese Voraussetzung auch immerhin mit besonderer Rück- 
sicht auf das Planeten- und Cometen-Problem gemacht und zulässig 
sein, so möge sie doch hier grösserer Anschaulichkeit und der späteren 
Anverdiigen wegen bestehen, 
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Dr 
mund 


iu. 


B=N 2° 42422, 
Rz — V ag + y2+ 292, 
= NV arty? +22 


Weil nun ferner die Punkte (27912): (29%523)> (X3Y323) in dem 
mit O als Brennpunkt beschriebenen Kegelschnitte liegen sollen, 
so haben wir nach Kap. 1.79) die drei folgenden Gleikhunken 


IV. 


— Rı 
azı +byı +cz, Tim (Er ). 


ı R 
aut öy +0 "TR (2 * = } 


R 
ars +by3 + Er. Er - 


über die aber folgende Bemerkungen zu machen sind. Sollen 
nämlich die drei in Rede stehenden Punkte alle drei in einer Pa- 
‚ rabel, einer Ellipse oder dem ersten Zweige einer Hyperbel lie- 
gen, so muss man in diesen sämmtlichen Gleichungen nach Kap.l. 
$. 7.*) die oberen Zeichen nehmen; sollen dagegen die in Rede 
stehenden Punkte alle drei in dem zweiten Zweige einer Hyper- 
bel liegen, so muss man nach Kap.1. 9.7. die unteren Zeichen 
nehmen. In beiden Fällen sind also die oberen und unteren Zei- 
' chen auf einander zu beziehen. Um uns aber von dem etwas 
lästigen doppelten Zeichen zu befreien, wollen wir von jetzt an 
den Parameter für die Parabel, die Ellipse und den ersten Zweig 
der. Hyperbel wie bisher positiv, für den zweiten”Zweig der Hypär- 
bel dagegen negativ nehmen; dann sind im ersten Falle die Glei- 
 ehungen: 


a ee R 
+ p R 
az tHboyate = ,,, (3 3 1 
| . Se =, nn un y 


*) A. a, ©. sind die Gleichungen mit umgekehrten Zeichen geschrieben. 


4* 
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im zweiten dagegen: 


—p{-p, R 
ax, + by + cz] -Z2(ZP a ’ 


ax + bys + Ca = >42). 


n 


—pf—-p, ER 
ax + by + c2z en z +2); 


R 
ar, +by, +ez; on 2-4 ’ 


N 


» RR 
ax+ byten—=L- (4 2): 


nn 
b el TE 
ar; +0y +63 5,37 ’ 
folglich ganz allgemein, wenn nämlich die Punkte (2,Y121), (22Y222); 


(X3%Y323) alle drei in einer Parabel, einer Ellipse oder dem ersten 
oder zweiten Zweige einer Hyperbel liegen sollen: 


IV”. 
| } R 
aa +by ten, P_) 


R 
ar, +by+ ca = = 2-7): 


2n 
axz4+by3 40235, eg 


Sollten aber zwei der in Rede stehenden drei Punkte in dem 
einen, der. dritte in‘ dem anderen Zweige einer Hyperbel liegen, 
so würden in den Gleichungen IV. nicht mehr die oberen und 
unteren Zeichen auf einander bezogen werden dürfen, und die 
Behandlung der Aufgabe würde einige Abänderungen erleiden 
müssen, die ich aber der Kürze wegen hier um so mehr hei Seite 
setzen kann, weil die Art der Behandlung sich aus der folgenden 
Behandlung des hier in Angriff genonimenen ersten Falls ganz von 
selbst ergiebt, und weil der zweite Fall für die Anwendung in 
der Astronomie insofern keine Bedeutung hat, weil ja, wenn man 
die Möglichkeit oder Zulässigkeit des zweiten Falls annehmen 
wollte, die Bewegung des betreffenden Weltkörpers eine Unter- 
brechung der Stetigkeit erlitten 'haben würde. In geometrischer 


n 
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Beziehung wird aber, wie schon erinnert, die Behandlungsweise 
des zweiten Falls sich aus der folgenden Behandlung des ersten 
Falls ganz von selbst ergeben. Es wird also im Folgenden immer 
angenommen werden, dass alle drei Punkte in einer Parabel, 
einer Ellipse, oder dem ersten oder zweiten Zweige einer Hyper- 
bel liegen sollen. 


Weiter liefert uns nach Kap. 1.41) die allgemeine Theorie der 
Kegelschnitte die folgende Gleichung: 


} KL END 
V. ++ 2= (2) ; 


Alle diese Gleichungen sind von den Winkeln «, ß, y, durch 
welche die Richtung der Directrix des Kegelschnitts bestimmt 
wird, ganz unabhängig. Von den, die in Rede stehenden Win- 
kel enthaltenden Gleichungen soll nachher sogleich die Rede sein. 


In I., I., UI, IV*., V. sind uns neunzehn Gleichungen mit 
den zwanzig unbekannten Grössen: 


21 Yı> 215 89 Yo» 235 23, Ya» 25 a,b, c; 

k,, Ra; R;; G; G,, G3 ; p; n 
gegeben, so dass wir also eine Gleichung zu wenig haben, um 
mittelst dieser Gleichungen die vorstehenden unbekannten Grös- 
sen sämmtlich bestimmen zu können. Allerdings liessen sich noch 
andere Gleichungen aufstellen, die aber sämmtlich Folgerungen 
aus den obigen Gleichungen, also nicht unabhängig bestehende 
Gleichungen sein würden. Jedenfalls ist auch, um dies an ein 
Paar Beispielen zu erläutern: 


Ela 7. YıFa! 712 
Loy — Yakz T93 


nun ist aber nach |].: 
2 
Yı?a — 21Y2 Fi (Yazz — 29%3) > 
712 
2175 er (293%3 — 223); 


. multiplieirt man die erste Gleichung mit x,, die zweite mit 2, 
und addirt die Gleichungen zu einander, so erhält man: 


ee E- 
(2192 — Yı%a) 2 Tas (Lay3 — Ya) 22; 


94 Grunert: Allgemeine, Theorie der Kegelschnätte 


also 


— 77.9 


VoYyz — Yaız 23 


Ya YıXa __ 712 


und diese Gleichung ist daher eine Folge aus den beiden letzten 
Gleichungen in I., so dass man folglich immer zugleich hat: 


— VI 32T UT m | 


%Yg — YıTa 4 
Loyz —YaXz Yara —22Y3 2903 — X92z 723 


Setzt man in der ersten der Gleichungen 1.: 


Tj2 , 
71Yy2 — Yıka — Tos (22Y3 — Yyaza); 


713 j 
Yı?a —:ıY92 — Tops (Y223 — 293)» 


tg — I — Tas (29% — %923); 


so erhält man die Gleichung: 
a (Ya23 — 22 %3) + b(9%3— 2223) + C (&aY3 — Y2%5) = 0: 


welche ausspricht, dass die Punkte O, (abc), (22%Y22), (%3Y323) 
in einer Ebene liegen. Liegen aber die Punkte O, (abe), (21Y12): 
(23 %925) und auch die Punkte O, (abc), (23Ys%), (23%Y323) in 
einer Ebene, so missen natürlich auch die Punkte ©, (abe), 
(23%Y323), (&1Yı21) in einer Ebene liegen, was durch die Gleichung 


a(Yy321 —23Yı) +5 (2321 — 232) + e(a3Yyı ya) = 0 
ausgesprochen wird. 


Nach Kap. I. 40), 45) und einer allgemein bekannten analy- 
tisch- geometrischen Gleichung haben wir nun noch die folgenden 
Gleichungen: | 

v1. 


acose+bcosß-+ ccosy—=V0; 
(bcosy— ccosß)x, + (ccosa— acosy)yı + (acosß —bcose)2, —(0), 
(beosy— ccosß)x, + (e cose—acosy)ya + (acosß — beose)z, —(), 
(beosy— ccosß)23 + (ccose—acosy)y3 + (acosß—beose)z =; 
cosa?-4+cosß?-+cosy?=1; | 


oder: 
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vr. 
acos@a+bcosß-+ceosy=0V; 
(bz, — cy)cosa +(cx, —azı)cosß + (ayı —bx,)cosy=V, 
(bz, — Cy5) cos + (cx5— azz)cosß + (ayg— br,) cosy—=d, 
(bz3 — cy3) cos a + (cx3 — az3)cosß + (ayz —bxz) cosY—0; 
cosa? + cosß? + cos? —|1. 


Nimmt man aber von der zweiten, dritten, vierten Gleichung zwei, 
etwa die beiden ersten Gleichungen, und lässt I’ einen beliebigen 
Factor bezeichnen, so kaun man bekanntlich setzen: 


cose=I'\(cx, — az) (ayg — 6x5) — (ayı — 621) (CX,— az,)!, 

cosß—T'| (ayı —b2,) (b2, — cys) — (bzı —cyı) (ayg—bx3)), 

cos y=T'} (br —cyı)(e23— a2) —(ea, — an) (di —eyo)}; 
also: 

‚cos = Tata(yız2 — 21%) + db (122 — 2129) + e (219 — YıTa)\; 
cosß=Tbia(yızz — 21%2) + d(21 25 — 2125) + e(mıy — Yız2)); 
c0os7 = Ieta(yı — 21%2) + 621% — 2122) + Ce (21Yy2 —YıRa)'; 

was, in die erste der Gleichungen VI. oder VI*. gesetzt, zu der 
Gleichung 
Fa?+b?°+0?)ta(yı2 21%) + b (422 —2122) + ce (21 y—YıR2)!—= 0 


also zu der schon in-I. enthaltenen Gleichung 


a(yı22 —21Y2) + 6 (182 — 2122) + e (21 ya — Yıza) =0 
führt. Hieraus sieht man, dass die Gleichungen VI. oder VI“, 
in Verbindung mit den früheren Gleichungen, nur ein System von 
drei selbstständigen Gleichungen repräsentiren, indem man näm- 
lich von diesen fünf Gleichungen immer die erste und letzte und 
eine der drei mittleren zu wählen hat. 


Im Ganzen hat man also zwei und zwanzig Gleichungen mit 
den drei und zwanzig unbekannten Grössen : 


%ı> Yıs 45. %2s Yo» 83. %3> Yas 235.00 b, cc; 
R;; Rz; Rz; G]; 6, @ 735 pP, N, 0, ß, Y: 


woraus sich ergiebt, dass die Aufgabe in der ihr oben gegebenen 
Fassung keine völlig bestimmte Aufgabe ist. Wie nun derselben 
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eine nähere Bestimmung zu geben ist, wird weiter unten gezeigt 
werden, wenn wir erst die obigen Gleichungen einer weiteren 
Behandlung unterworfen haben, zu der wir jetzt zunächst über- 
sehen wollen. 


6% 


Wir beschäftigen uns zuerst mit den Gleichungen: 


T23 (Yyı72 — 2192) = Tı2 (Ya23 — 22Y3); 
793 (49a — 2122) = Tı2 (2203 — 2923) 
und: 
a =a +Gc0sa, Yızbı +61 cosß,, 21 =Grcosy:; 
2 —4A; 4 @5005%, Yya—ba + Ga2cosß, = @G,CosY; 
X3 —(sz -} G3 COS 0a, Ybz + G3 cos 3; 23, G3 C0S 73. 
"ührt man die Ausdrücke der Coordinaten aus dem letzten 
System in die beiden ersten Gleichungen ein, so erhält man die 
beiden folgenden Gleichungen: 
793 10, c087,.G, —b, c08Y2. Go — (cos, CosYyz — cos; cosß,) G,G3!} 
= Tj9|bz3 c0syg. Go, — b3,c08Yy3.G3 — (cos ß, Cosyz — C0Sy5cosß;) @,G@; |. 
793149089. G@, — a, C0SYyy.G3 +(cos Yı COS, -— C0S0, C0SYyg)G, Gy} 
= Tj2143 00892: @, — 4, 00873. G3 + (COS 72 C0Sa; — 6080500873) @,@3}; 
welche sich auf verschiedene Arten schreiben lassen. 


Schreibt man diese Gleichungen zuerst unter der Form: 
Tgz ba cos Yı . G, + T19 ba cos Y3 . G3 
—!(73361 4 77263) COS Ya + 795 (cos P} cos yz — cosyı cos ßg) G, 
— Tj9 (cos Pz c0SYy3 — 087, 608 ß5) Gz } G,; 
793 49 C08Yı.6, + T12 2 Cosyz.G3 
=} (Tyy, 4 Tygllz) C0SYyy — Tgz (COSY] COS a, — C0SQ] 6085) 61 
+ Tj2(C08 92008; — C0S0, C08Y3) Gz} Ga 


und dividirt sie dann durch einander, so erhält man.die Gleichung: 


J (7336| 47,963) c0SYg + Tas (cos P, cos yg — cos, cos ß,) G, ı 
b, — 712 (cos Pg C08yy — C0SYgC0os ßz) Gz 
a (79541 471243) C0SYyg — Tag (COSY] C0OSAgz— C0S a, C0OSYg) Gı t. 


+ Tj2 (COS Yg COS &y — C0S 0, C08Y3) Ga $ 


die ferner leicht zu der folgenden linearen Gleichung zwischen 


G, und @, führt: 


ri 
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Oo. 
—1 


2) 
tag (7336, + Ti2d3) — bg (Tazaı 4 Tı2u3)} cos y, 
Hrgslag(cösß} cosyz—eosy; cosßz)—bz(cosc cosy3—cosy, 08%))G, } =U 
+7 2la2(cosß;cosy—cosy;cosß,)—bz(CoSsazC0SYyy— C0SY3C0S@,))} G3 


oder: 
d) 


{712 (d263 — b2a3) + Ta3 (a26, — Ö2a,)}cosy, 

| #1as1(a, cos Bi — b2c0sa,) c0Syg— (azcosß, — b2608%)cosy,!G, ? —0. 
| + 742! (a, c0s ßz — d,c0805) c0syg— (agcosß, — b, cosa,) COSyz} Gr | 
Schreibt man die beiden obigen Gleichungen auf folgende Art: 


| Taab2c0sYı - G1—-(7336, F74263)C08Y2.G2— T33(cosß, C08Y9-C08Y]c0Sßg) Gr Gy 
} 


=—Tıalda cosy; + (cos Pz cos y;— 08 72c0sß;) Gz1G;, 


! | 
7934260871 . 61 - (7230, 4745Q3)C08Y2.G@2— Tgz(C080, Cosyy— c0SY]C080,)G, G, 


=— 1712143008 y3 + (cos @, cos y3 — c08 y,c0S0;) @,}G, 


| 
| 
| 


| 
| 


und dividirt sie daun durch einander, so erhält man die Gleichung: 
Banba°0gyı. 1 (tadı hriado)cosys. G,-7,, (cosßıcosya-cosyıcosß,) G, G, 
7934gC08Y1.G@1 — (72301 #712Q3)C0SY,.6,—-T, ,(cosa, C08Y2-C087, 05%) G, Gr, 


__ 62.008Y3 + (cos Py cos y3 — 08 Y5 008 ß,) G, 
"49608 y3 4 (C0s@, COS y3 — C0Sy5 C0SR,) Gy," 


welche nach leichter Rechnung, wenn man aufhebt, was sich 
aufheben lässt, und die Gleichung dann durch G,cosy, dividirt, 
zu der folgenden Gleichung führt: 
4) 
| ag (73381 471203) — da (T130, 4 Tı2a3)}cosyz 
+ 793 1 az (cosß, c0Sy3 —cosy, cosßz) — bz(cosa, CoSsyz — c08y] C080,)}@, 
+1 (73361 474203) (cos &, cos Y3 — C08 Yy cos 05) 
— (234 47,203) (cos Pg cos y3 — cos ygcos Ps)}@Gz 
+ 793 1cosag(cosßj cosy3—cosy,cosß,)+ cosßz(cosyj cosa3,—cose, C0Sy3) 
+ c08 y (cos, cos ß3 — cos P cos 0,)} GG, 


——. 


Schreibt man endlich die beiden in Rede stehenden Glei- 
chungen auf folgende Art: 
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Tı20a c0oSYy3- G3 as: (T93dı + Tj203) cos Y2- G3 3 
+ 1,5 (c0s By c08 73 — €08Y2C0s ß5) 6,6; 
= — 193 }02608 71 — (eos Pj COS yg — €0S7ı COS B2) Ga} @ı >. 
T)94,C0S Y3- G3 an (Tozaı + 71943) COS Ya. Ga 
+ 712 (C0S @, C08Y3 — COSY2 C08 05) 6,6; 
— — 793 {49 C08SY, — (C0S & C0SYg — COS Yı COS 09) Ga! Gı 
und dividirt sie dann durch einander, so erhält man die Gleichung: 
11065 608Y3. @3 — (Ta3bı 4 Tı2b3) c0SYz. G, h 


+79 (cos ßg c08 ya — cos ya cosß) Gz 
N T1g0g 608 Ya. @3 — (7231 4 71243) C0S Ya. 62 \ 


+ 719 (C08 0, C08 y3 — COS 7, 008 05) GG 


696089, — (eos Pı C08Y5 — €08 71 C08 2) @2 
— agC08Yı — (COS | C08SYyg— COS 7 COS d5) G,' 


welche auf ähnliche Art wie vorher mittelst leichter Rechnung 
ferner zu der folgenden Gleichung führt: 


5) 


‘ag (12361 + T1263) — da. (Taadı + Tı2Q3) \c08Syı 


— 7709|, (cos Pj e08 73; —cosY1C0Ssß3) — da(e0Ssa,C08Y3 — cosy, COSaz)} Gz | 


+ 112351 + 71203) (e08 0, C08Yı — €08 72 C08 c4) 
— (1934, + 71203) (cos By c08y, — c08 Y2 cos ßı)} Ga 


— 742}c08 üg(cosß, c0Sy3—cosY]cosßz)+cosPßz(C0SY] e0Saz— 08] C0SY5) 
+ c08y, (c08 a, cos ßz — cos] cos az)! @,@5 


ei 
Setzen wir der Kürze wegen: 
6) 


= Tj2 (ab; — b5a3) — 793 (Qı b,—b1a3); 
35 = (0,005 ß, —bz 054) 6089,— (ayc0sßz — bz.C05 a5) 081 , 


= — Tas! (a, e0sß, — bi COS &2) C08Y3 — (a; cos P3 — bj C0S 05) COS Ya} 
— 12} (az cos Pa — bz3 C0S a5) C0SY3 — (a3 COS Pz —bz C0S 05) C0S 75}; 
&g=— Tas !(aj cos P2— bj C08 02) cos yı — (a cos Pı — b, cosa,) cosya} 
— 1,5 !(az cos ß2 — bz c08 a2) 608Yı — (az cos ßı —b3 c08a)Ccosy2}, 

D — —!(cosa2cos P;— cos P2CoS 05) cos 7ı 


+(cos3c0sß} —cosßz Cosa, )eosy2+(cosa, cosß2-CoSß; cosa2)C08Y3}; 
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so werden die Gleichungen 4) und 5): 
7) 
N cosy3 +7,86 + G,3@5 +7,26, =0, 
Hcosyı — 1,9803 + Kor —r, DG,G 0. 

Kennt man etwa G,, so lassen sich mittelst dieser beiden 
Gleichungen G; und G3 leicht berechnen, und die Gleichung 2) 
oder 3) kann dann zur Prüfung der Richtigkeit der geführten 
Rechnung dienen. Natürlich lässt sich immer ein ähnliches Ver- 
fahren anwenden, wenn man überhaupt irgend eine der drei Grös- 


sen @,, @2, @3 kennt, indem sich daraus mittelst der hier ent- 
wickelten Gleichungen die beiden anderen immer leicht finden lassen. 


$. 4. 


Wir wenden uns nun zu der Betrachtung der vier Gleichungen: 
R 
hg Ra = = =)» 


R 
aar+byrt en 5, 2 — 2 
kR 


und - 


‚alyız2 — 2192) + 6182 — 2122) + Ce (&ıyp— YıR.)=0, 
indem wir derselben die folgende allgemeine Bemerkung voraus- 
schicken. 
Wenn zwischen drei Grössen z, y, z vier Gleichungen von 

der Form 

ao + boy + co = 

2 +by+cz=K,, 

a,X% + by +c2=K,; 

Az + By+(Cz=0 


Statt finden, so müssen die Grössen 
09; 60; Co; Ar, dis C15. Gr, bo, 655 Ko, Ri, K,;:A4,B,C 


jederzeit einer gewissen Bedingungsgleichung genügen, welche 
‚man leicht auf folgende Art erhält. Man verbinde mit jeder der 
drei ersten Gleichungen die vierte Gleichung und eliminire jedes- 

mal ©, so erhält man die drei folgenden Gleichungen: 
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(,A- aB)y+(oA—aC)z—=AK,, 
(,A—a,B)y -} (,A—a; 0) z = AK, > 
(,4A—a,B)y+(c,A—a,C)z= AK,,. 
Multiplieirtt man nun diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 
(b, A 3% a,B) (cs. A—a, C) Tr (c, A—aı C) (b, A vr} a,B), 
(6, 4—a,B) (A— ayC) — (ec: 4—a,C) (by d— aoB); 
(b, A—ayB) (c, A— a, C) — (nA — CE) (6, A—.a,B) 


und addirt die Gleichungen zu einander, so erhält man auf der 
Stelle die folgende gesuchte Bedingungsgleichung: 


(6, A—a,B) (c,A— a,C) — (44A—a,C) (0, A—a,B)}K, 
+10, A—a,B) (gA— a,C) — (L,A—a,C) (dp A—aB)YKı ( =O, 
+1(boA—agB) (4 A—a,C) — (wA— al) (bh A—a,B))K, 
oder, wie man leicht findet: , 
| A(b1c. — c1d2) + B(e1a, — a1c5)+ Clabz — bya,)IKo ' 
+14 (b,c, — bo) + B(czay —a2Co) + C (a,b, — 5,00)} K, !(=0. 
+14 (bocı — Cob1) + B (Coaı — agcı) + Clapbı — dya,)} RK, 


Dass man, statt von der Elimination von x, auch von der Eli- 
mination von y oder z hätte ausgehen können, versteht sich von 
selbst. 


Wenden wir nun die vorstehende Gleichung auf unsere vier 
obigen Gleichungen, in denen a, db, ce die vorhergehenden x, y, 
vertreten, an, so erhalten wir die folgende Gleichung, nachdem 


wir die resultirende Gleichung durch E dividirt und mit r mul- 
tiplicirt haben: 
(Yı2: —21%2) (Y223 —22Y3) " N 
Gp—R) | 


+ (27%: — &125) (25%3 — %223) 


+S 42: — 1232,)(2j%, — &ı22) (pP — R;) | 
.+(@@1%2 — Yı%a) (21% —YıTa) 


+ (21%, — YıRa) (&2y3—Y2%3) 

(Yız2 — 2192) (Y3%ı —23%ı) 
+3 +18, — 2122) 5% = 234) (CP R,) =» 
+ (219 —Yı%3) (&3Yı- Y3%ı) | 

(Yıza — 21%Y2) (Yı?2 —AY2) | 


Bean te re ae 
EEE 


en N nn 
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Weil bekanntlich auch 


a (Ya23 — 2943) + b(2,%3 73 2,23) + C(2,Y3—YoXz) = 


und 


a (Y321, —23Yı) + b(23%, — 232) + e(z3Yı — Y3Xı) —0 


ist, so hat man auch die beiden folgenden Gleichungen: 


(Ya23 — 22%3) (Ya23 — 2>%Y3) | 
+(29%3 — 2223) (2903 — 2223) Gop—Rı) | 
+ l2aY3 — YaX3) (OaYya—Ys73) 
(Ya23 —22%Y3) (Y32ı — 23Yı) 
+% +(2223 — 2323) 2321 — 2321) > @p— Rs) ? —=0 
— 8 Hoya —Yoarz)(Tayı —Yazı) | 
i (Y22%3 —23%3) (Yız3 — 21%) 
n. +(@923 — 2223) (247% — 2122) $(3p - R;) 
+ (2393 — Y2%3) (Lıya —YyıTa): | 
und 
(232 —23Yı) (Y223 — 22%Y3) | \ 
| + (23%) — 2321) (22% — 2223) (Gp— Rı) 
+ (23Y1ı — Y32ı) (@2Y3—-Y2%3) 
(Ya — 23Yı) (Yy321 —23Yı) | 
> | + (23% — 2324) (23% — 232) ( BP —-R;) ‚= 0. 
+ a3 Yı —y3rı)syı -Y3Lı) | 
(%321 — 23Yı) (Yı22—21%2) 
+ + (2321 — 2321) (2703 — 2122) 
+ (23Y1 —-Y3%1) @1ıyo—YıTa) 


y 


Setzi man nun aber wie früher: 
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R?=2,°+y1?4+n2%; Re=zs2+y2+22, R2—az2H+ y?422 


und jetzt noch der Kürze wegen: 
492%, tyıyaHt 222» 
8) KERN N Ass =E9%;tYo2Y3t 2223 ; 


As, =%37ı + Y3Yı 4232); 


so bringt man die drei obigen Gleichungen leicht auf die folgende 


Form: 
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4 a a (A1gafas — Ra?fzı) ep — Rı) 
+ (Asıdı2 —Rı?d23) Gp— Re) (=V0: 
+ (Ri?R32?— 4,5?) Gp— #3) 


(RR? — 125?) Gp— Rı) 
+(4, 341 — Rz?4,2) Gp—R:) | =0; 
+(4,949g3— Ra?Lzı) pP — Rs) 
(A,343ı — Ra?ı2) pP — Rı) 
7 (RR? Im 431?) (3P 77 Re) = 0; 
+ (43,412 — R,?413;) (6p— Rs) i 
oder, wenn wir der Kürze wegen noch: 
9, = Aydı2— Ry?dz;, 
10) o . . . 02 — A124; ,; — Ra?lzı; 
0; = A,3A3ı — Rz?dı2 
und 
2, = RaRz?— 435”; 
11) 5 5 . . . Na RR? -—- As? 
en in RR? — Aı1>? 
setzen: 
| O2 (4p—Rı) + 9ı @Gp—Re) + 52; !p—Kz)=0, 
12) 2, Gp—Rı) +9 Gp— ke) +92(p— Rz)—V0, 
0; Gp—Rı) .r 2a(3p—Re)+t 0,6p—R,)=0; 
also: 
1 _ Kı9+ R20, + Rz; 
| 9,+9,4+ 323 { 
, R, 2, + Ra93 + R39 
1 BE gt ie u be 
2) > 2, +9+ 9; 
y—- RO; + Bo + R2325 + I;9, \ 
n +35 Rot 9; 


Addirt man die drei Gleichungen 12) zu einander, so erhält man: 


Ar t9t9 HR tet 9) FRE +9) 
9, +9%+9 +24 S%2+ 323) 


u 


14) p= 
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Eine Menge weiterer Transformationen, die sich mit diesen 
Gleichungen vornehmen lassen, übergehe ich, und will nur noch 
bemerken, dass die erste der Gleichungen 9) leicht auf die Form: 


| tA1a(A23 + Isı — 412)— (#ı?dg3 + R224,, —Rı?R2?)).;p 
 =Ae(RıA2; + R2Azyı — Rt; d12)— Rı Rz(R, 4334 R24zı — R, Rel,) 


. gebracht wird, und dass sich, wenn man der Kürze wegen: 


u. .dh2 ; — Ssı 
III. eh 3 7 RR, RR, 
setzt, der folgende Ausdruck ergiebt: 
U2 (U; HU; —Uo)— (U; De 
u23 Us ul2 Uzı Usz 
PARtR 2) > ic. na 
Alle diese Ausdrücke können zur Berechnung des Parameters 


p gebraucht werden, wenn man die dazu nöthigen, in den For- 
meln enthaltenen Eleinente kennt. 


16) 3p= 


$. 5. 


Aus den drei Gleichungen: 


R 
azı +by, tez, =E(£ ah! „). 


n 


R 
axze+bye + c22 = £ (3-72). 
a(lyıza —29Y,)t+ (41%, —2,2)+ c (21% At) 0 


wollen wir jetzt a, 5, ce bestimmen. Multipliciren wir zu dem 
Ende diese Gleichungen nach der Reihe zuerst mit: 


Ya (Z1Ya — Yı8a) — 2, (241% — 2ı2,) 

=17 (2° +Yy3°+ 25% — Eo(F1T; +Y1%s +233)= HR? -a,1ı% 
(21% — 42) — (21%: — Y1%s) Yı 

| =23, (%’+y? +39) —- 1 (912. + yıy +42)= 2, Ri? — aıdıs; 


Yı?a — ZıYa 


dann mit: 
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2; (Yy125 — 2192) —T; (71Y2 —Yı a) 
a; | ty 20) sa (ZirsH YıYya +212,) = yıR,? — y.dıs; 
(2192 — YıTs) X (Y123 un 21Ys) 2 
— Yo (+ 912421?) age); (217: + YıYz +212,) a Yylıı?— Yı 4,0» 
2,%2 —X12a5 
endlich mit: 
2, (4X, 2125) zu (Y122 —21%3) 
24 CAa 1 al: y 22) — 3, (91%; + YyıYa 4 2122) — R2— 2,4: 
(Yı22 —21Y2)Yı — kur — 2125) 
— 2, (1° +Y1°+ 27) La (21%; + Yı%2 #22) = BR, — zıdısa ’ 
IıYa — Yıkay 


und addiren die Gleichungen in jedem Falle zu einander, so er- 
halten wir, indem wir bemerken, dass 


(21% — Yı%2)? + (Yı22 u 21%Y2)- + (21%; TA 2125)” 


—=(@] ?+Yı 247,2) (2,24y.?4+2,?) — (21 2; tYyıy2t212) Ri R2—A, ;* 


st, die folgenden Ausdrücke: 


17) 
4 Er) R,?—x,4 + 2) (zo? 2 4.) 
BE RER2— 4,2 
» (EZ em Jar: (yıR; a Pr + - ge Ri: Yı 41.) 
a ae 
i 4, =) 6 R,?—z 44 (2, — =) (2,K,?— 214,s) 
Ge 


die man noch mehrfach umgestalten könnte. 


Quadrirt man diese Gleichungen und addirt sie dann zu ein- 
ander, so erhält man, weil, wie man leicht findet: 
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(2 BR? — 2,1,5)°+ (yıR,? 2 Y.4ı Ir (2, R.?— 2, 412)? 
| >> R,?(R, 2R,? — I) 
(z,R]? 17 4,2) +(yRı?— yı u, 2) (2,R]?— 2,4,,)° 
ei I? (RR? — 4,52), 
(2, R—2,4,,) (,R;°— 214,.) g; (yı R2—y,4, 2) (Rı?—yı 4I,,) 
+1 R,?—2,4,5) (2.8? — 214, )=—4, (KrR2— 14,2) 


ist, die Gleichung: 


pl P _Fe\’_ (4-3)4-® fl 
=R, (2 n 2A Hana) In m.’ 


wobei man natürlich die bekannte Gleichung 


a +b°4.c2— (5) 


19) 
zu berücksichtigen hat. Also ist: 


er Rı?G@p — RP? — 2415(!p —Rı)6p— Ro) + R2?Gp ER Ri K 


n? 2p 2 2 % 
Rı?Ro?— 412 


. 6. 


Wenn man die drei Gleichungen: 


arzı + byı +cz =: un) 


Pf Pi 4ER 
ar, tbyy Hea=,, le s 


ar; + bys ee La FR 4 =) 


In\?n" n 
nach der Reihe mit 
Yarz = 22Y3> Yalı 23 » Yıra ya; 
dann mit 
Theil XXXVIL 


Dr 
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glg — Zylzs 23% 00324, 2102 Tre: 
endlich mit 
Zoyg— Yarz, Zsyı — Ya%ı> Kıya — YıTa 


multiplieirt, und in jedem Falle zu einander addirt; so erhält man 
die folgenden Gleichungen: 


20) 
ta (Yya23 — 2243) + %a(Y32ı — 23Yı) + 2a(Yyı?2 —zyo)Yu 
| ie =) (Yazz — 2293) 
RN ar > 
“r (£ er =) (nam 21%2) 
& (Yazz — 22%3) + 22(y32ı — 2391) + 23(yı22 — Ayo) 6 


Rı 
jr )an- %923) 
=-Pi 4 es zn) 0» 
IR (F- = na —ın2) 
X lya23 —22%3) 4 22(ya2ı —23Yyı)+ 2alyıza — ya) te 
(£ ” = )(aay ı—Ya%,) 
Er “Je Bi 
+ (2. er en ] 


Quadrirt man diese Gleichungen und addirt sie dann zu ein- 
ander, so erhält man die Gleichung: 
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21) 
var (Yazs — 2993) + 22(y321 — 23Yı) + 23 (ya — 2192) }” 
= lyı (a8 3 — 2223) 4 Yyol232ı — 2321) 4 Yy3(21%2 — 2125)}? 


=! (2393 —Yat3) + 2(2 391 —Y3%ı) +23 (21% —Yyı€2)!? 


Be BE) (BER 2-49 

+ (2 - =) (Rn) 
2-2) (ReR2—4 
+2(2. - =)(2 -) (43,4, — R,24,) 
+52), -).,4.— 12020 


+2(&- =) — m) Re 4.) 


wobei, ausser der Relation 


-]- 


a2 +62 402 — 2) 


‚und der Relation Kap. 1. $.6. U., die allgemeine Relation 


(ab, —ba,)(a,b5—bı a5)+(bc, —cb,)(b162—Cı b2)+(ca, —acı)(Cıd2—Qj 65) 
= (aa; +bb, +ec1)(a a2 45152416) —(a7?+b1?+c,2)(aza +bz0-+C3c) 


zu berücksichtigen ist. 


$..7. 
Dass die in $.1. aufgestellte Aufgabe in der ihr dort gege- 


' benen Fassung nicht völlig bestimmt sei, haben wir schon bemerkt, 


dieselbe kann nur durch Hinzufügung noch einer neuen Bedin- 
gung zu einer völlig bestimmten Aufgabe gemacht werden, in 
welcher Beziehung uns natürlich eine grosse Willkühr geboten 


ist. Wir wollen nun aber aus nachher weiter anzugebenden 


Gründen annehmen, dass die Charakteristik des zu beschreiben- 
den Kegelschnitts gegeben sein solle, und legen uns demzufolge 


‚die folgende Aufgabe vor: 
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Aufgabe. 


Es seien ein Punkt O und drei gerade Linien im 
Raume gegeben: man soll mit dem gegebenen Punkte 
O als Brennpunkt einen Kegelschnitt von gegebener 
Charakteristik beschreiben, welcher die drei gegebe- 
nen geraden Linien in den Punkten A,, Ay, Az so Schnei- 
det, dass, wenn man sich die Sehnen A,A, und AA; 
gezogen denkt, die Flächenräume der beiden Dreiecke 
AO0A, und A,0A, in einem gegebenen Verhältnisse zu 
einander stehen, wobei wir zugleich annehmen wer- 
den, dass die drei Punkte A,, Ag, A, eine solche gegen- 
seitige Lage haben, dass man, um von O durch A, zu 
A,, von O durch A, zu 4, zu gelangen, sich in beiden 
Fällen in gleichem Sinne bewegen muss. 


Die Planeten und Cometen, den Gesetzen der allgemeinen 
Gravitation unterworfen und folgend, bewegen sich bekanntlich 
in Kegelschnitten um die in einem Brennpunkte des Kegelschnitts 
stehende Sonne so, dass die Flächenräume der von ihren Vecto- 
ren um die Sonne beschriebenen Sectoren den Zeiten, in denen 
diese Sectoren beschrieben werden, proportional sind. Die Beob- 
achtungen dieser Weltkörper werden von der Erde aus angestellt 
“und liefern nichts weiter als die durch gewisse Winkel, die mit 
den dazu geeigneten astronomischen Instrumenten gemessen wer- 
den, bestimmten Lagen im Raume der zu gewissen Zeiten, die 
durch die astronomischen Uhren bestimmt werden, von der Erde 
aus nach den in Rede stehenden Weltkörpern gezogenen Gesichts- 
linien. Hat man nun drei solche vollständige geocentrische, d.h. 
eigentlich von dem Mittelpunkte der Erde aus, zu drei verschiede- 
nen bestimmten Zeiten angestellte Beobachtungen ‚eines Weltkör- 
pers; so liefern diese Beobachtungen für die drei entsprechenden, 
nach dem Weltkörper gezogenen Gesichtslinien die vorher durch 


> Pı> Yısz P2» Ya; > Ps ; Y3 


bezeichneten, oder andere mit denselben in einfachem analytischen 
Zusammenhange stehende Winkel, und die Zwischenzeiten 72 
und 73, der drei Beobachtungen, wobei meistens, wenn auch nicht 
unmittelbar, aber doch mittelbar, die Ebene der Erdbahn als Ebene 
der xy und die Sonne als Anfang eines rechtwinkligen Coordi- 
natensystems der xyz angenommen wird; der positive Theil der 
Axe der x wird von der Sonne aus nach dem Anfangspunkte der 


heliocentrischen Längen hin gezogen, und der positive Theil der 


Axe der y wird so angenommen, dass man sich, um von dem 
positiven Theile der Axe der x durch den rechten Winkel (=) 


ee 
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hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y zu gelangen, in 
demselben Sinne bewegen muss, in welchem die heliocentrischen 
Längen von O0 bis 360° gezählt werden; der positive Theil der 
Axe der z liegt auf der Seite der Ebene der Erdbahn, auf welcher 
die positiven heliocentrischen Breiten genommen werden. Die 
drei vorher durch (a,51), (@202); Q363) bezeichneten Punkte, in 
denen von. den drei Gesichtslinien die Ebene der xy, also der 
Erdbahn geschnitten wird, sind nichts weiter als die Oerter der 
Erde in. ihrer Bahn zu den Zeiten der drei Beobachtungen, welche 
immer leicht aus den astronomischen Tafeln oder Ephemeriden 
berechnet werden können, so dass also auch die Coordinaten 
a1, bi; Qg; 6a; Az, b; stets als bekannt angesehen werden dür- 
fen. Soll nun aus drei vollständigen geocentrischen Beobachtun- 
gen eines Planeten oder Cometen seine Bahn bestimmt werden, 
so wird es darauf ankommen, mit der Sonne als Brennpunkt ei- 
nen Kegelschnitt zu beschreiben, welcher die drei bekannten, nach 
dem Weltkörper gezogenen Gesichtslinien in den Punkten A,. 
Asa; Az so schneidet, dass, wenn © die Sonne bezeichnet, die 
Flächenräume der Sectoren A,0A,, 4,04; dieses Kegelschnitts 


‘sich zu einander wie die bekaunten Zwischenzeiten 7,9, Taz der 


drei Beobachtungen verhalten. Nun sind aber die analytischen 
Ausdrücke der Flächenräume der Sectoren der Kegelschnitte ent- 
weder transcendenter Natur oder, wenn sie algebraisch sind, doch 
so complicirt, dass die Aufgabe in ihrer so eben ausgesprochenen 
Fassung bei dem gegenwärtigen Zustande der Analysis als so 
gut wie unauflösbar betrachtet werden muss, wodurch man noth- 
wendigerweise zu nur näherungsweise richtigen Annahmen oder 
Voraussetzungen geführt worden ist. Man hat deshalb an die 
Stelle der Flächenräume der Sectoren A,04A,, A204; die Flächen- 
räume der Dreiecke A,R,OA,, A,„OA, gesetzt, und angenonimen, 
dass diese sich wie die Zwischenzeiten 7,5, T,; zu einander ver- 
halten, was wenigstens dann mit hinreichender Annäherung der 
Fall sein wird, wenn die genannten Zwischenzeiten nur klein sind, 
und hat die Aufgabe nun so formulirt, dass mit der Sonne O als 
Brennpunkt ein Kegelschnitt beschrieben werden soll, welcher 
die drei nach dem Weltkörper gezogenen Gesichtslinien in den 
Punkten A,, Ag, A; so schneidet, dass die Flächenräume der 
Dreiecke A, OA,, A,04;, den Zeiten 7j,, Tg3 proportienal sind, 
wodurch wir also unmittelbar auf das in $. 1. aufgestellte Problem 
geführt werden. Nun ist aber das Problem in dieser Fassung 


kein völlig. bestimmtes, weshalb wir, wie schon oben erwähnt, 


für jetzt noch die Bedingung hinzufügen, dass die Charakteristik 
n des zu beschreibenden Kegelschnitts gegeben sein soll, eine 
Bedingung, zu welcher wir aus folgendem Grunde geführt worden 


70 Grunert: Allgemeine Theorie der Kegelschnitte 


sind. Bekanntlich betrachtet man bei der ersten Berechnung die 
Bahnen der Cometen näherungsweise als Parabeln, und hat also 
für diese Weltkörper die Aufgabe zu lösen: mit der Sonne als 
Brennpunkt eine Parabel zu beschreiben, welche die drei’ nach 
dem Cometen gezogenen Gesichtslinien in den Punkten A,, As; 
As; so. schneidet, dass die Flächenräume der Dreiecke A) 04,, 
A,04A, sich. wie die beobachteten Zwischenzeiten 775, Ta3 "zu 
einander verhalten. In dieser Fassung ist das Cometen- Problem 
als ein ‚besonderer Fall unter unserer obigen Aufgabe enthalten, 
wenn. man. nämlich die Charakteristik n =1 setzt, weshalb also 
diese Aufgabe nur eine Verallgemeinerung des Cometen - Problems 
ist. Was es mit’dem Planeten- Problem für eine Bewandtniss 
hat, werden wir weiter unten zeigen. t 


Nun aber haben wir über die Auflösung aller solcher Pro- 
bleme noch die folgende allgemeine Bemerkung zu machen. Die 
vollständige algebraische Auflösung dieser Probleme in der vor- 
her ihnen gegebenen Fassung, wenn man nämlich an die Stelle 
der Flächenräume der Sectoren A,O0A,, A,04, des Kegelschnitts 
die Flächenräume der Dreiecke A, O4A,, 4,04, setzt, liegt zwar 
keineswegs ausser dem Bereiche der Möglichkeit; aber die Glei- 
chungen, auf welche die Auflösung ‘dieser Aufgabe zuletzt führt, 
müssen nothwendig so complieirt ausfallen und von so hohem 
Grade sein, dass sie für die Auflösung selbst bei dem gegenwär- 
tigen Zustande der Algebra von nur sehr geringem Nutzen sein 
können und den Rechner wiederum nöthigen, zu mehrfachen Nä- 
herungen seine Zuflucht zu nehmen. Deshalb ist es unter allen 
Bedingungen am besten, diese und ähnliche Aufgaben als analy- 
tisch vollständig aufgelöst zu betrachten, wenn es möglich gewesen 
ist, die Auflösung auf nur eine noch der willkührlichen Annahme 
anheim gestellt bleibende unbekannte Grösse zurückzuführen, 
und dem Rechner dann zu überlassen, diese unbekannte Grösse 


durch successive Beilegung verschiedener Werthe auf dem Wege 


der Näherung so zu bestimmen, dass einer gewissen nothwendi- 
gen Bedingungsgleichung genügt wird, wodurch der wahre Werth 
der in Rede stehenden Grösse endlich ermittelt wird. Zugleich 
wird eine solche Auflösung jederzeit als eine desto vollkommenere 
und zweckentsprechendere betrachtet werden dürfen, wenn alle 
übrigen Grössen, die hei der Aufgabe zu bestimmen sind, durch 
die in Rede stehende, noch der willkührlichen Annahme anheim 
gestellte Grösse bloss durch lineare Gleichungen bestimmt wer- 
den. Dies ist also das Princip, an welches wir uns im Folgen- 
den überall halten werden, wenn wir glauben uns für berechtigt 
halten zu dürfen, eine Aufeabe von der Art der hier zur Sprache 
kommenden als vollständig analytisch aufgelöst zu betrachten, 
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und von diesem Standpunkte aus wollen wir jetzt zunächst das 


oben im Eingange dieses Paragraphen ausgesprochene Problem 
behandeln, wozu nach den in den vorhergehenden Paragraphen 
enthaltenen Vorbereitungen hier wenige Worte hinreichen werden. 


Wir nehmen die Grösse G, als diejenige an, welcher succes- 
sive verschiedene Werthe beizulegen wir uns vornehmen. Dann 
können wir für jeden bestimmten Werth von G, die Grössen G] 
und G, mittelst der linearen Gleichungen 7) ohne alle Zweideu- 
tigkeit berechnen, wobei die Gleichung 3) als Prüfungs - Gleichung 
für die Richtigkeit der geführten Rechnung dient; und erhalten 
hierauf die Coordinaten 


21>Yı> 15 %2> Ya» ta5 Ta Yas % 
mittelst der: Formeln $. 2. Il., so wie dann ferner die Grössen 
Rs R,, Rz 


mittelst der Formeln $.2. 11. Dann können. wir mittelst einer 
der Formeln 13), 14), 16) den Parameter p, und mittelst der For- 
meln 17) oder 20) die Coordinaten a, d, c berechnen, da n als 
bekannt angenommen wird. Den bekannten Werth von n und die 
gefundenen Werthe von, p und a, d, ce ‚führen wir nun in die 
Gleichung 


BTL NT: 
a+b2+2 = (2.) 


ein, und untersuchen, in wie weit diese Gleichung erfüllt ist. In 
allen Fällen müssen wir den Werth von Ga, von welchem wir 
ausgingen, so lange verändern, bis der vorstehenden Gleichung 
innerhalb der Gränzen der Genauigkeit, welche wir überhaupt zu 
erreichen beabsichtigen, vollständig genügt wird, woran wir er- 
kennen, dass wir den richtigen Werth von G, gefunden haben. 
Es ist klar, dass wir diese Auflösung mehrfach abändern können; 
das Vorhergehende wird aber völlig ausreichend sein, um das 
einzuschlagende Verfahren im Allgemeinen deutlich vor Augen 
zu legen. Als zuletzt zu erfüllender Gleichung könnte man sich 
insbesondere, nachdem man p berechnet hat, auch der Gleichung 
18), nämlich der Gleichung 


Ri Ro? 4A, Pb 


> 2 R 2 e > o 


In n In n Im n 


bedienen, wo man dann vorher nicht die Coordinaten a, b, € he- 
rechnet zu haben braucht. Die zu solchen Abänderungen nöthi- 
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Aa 


sen Formeln finden sich im Obigen vollständig entwickelt, und 
werden, auch ohne weitere Erläuterung, von einem Jeden immer 
leicht zu dem zu erreichenden Zwecke in entsprechender Weise 
ausgewählt werden können. Sehr vortheilhaft wird es natürlich 
sein, einen ersten Näherungswerth von G, zu kennen, von dem 
man in jedem einzelnen Falle auszugehen hat, worüber einige 
nähere Erläuterungen nachher noch vorkommen. werden. 


g 8. 


Nehmen wir nun aber nicht wie vorher die Charakteristik 
oder ein anderes Element des zu beschreibenden Kegelschnitts 
als gegeben an, so kommen wir wieder ‚auf die Aufgabe in &.1. 
zurück, welche in ihrer dortigen Fassung nicht völlig bestimmt 


ist, und können dieser Aufgabe nur dadurch völlige Bestimmtheit 


verleihen, dass wir den zu beschreibenden Kegelschnitt noch einer 
besonderen, von ihm zu erfüllenden Bedingung unterwerfen; und 
dass sich solche Bedingungen in unendlich grosser Anzahl denken 
lassen, so dass sich also hierüber im Allgemeinen nichts Bestimm- 
tes festsetzen lässt, versteht sich von selbst. In Rücksicht auf 
das allgemeine Planeten- Problem, unter welchem natürlich auch 
das Cometen - Problem als ein besonderer Fall enthalten ist, scheint 
sich jedoch die folgende Bedingung besonders zu empfehlen. Be- 
zeichnen wir den Flächeninhalt des zwischen den beiden äusser- 
sten Vectoren R, und R, enthaltenen Sectors des Kegelschnitts 
durch $;,, und die Constante des Sonnensystems wie gewöhnlich 
durch %, wo bekanntlich 


k = 0,01720209895 


ıst, so ist nach den Gesetzen der allgemeinen Gravitation *) 
[4 
Din A 


Binde | S3]> 
24 73)Vp Ni +9 


TEE m ; 
oder, wenn man das Verhältniss der Massen wegen seiner 


M 

Kleinheit als verschwindend betrachtet: 
22 

vl: ("2+ i;)vp 

welche Gleichung wir also als 

Kegelschnvitte noch zu erfüllende 


25) 


die von dem zu beschreibenden 
Bedingung annehmen. 


*) M. s. Thl.XXIX. 8.270. Nr. 40. 


% 
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Bei der Auflösung dieser Aufgabe verfährt man nun im Gan- 
zen völlig wie im vorhergehenden Paragraphen, nur, weil die Cha- 
rakteristik n jetzt nicht gegeben ist, mit dem Unterschiede, dass 
man, nachdem man p mittelst derselben Formeln wie vorher ge- 
funden hat, n mittelst der Formel 19), und hierauf a, d, ce mittelst 
der Formeln 17) oder 20) berechnet. Dann hat man alle Elemente, 
welche nöthig sind, um den Flächeninhalt des Sectors S,, nach den 
aus der allgemeinen Theorie der Kegelschnitte in der Ebene be- 
kannten Formeln berechnen zu können, und kann nun untersuchen. 
in wie weit der obigen Gleichung 23) durch die berechneten Grössen 
genügt wird. Ueberhaupt aber wird man nun die Grüsse @,, 
welche die Grundlage der ganzen Rechnung bildet, so lange ver- 
ändern müssen, bis sich diese Gleichung vollständig erfüllt zeigt. 
Auf diese Weise ist jetzt auch das allgemeine Planeten - Problem 
in der ihm vorher gegebenen, natürlich eigentlich immer nur nä- 
herungsweise richtigen Fassung, dem oben aufgestellten Princip 
für die Auflösung aller solchen Aufgaben völlig gemäss und ent- 
sprechend, vollständig gelöst. 


Einen ersten Näherungswerth für @,, von welchem man bei 
der Rechnung auszugehen hat, kann man sich durch verschiedene 
Berücksichtigungen verschaffen, wie dies hinreichend bekannt ist. 
Ich will in dieser Beziehung hier nur bemerken, dass mir dazu, 
wenn man noch über eine vierte Beobachtung disponiren kann, 
die Aufgabe in Thl. XVII. S. 165., welche ein besonderer Fall 
einer dort aufgelösten allgemeineren Aufgabe ist, und die ich in 
einem späteren Aufsatze noch abgesondert für sich zu behandeln 
hoffe, sehr zweckmässig zu sein scheint. Ich begnüge mich da- 
her für jetzt, hier auf diese Aufgabe vorläufig zu verweisen. 


Sollte die Aufgabe in der Fassung, in welcher sie hier be- 
handelt worden ist, dass nämlich die drei Punkte A,, A,, 4, 
sämmtlich in einer Parabel, einer Ellipse oder demselben Zweige 
einer Hyperbel liegen sollen, sich als unmöglich erweisen, was 
u. A. immer dann der Fall sein würde, wenn die Formel 19) für 
n? einen negativen Werth liefern sollte; so würde man sich zur 
Beschreibung einer Hyperbel in solcher Weise zu wenden haben, 
dass der eine der drei Punkte A, , A,, Az in dem einen, die bei- 
den anderen Punkte in dem anderen Zweige dieser Hyperbel lie- 
gen. Dass ich aber nach den obigen Entwickelungen es nicht 
für nöthig halte, über diesen Fall mich noch weiter zu verbreiten, 
habe ich schon oben bemerkt. | 
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Drittes Kapitel. 


Von den Proximitäten der Bahnen der Planeten und Cometen. 


Si 


Unter einer. Proximität zweier Curven versteht man ein 
System zweier Punkte, von denen der eine in der, einen, der, an- 
dere in der anderen Curve’ liegt, deren Entfernung von einander 
ein Minimum ist. Aus bekannten geometrischen Gründen erhellet 
auf der Stelle, dass die beiden eine Proximität bildenden Punkte 
in den beiden Curven eine solche Lage haben müssen, dass die 
sie verbindende Gerade auf den beiden Curven senkrecht steht, 
oder dass diese Gerade die Durchschnittslinie der Normal-Ebenen 
der beiden Curven in den beiden in Rede stehenden Punkten ist. 
Die Entfernung der beiden, einer Proximität entsprechenden Punkte 
von einander heisst die Grösse der Proximität. 


Die Gleichungen der einen der beiden gegebenen Curven 
wollen. wir. durch 


 EEREN - fo(&: 4; 2)—=0, Fol Y; 2) -=0; 
die Gleichungen der anderen durch 
Dil ae ade 


bezeichnen; und die einer Proximität entsprechenden Punkte der 
beiden Curven sollen respeetive durch (zoYo20) und (2112) be- 
zeichnet werden, wobei wir immer ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system zu Grunde legen, und ein für alle Mal bemerken, dass 
alle mit dem unteren Index 0 versehenen Symbole sich auf die 
erste, alle mit den unteren Index 1 versehenen Symbole sich auf 
die zweite Curve beziehen. Die Gleichungen der Normal- Ebenen 
der beiden Curven in den Punkten (29020) und (279,2; sind be- 

kanntlich : | 


3) N (x — Lo) + (y — Y0)0Yo + (z = z)02, NR 0, 


(v 2,)02, + y ya Fed = 0 


wo sich von selbst versteht, dass zur Bestimmung von .dxy, Oyo; 
öz, die Gleichungen 1), zur Bestimmung von 021, 9yı, 9, die 
Gleichungen 2) dienen. Die Gleichungen der durch die beiden 
Punkte (29Y020) und (21%121) gehenden Geraden seien: 
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COS COSYo COS 

oder 
X — 2] Y—Yı 22%, 
ee rn N 2; 


COS Pg ° COSYy E08 Ya 


wir nach 3) die beiden folgenden Gleichungen: 


| 6 cos 901 . 0x0 + cos Voı . yo + cos Xoı OR) james 0 ’ 
le 
COS Poı - 0x + COS Yoı -0yı + COS %o1 -092, —O. 


Also hat man zur Bestimmung der neun Grössen: 


| 20» %Y> 205 > Yı> 415 Por» Vor» Kor 
die neun folgenden Gleichungen: 
l fo(2o: Y0 20) = 0, Foo Yo 20) 0; 
fh (1: y, 1)=0, Fa y;, a)=0; 


Lord 7 WO DAN 2027. 


ee EEE "u 


an, COS Py COSYPo COSKo 
coS Qoı- 0X) + cos Vo . Oyo + COS %oı „029 = 0 D 
| 608901 .0% + 608 Yoı - Oyı + COS Xoı -daı = 0; 


\ COS Pg12 + COS Yo? + cos? = 1 


oder: 
F: fo(2o; Yo 20) =0, Folzo y0 0)= 0; 
h(&ı: Y1> 2) = 0, FF: Yı> 4) Re 
Zorro „mar ; 
COSQg : COSYor COSXy 
8) 


N A 0% 02 
| COS Qyı #008 on «5. 4608 Yan, — 0: 


0% 02 j 
COS Qoı + €0S Yoı Fe + C0SYgı : dm =0; 


COS Pg?FeosYg? + 008 —1: 


79 


und da, wenn das System der beiden Punkte (z9%Y020) und (21%12%) 
eine Proximität sein soll, diese Gerade die Durchschnittslinie der 
beiden durch die Gleichungen 3) charakterisirten Normal- Ebenen 
sein, also in jeder dieser beiden Ebenen liegen muss, so haben 
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Eliminirt man aber mittelst des Systems der fünften und sechs 
ten Gleichung aus der siebenten und achten Gleichung die 
Grössen 


COS Po] ; COS Yo, COS %oı ; 
so erhält man zur Bestimmung der sechs Coordinaten: 
To> Y0> 205 Fı> Yı> A 
die sechs Gleichungen : 
folzo» Yo» 20) =0; Folzo: yo 0) =0; 
h&u; y,)=0, Fa: 9, 21) =0; 


0, (To — 21)020 4 (yo —Yı)0Yyo + (zo 2) = 0: 
(29 — 21 )92ı + (yo — yı)dyı +20 — 31)021 = 0; 
oder: 
fo(2o» 96 2) =0; Foto Yo 20) =0; 
Ayo )=0; Ha, y1)=0; 
10) 


R) B) 
I. ® tot 


02 
| 297 ty) ta de —(. 


Hat man mittelst dieser Gleichungen die in Rede stehenden 
Coordinaten bestimmt, so ergeben sich die Winkel po, Yoı > X%oı 
mittelst der Gleichungen: 


Io 4% Yo —Yı _ 204 


— -— > 
COS Q91 COS Yoı COS Yyı 


Br 


cos Pol? + cos Vor- + cos Yo? = 0; 


und zur Bestimmung der Grösse der Proximität, welche wir durch 
Ey, bezeichnen wollen, hat man die Formel: 


12)... Ea = V (zo - 3, +Wy)? ra) 
oder auch einen der drei folgenden, aus dem Vorhergehen sich 


unmittelbar ergebenden Ausdrücke: 


13) 


Lo 4 Yo Yı 29 77% 
Eoı = val. abs. — — yal. abs. 202 — yal, abs, 8, 
COS Ypı cos yoı COS Xoı 


als Curven im Raume betrachtet. RT 


welche besonders bequem sind, insofern man, ausser den Üoor- 
dinaten der Punkte der Proximität, auch die Winkel gg , Ya; 
%0ı schon kennt. 


5% 


Bevor wir die im vorhergehenden Paragraphen entwickelten 
allgemeinen Formeln auf die Bahnen der Planeten und Cometen, 
nämlich überhaupt auf zwei Kegelschnitte mit einem gemeinschaft- 
lichen Brennpunkte, anwenden, kehren wir nochmals zu den im 
ersten Kapitel über Kegelschnitte im Raume angestellten allge- 
meinen Betrachtungen zurück. 


Nach Kap.l. 56) haben wir, wenn der Kürze wegen 


gesetzt wird, die drei folgenden Gleichungen: 
z=aU+cose.M, 
Re RR RE | y=bU+cosß.N, 
| z=cÜU+cosy.NM; 


von denen übrigens die erste nur eine identische Gleichung ist. 
Aus diesen drei Gleichungen folgt durch !Differentiation: 


or =adUÜ-+eosa. N, 
SE oy = bOU +cosß.oM, 
02 = c0oU + cosy.M; 


und hieraus ergeben sich ferner durch einfache Elimination s0- 
gleich die folgenden Gleichungen: 


cosß.dr — cosa.dy = (acosß—bcosc)0U, 


17) cosy.Oy— cosß.02 = (bcosy—ccosß)IU, 
‘ c080.02 — cosy.dx = (ccosa— acosy)dU; 
und: 
boz— ady = — (acosß—bcosa)ol, 
I ern: coy—bdz =—(beosy— ccosp)il, 


adz — cr = — (C COS x — a cos y)ıM. 


Nun ist aber nach Kap. I. 63): 
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22H 
m = 1pl—2U——,- U); 
also, wenn man differentiirt: 
1—n? 
HR) =—4p92(1 ir ze U)WUD, 
und folglich nach 17) und 18): 


fat | | 

(602 — ady) = 1p?(l+ Fern U)(cosß.02— cosa.dy), 
Kr 1— n? | Ma 

Nlcoy—boz) = 1p?(L + BT TA U)(cosy.dy— cos a: 


M(adz — cöx) = 4p?(l er — " Ü)eose, 02 —cosy.0x); 
oder: 


{N —: 


= {all—1p 


1—n? 1—n? 
teM — pl + a U)cosy}öy IN Ip 4a U)cosß}öz, 


192 Lmnle, Oz var Ion; R) 
Yal— pP IT 2 ) cosa}0z ={cH—1p?(1 + 2 )cosy}oz. 
Bezeichnet also @ einen gewissen Factor, so kann offenbar: 


/ 2 1—n? 
02 = Gral—ip?l+ 5 UD)ecose}, 
1—n? 
19); ..%. ee 


%= Gich—ıp 


gesetzt werden. 


3. 


Wir wollen nun annehmen, dass die beiden Curven, deren 
Proximitäten bestimmt werden sollen, zwei Kegelschnitte mit 
einerlei Brennpunkt sind, für welche wir alle Elemente ganz eben 
so wie im ersten Kapitel bezeichnen, indem wir nur alle Symbole 
für den einen Kegelschnitt mit dem unteren Index 0, für den ände- 
ren Kegelschnitt mit dem unteren Index 1 versehen. Dann haben 


. 
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wir nach Kap.l. 63) und nach 15) und 19) im vorhergehenden 
Paragraphen die folgenden Gleichungen: 


1—n? 
No? = 4Po(l 20, — Se 009); 


rT&,2% 
42=4p2l 20, — — 0,9); 
1 
ferner: 
Lo =mÜy+ C050,.No; 
Y—boUg + CcosPßo-Ho > 
2 =C9Uo Ft cosyo.Ny; 
y 1 1 7273 Nor 
Er GotaMdo—aPpol + no? U,)cos 1 
mn 2 1 — N 
Yy—= tip + a U,)cosßot; 
| a 
2 = Got —1 pol + na U,)cosyo}; 
und: 


2% = aU, +cosa NM, 
Yı a6 U, +eosß; .H,, 
2 =c,U, + cosyı 4; 


1—n,? 

= talı —19°1+ Tu U,)cosa, !, 
ae, 1—n2 

%yı = Gib — Ip1?(l+ AR ILEE U,)cosß, }; 


a 1—n,? 
0 = Gytcıdh — pP (14 Br U,)cosyı!- 


Sollen nun aber die Punkte (2%02,) und (2&1Yı21) einer Proxi- 
mität der beiden Kegelschnitte entsprechen, so haben wir hiernach 
und nach 10) die folgenden Gleichungen: 


20) 


SR. 
l—n 


N = Pol — 20, — N UP); 


—n,2 
1” = 1p1?(l—2U, — BCE U”); 
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1—n.2 
0 
ng? Ü,)cosag} 


(a, Uo—a, U, teosag.Mp— 08% M)taodo— po? 


In? 
+, Uo—b, U, +cosPßg.My—cosß, .H,)tdoMo—3Po”(l ro U,)cosß)! 


1—n,? 
+(c9 Do— €, U] +Cosyg-Ho— c08Y, N) coMo—aPpo2(14 ER UÜ,)cosyo!} 
=); 
Ä I—n,? 
(a, Uo—a;, U, +eosay.Np—cose, Hy)t a Hı 1214 7,2 U, )eosa, } 


l—n,? 
+, Uo—b, O1 +cosßy.Ho—cosß, .Hı)!dı u u U,)cosß;} 


1l—.n,? 
+(eg Ug— ec, U, +cosyy.4H—cosy, Hı)tc Mh —ip,2d Fa U,)cosy; } 
1 
=. 
Aus diesen vier Gleichungen müssen die vier unbekannten 
Grössen 
Ug; Mo; Ur, Hı 


bestimmt werden, worauf man die Coordinaten der Punkte der 
Proximität mittelst der folgenden Formeln findet: 


= Ay UÜgtCosa. Hy; 2 = a ÜU,+cose, .M,, 
3) Yo dboÜoteospo- Hu, Yı =bı Ur +cosß,.M. 
29 = CgÜot 608% Ho; 2 = c Ur +cosy N. 
Die Grösse der Proximität erhält man mittelst der Formel: 
2)... Er=N na) + (Yo yıl?t om); 
und dann die Winkel 
Por» Yor > Xoı 
mittelst der Formeln: 
25) 


Lo4 o —Yı 21792 E 


die man leicht aus 1]) ableitet. 


Dies ist die vollständige Auflösung des Problems von den 
Proximitäten zweier Kegelschnitte, die einen gemeinschaftlichen 
Brennpunkt haben. 
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$. 4. 


Wir müssen nun aber vorzüglich die Gleichungen 20) so viel 
als möglich zu vereinfachen suchen. Zu dem Ende setzen wir 
der Kürze wegen: 


Ao = AN, — iPo 


Y,= — 6! aPo 


Zoo = CN — Po 


und 
A) = a —1Pı )cosa; >» 
r= bl, 4? 
Z = a4, — ip? Pi En un ken: ; 


dann können wir die dritte und vierte der Gleichungen 20) auf 
folgende Art ausdrücken: 


(ao U, + COSGg N)Ao + (bo IR + cos ßo . m) Yo+ (Co U,+ cos Yo A)Zo 
ae (a, U, + cos 0 A)Xo+(bı D, + cos ß, . n,) Yot(e, LA + coSsYı N,)Zo> 


# (uU, + 0509.) A] + (du U, + cos Po: No) Y,ı + (co %. + c08y9-Ho)Zı 


I = (d,U, + cos0, A,)A,+(b, D, +cosß, A,) Yı-+(cı U + cosyı A)Zı. 


'“ Weil nun aber nach Kap. 1. 40) 


Ag C0S @, + ig cos Po + Co COS = 0, 
a, cos &, + 6b, cosß, + cı eosyı =O 


ist, so ist offenbar: 


2 
A9Ao +boF, ot CoZo = (ao? + 69? + No = in in 90» 


2 
4% +6 ra =? +6? + 0M = mat 


Theil XXXVIL, 6 
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und 
Zn 


C0S09.Ao+ cos Po. Yy +C0S Yo: Z =— 4Po?(l ” U)» 


c0Ssa,.A, +cosß, Y +cosyj.Zı =—1Pı 


); 
also, wie man leicht findet: 

(aydg + cos ag. Hy) Ay + (du Up + 605 Bo Ho) Yo + (CoUn + CoSYo-Mo)Zo 
= (aA, +bo Fo + CoZo)Un + (C0S@,. X, + cosßo- Put CosYo- Zo)No 
= —1p0?1— Uo)lho, | | 

(a0, + c0sa, .A,)A, +(6, 0, + cosß, HM) Fr +(cı , +cosyı-Mı)Z, 
= (9X, +5, Yıt+cZı)U, + (cos a). X] +cosß,. Fr +cosy, . Z)Hı 
= — 1m? — UM. 

Ferner ist: 


Be PR a1L= 


(aya, +bod1+Cocı )Mo— Po 


ao, + h Y, + = 


(a9aı +bodı +cocı) dh —!Ppı 


„cos ßı +CocosY}) 


und, wenn wir 
cos Oy = 6080,08, + cosßycosß, + CoSYyCos yı 
setzen: 


cos}. Ag tcosß,. Pu, +cosy;- 3 


= (a960S 0, + du cos ßı +C9 cosyı)No, — Po 


c080,9.A] +cosß,. Fı +cosyo- 2 


= (aj 608.09 +5, cos By + Cı cos Yo)Mı —4Pı 


) cos Oyı ; 


oder, wenn der Kürze wegen noch 


Moı = a9a1'+ bobı + Cocı 


und 
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Noı = a9c0sa, +bycosß, + c,cosY, ; 
No = aı 60809 +5, cos ßy + € COS Yo 
gesetzt wird: 


a 


= MN yıMo — 4Po 


UND: Oi 7 A 5 1 


2,52 
= Na! —ıpı?(l + — U,)Noı ; 


und: 
cos %.A, +cosPfı.Y,-+ cosy,.Zo 


l—n 
= No — pol + a U,) cos Oyı ; 
c0S@g.A] +cosPßy- Y, + 00890 Zı 


1.0.2 
= No —iP1ı? + 2 U,) cos Oy ; 


und weil nun 
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(a, L, + c0S 0, M,)Xo + (b IR + cosßj . N,) Y, + (cı U, -+ cos Yı A) Zo 
= (X, +51 Fo+cıZo)U, + (cos): A, + cosß,. Fu, + cosyı.- ZH, > 


(aody + c0sag Ho) A, + (600, + cosßo-Ho)Fı + (CoU, + c08Y0 Ho) Zı 
= (agA, +bo Fı +CoZı)Uy + (cosag. A] +cosPßy. Fı + cos Yo: Zı) Mo 


ist, so ist: 


(a, %, +cosa,.4,)A,+(5, U, +cos % .A,) n3 +(c, U, +cosy,.Mı)Zo 


= {MyMo—4:Po 


#tNo1Mo— 4P0% (1 3 "0" U,) cos Oyı YHı >» 


(ayU, + c05 09. No) A] + (00V, + cos sr “ Yı +(coUg+ c08 40 -Ho)Zı 


— N Moı Mh, — —1pı 2(1 Per LU) Nor \ U, 


+t No — ap? ie at Y)cos Oo 10° 


6* 
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Führen wir jetzt alle gefundenen Ausdrücke in die obigen 
Gleichungen ein, so können wir die vier Gleichungen, mittelst wel- 
cher die vier unbekannten Grössen 


U, Yo; U; A, 
bestimmt ergeben müssen, auf folgende Art darstellen: 
24) 
cos Oy = 6050, c08s a, +cosPßycosß; + Cosyycosy,; 
My = a9 + bobı + Cocı ; 
Noı = 09050, + bycosß, + Co cosyı; 


No = aı cos og + bi cos ßy + Cı COS Yo; 
a 
1 = Po (1 —2U,— —, 5. 052); 
0 


2 
4?= 1p12(1 — 20, ag 023; 


Po — U)No +! Mao — 1po?l a: ——3 -0,)N!Ü 
—V, 
{NoıMo —iP02(1 ix In, 1) cos Oo 4, 
: re y ie 
19 — U) Hi Mod, —1pı? 1 + BER U)No 0, 
—(. 


a2 
+1Noıh — 39214 Tan OD) ces Oyı!%o 


8. 5. 


Wir wollen nun zunächst den Fall etwas weiter betrachten, 
wenn keine der beiden Charakteristiken n, und n, der Einheit 
gleich ist. In diesem Falle setze man: 


20 N, 2 
=. nn 
1—n,o? 


25) . . . ER = Wi 


so ist, wie man. leicht findet: 


52 IE an R 
en D2— NE Ro“ 02, 
[0] 
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1—n,? l 1—n,?2 
LE ae SS a EL Dane, HARF 
1 n)2 1 1—n,? ma? 


also nach 24): 


No 
2 DERETER 
1 1—n 
HM’ 1pı? 1-72 ee) 
oder: 
1 Gr NH 
No 
2 1—n,* Narr N) 
27). 


2 
Bere: 
er 


Ferner ist, wie sich leicht ergiebt: 


i-- na 


1—n.2 1l—n 
1 en pp ir yeror U, 
+ No? (0) No2 02% 
1—n,?2 I—n 
Ir EL. 12 
+ 2 1 n12 1,6% 


und die Gleichungen 24) lassen sich also im vorliegenden Falle, 
wenn man noch einige abkürzende Bezeichnungen einführt, auf 
folgende Art darstellen: 


28) 
c08 Oyı = 6080, Cc08@, + cosß,cosß, + cosyycosy; ; 
Mo = a9aı + bobı + Cocı ; 
Noı = @cose, +5, cosß, + C9cosyı 
N,0 = aı e0sa, + bj cosß, + cı cos yo; 


d—no?) 
K= pen 


KR = (1—n,?)pı? 


An? mes 
— Er 08 on 0) 
Rz Dr 01» 
Ano? 


Sr Ir 22 
Ba Cr a 


An, 
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n.? 
Us’ Tr U'—U= 12 


ee 

1—n,? IN 1—n,? 

Ge 
Ta NTRE 


Pol — UN, + (My Ho — KoUo)Uı + (NoıHo — Hole HL = 0, 
1pı (1 Be U), + (Moıdı aa) K, U,')U, + (N, oMı —H, U,')M, era 0. 


6. 


In dem Falle, wenn die Üharakteristiken n, und », beide der 
Einheit gleich sind, nehmen die Gleichungen 24) die folgende Ge- 


stalt an: 


29) 


cos Ogı = 08 @yCosa, + cosßycosPß, + C0OSY,CoSYı ; 
Moı = Aotı + dobı + CoCı ; 
Nor = ug 608 a, + bocosßı + cocosyı > 
No = a, cosag +bjcosßy + €, eosyo; 
1° = Po? — 20), M?=4p?l— 20); 


1P0-(1 — Uo)4o + (Moto — 1P02N10) U, | — N 
+ (No1#o — 1P0? cos O9, )Hı 


Pr — UM, + (Mod —3Pı? Nor)Uo | og 
+ (Nollı —ipı?eos On) 
Weil 

A 24,2 An Sale 

een, Tas 
ist, so unterliegt es natürlich nicht der geringsten Schwierigkeit, 
die Grössen U, und U, aus den beiden letzten der vorstehenden 
Gleichungen ganz zu eliminiren und dadurch zwei Gleichungen 
zu gewinnen, welche bloss noch die beiden unbekannten Grössen 
Mo und N, enthalten, wodurch jedoch die Lösung des Problems 
nicht wesentlich gefördert wird, weshalb wir uns weiterer Ent- 

wickelungen in dieser Beziehung hier enthalten. 


« 
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Wenn wir 
1p, (1-20) = U, 4pl—-2U)=U'; 


also: 
9: 


2 
„U, U=3-,U 


1 
U, = 3% 


setzen, und noch einige abkürzende Bezeichnungen einführen, so 
können die obigen Gleichungen auch auf folgende Art darge- 
stellt werden: 

30) 


cos Ogı = C0S 0, C0S%; + coSßycosß, + COSsYHCoSY, ; 
Moı = @gaı + dob, + Cocı 5 
Noı = 0,C0S0, + bo cosßj + Co C08Yı ; 


No = a, cosa, +5, cosßo + Cı C0SYo; 


N2=pl, N=pUL'; 
Ad— UM + (My Ho— No) + (Nor 4, — cos 9 )Hı = 0, 
(1 — U)4, + (Mor — Noı)Uo + (Nj0'4ı — cos 9, Ho = 0. 


8.7. 


Wenn die Charakteristik n, nicht, dagegen die Charakteristik 
n, der Einheit gleich ist, so hat man nach 28) und 30) oflenbar 
die folgenden Gleichungen: 


31) 
c08 Ogı = 608 0, C0Sa; + cosPß,cosß, + C0SY, cosy, ; 
Moyı = 4,0, + 5obı + Cocı 5 
Noı = a.c0s a, + b,cosß, + Co cosyı ; 


No = a, cosa, + B1 cosßo + € C0SYo; 
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K, a (1 u; N2)Po an 


An? Ag: 
Me In? cos 9,5; 


> 
ER un Ba, Ace Fir 
NER ne 


an N er 
a5 ) + ( = ) pl 
1-9? 3N 1-—-n% 


Po l— UN, + (Myflo — Koly )U, + (No — Kl A = 0, 
A— UM, + (My — No1)Uo + (No M — cos 9) —O. 


$. 8. 


Durch das Vorhergehende sind alle Fälle, die bei der Be- 
stimmung der Proximitäten der Bahnen der Planeten und Come- 
‚ten vorkommen können, erledigt; aber freilich erübrigt noch die 
Auflösung der im Obigen entwickelten Gleichungen selbst, welche 
jedoch bei dem gegenwärtigen Zustande der Analysis in vollstän- 
diger algebraischer Entwickelung sich nicht geben lässt, indem 
man bei dieser Auflösung immer auf Näherungen hingewiesen 
sein wird. Methoden dazu lassen sich in nicht geringer Anzahl 
angeben, was ich hier nicht weitläufig entwickeln will, weil es 
mir in dieser Abhandlung hauptsächlich und zunächst nur darauf 
ankam, die das Problem lösenden allgemeinen Gleichungen in einer 
so einfachen Form, wie es die Natur der Sache irgend gestattet, 
aufzustellen. Bemerken will ich jedoch, dass mir im vorliegenden 
Falle eine gemischte geometrisch-analytische Methode diejenige 
zu sein scheint, welcher man sich bei der Auflösung der obigen 
Gleichungen mit dem meisten Vortheil bedienen dürfte. Diese 
Methode will ich an dem Falle zweier Ellipsen erläutern, und 
glaube, dass dies hinreichend sein wird, um übersehen zu lassen, 
wie man sich in jedem anderen Falle zu verhalten .hat. 


In dem in Rede stehenden Falle zweier Ellipsen, wo also die 
Charakteristiken ». und n, beide kleiner als die Einheit sind, be- 
rechne man zuvörderst nach den in 28) gegebenen Formeln die 
Grössen 


3 EEE 


; als Curven im Raume betrachtet. 8) 


0089,10. 7 Has Nas No or KEh ss ,, 


welche als Constanten der ganzen ferneren Rechnung zur Grund- 
lage dienen. 


Auf einem mit starkem Zeichnenpapier überzogenen Reiss- 
brett nehme man nun zwei sich rechtwinklig schneidende gerade 
Linien, deren, Durchschnittspunkt wir durch O bezeichnen wollen, 
an, und lege dieselben als Axen eines rechtwinkligen Coordina- 
tensystems ‘der u, 1, der ganzen ferneren Construction aber einen 
bestimmten, hinreichende Genauigkeit gewährenden Maassstab zu 
Grunde, nach welchem letzteren alle betreffenden Längen aufge- 
tragen werden. 


Hierauf construire man zwei Punkte O,, und O, , deren Coor- 
dinaten in dem angenommenen Systeme respective 


N,? 
1—n,2° 


Nr 
BU ER T 
1—n, 


0 und — 0 


sind. Diese beiden Punkte nehme man als Anfangspunkte zweier 


neuen, dem primitiven Systeme der u, u parallelen Coordinaten- 


systeme der ug, 4y und u,', #4,’ an; und construire aus den Mit- 
telpunkten OÖ, und O, zwei Ellipsen, deren Gleichungen in den 
beiden letzteren. Systemen respective 


De ar nf TERRA er —] 
| a “_) " Po 3) 
Pen,® IV In?’ 


Ne 
Er Yurer, 


nd*), welche wir im Folgeuden die erste und die zweite Ellipse 
nennen wollen. Bezeichnen wir die Halbaxen dieser beiden Ellip- 


sen respective durch wo, vo und u,, v1; So ist: 


No Po F 
A WERT FR N In 
KAT PREr IM 
N] Pı 


*) Die Formeln sind in diesem Paragraphen durch besondere, in 
zwei Klammern eingeschlossene Nummern bezeichnet, 
oO 
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(8) 


Po ____ 7 ae 


oder: 
| 
| 


En EN 32 
"Ta +n) TmWA-m)litn) ZN m 


Hug nd Oh) dir an | Mi, 
TA) 4n), a NAd-n)A+tn) 2° m 
Bezeichnet ferner &, die Excentricität der ersten Ellipse, so ist. 


4)... 9= v+ (ko? — v9) = vH (ko — Vo)(lto + vo)> 


indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem 
wo>vo oder üu<v, ist; im ersten Falle ist 2u,, im zweiten 
Falle ist 2v, die Hauptaxe, und man wird also jetzt immer die 
Brennpunkte der ersten Ellipse leicht construiren können. Be- 
zeichnet eben so &, die Excentricität der zweiten Ellipse, so ist: 


(5),.- : 2 = V+ (Ku? — MH”) = NH vı)(uı +Vı)> 


indem man das obere oder untere Zeichen nimmt, jenachdem 
w>v, oder u, <v, ist; im ersten Falle ist 2u,, im zweiten Falle 
ist 2v, die Hauptaxe, und man wird also auch die Brennpunkte 
der zweiten Ellipse leicht construiren können. Diese Elemente 
reichen hin, um die beiden Ellipsen selbst zu entwerfen, wozu 
man bekanntlich verschiedene, eine hinreichende Genauigkeit 
gewährende Methoden besitzt. 


Nun nehme man in der ersten Ellipse einen beliebigen Punkt 
an*), und messe dessen Coordinaten in dem Systeme der uy', 
ü,', welche wir durch Uy’, M,' bezeichnen wollen. Bezeichnen 
wir nun .die Coordinaten dieses Punktes in dem Systeme der u, 
u durch U,, Mu; so ist nach der Lehre von der Verwandlung 
der Coordinaten: 


No” ' 1% 
We. rin .. la 
also: 
ne. 
() all ET ee Wei UP — Ion? 


und Uy', 4, genügen offenbar der Gleichung: 


*) Natürlich kann man seinen Auslauf auch von der zweiten Ellipse 
aus nehmen. 


En Wu Eee U RE "Rn 


TEEN MEER Un Teen DET mn ET ET mm nn mn mg Tem m Deinen EEE ET nn nn 
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—=Y. 
1b Ar 1.) * (ar Ps 
In: IN TR, Sy 


Jetzt berechne man, wozu im Vorhergehenden alle erforder- 


liehen Formeln gegeben sind, die Grössen: 


iPo”(E—Uo)No, 1 M da — KoUo' ’ NoıMo —A,Dy 
und construire die Gerade, deren Gleichung im Systeme der u, 
u die folgende ist: 
(7) 
Po l— U,)Mo + (MoıMo — Kodo ut Noo— Ad, u —=0; 
wozu man die mit ihren gehörigen Vorzeichen genommenen Ent- 
fernungen der Durchschnittspunkte dieser Geraden mit den Axen 


der u und u von dem Anfangspunkte dieser Coordinaten kennen 
muss, welche mittelst der beiden Formeln: 


Sr Pol — U,)Mo th kom Po?l— U.) 
MM oo —KoDo‘) UNgı Mo —A,Do‘) 


und 


leicht berechnet werden können. 


Hierauf ermittele man, ob von dieser Geraden die zweite 
Ellipse getroffen wird, und unterwerfe jeden der Punkte, in denen 
dies geschieht, der folgenden Untersuchung. Die Coordinaten 
dieses Punktes in dem Systeme der u,’, 1,’ seien U)’, M,’, welche 
gemessen werden. Sind dann ferner U,, U, die Coordinaten die- 
ses Punktes in dem Systeme der u, u; so ist: 


(8) A (A = I; tl $) I 3 
also 
el Era 
ee... ES u 


und wir haben oflenbar die folgenden Gleichungen: 
Be | (IV) 
pol Si). U,)4o * (MoıMo u Ko U,')U, * (Noıdlo Aug A, U,'M, =—0 


und: 


3 De m) Anne 77 Der, 
re Sn re 
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so dass also jetzt die sechs Grössen 
U); My; U, , N; U‘; D,' 
den fünf Gleichungen (Il), (ID), (IH), (LV), (V) vollständig genügen. 


Nun berechne man, wozu im Vorhergehenden wiederum alle 
erforderlichen Formeln gegeben sind, die Grössen 


Pr — UM; M gıflı — Kılı'; N, o#ı —A,U,' 


und construire die Gerade, deren Gleichung im Systeme der u, 
u die folgende ist: 


(9) 
17,1 —- UM + Mo — KU Ju+ (N, oMı - KR, U, u=0, 


wozu man die mit ihren gehörigen Vorzeichen genommenen Ent- 
fernungen der Durchschnittspunkte dieser Geraden mit den Axen 
‘ der u und s von dem Anfangspunkte Wieser Coordinaten kennen 
muss, welche mittelst der beiden Formeln 


2 prÜd—UM M. Prrl—UM 
AM — Kılı‘) UN, oMı — Kd,') 


leicht berechnet werden können, und ermittele, ob diese Gerade 
wenigstens nahe durch den Punkt der ersten Ellipse geht, von 
dem wir ausgingen, und dessen Üoordinaten in dem Systeme der 
u, # nach dem Obigen U,, 4, waren; dann wird. wenigstens 
näherungsweise die. Gleichung: 


und 


(VD 
pl — UM HM ah -AU)O, + (N oh — KAUM, —=0 
Statt finden, und die sechs Grössen i 
U,; No; U, ; M,; U’; U, ' 


werden also wenigstens näherungsweise den sechs Gleichungen 
(D, (ID, AI), (IV), (V), (VI) genügen, also durch diese sechs 
Grössen nach 28) oflenbar eine näherungsweise richtige Lösung 
unserer Aufgabe gefunden sein. 


Nimmt man jetzt auf dem ganzen Umfange der ersten Ellipse 
möglichst in gleichen Intervallen eine Reihe von Punkten an, und 
unterwirft jeden der vorhergehenden Untersuchung, wobei natür- 
lich die oben angegebenen constanten Grössen nur einmal be- 
rechnet zu werden brauchen; so muss man nothwendig wenigstens 
annährend alle möglichen Auflösungen der Aufgabe entdecken, 
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da man es ja in seiner Gewalt hat, die in Rede stehenden Punkte 
in beliebig kleinen Intervallen auf dem Umfange der ersten Ellipse 
anzunehmen. Hat man aber nur erst Näherungswerthe der ge- 
suchten Grössen auf dem vorher beschriebenen Wege ermittelt, 
so besitzt man bekanntlich Methoden genug, dieselben weiter zu 
verbessern und zu den genauen Auleunben zu gelangen, wozu 
natürlich hier eine besondere Anleitung nicht gegeben zu werden 
braucht, da sich ein Jeder die den Formeln leicht selbst 
zu entwickeln im Stande sein wird. 


Wir haben zwar bloss den Fall zweier Ellipsen betrachtet; 
in allen anderen Fällen bleibt aber die Auflösung im Wesentli- 


chen ganz dieselbe. Wenn freilich keiner der beiden in der Ebene 


des Reissbretts zu beschreibenden Kegelschnitte eine Ellipse ist, 
von der man seinen Auslauf nehmen kann, so wird die Auflösung 
weitläufiger, wovon der Grund leicht ersichtlich ist, weil nämlich 
die Ellipse eine geschlossene, auf einen bestimmten endlichen 
Raum beschränkte Curve ist, wogegen die Parabel und Hyperbel 
sich in’s Unendliche erstrecken, also auch die Anzahl der in dem 
einen der beiden zu beschreibenden Kegelschnitte anzunehmenden 
Punkte in’s Unendliche verlaufen kann. Für astronomische Zwecke 
sind aber die folgenden Fälle die wichtigsten: 


1. Wenn die beiden gegebenen Kegelschnitte Ellipsen sind, 
was der Fall der Planeten und der Cometen mit elliptischen Bah- 
nen ist. 

2. Wenn der eine der beiden gegebenen Kegelschnitte eine 
Ellipse, der andere eine Parabel ist, welcher Fall einem Planeten 
oder Cometen mit elliptischer Bahn, und einem Cometen mit pa- 
rabolischer Bahn entspricht. 


3. Wenn. die beiden gegebenen Kegelschnitte Parabeln sind, 
was der Fall zweier Cometen mit parabolischen Bahnen ist. 


In den beiden ersten Fällen kann man immer von einer Ellipse 
ausgehen. Im dritten Falle tritt freilich der vorher erwähnte üble 
Umstand ein, der aber in diesem Falle nie zu umgehen sein wird, 
wobei man indess zu bedenken hat, dass ja bei den Cometen die 


‚Annahme einer parabolischen Bahn nur auf einer näherungsweise 


richtigen Voraussetzung beruhet, die nur für den in der Nähe der 
Sonne liegenden Theil der Bahn zulässig und verstattet ist, so 
dass also auch nur die Betrachtung dieser Theile solcher Bah- 
nen in astronomischer Rücksicht von Interesse sein kann, wodurch 
die Anzahl der in dem einen der beiden zu beschreibenden Ke- 
gelschnitte anzunehmenden Punkte eine sehr. wesentliche Be- 
schränkung erleidet. 
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8.9. 


Ohne weitere Beziehung auf die Proximitäten wollen wir uns 
zwei beliebige Punkte (x9%Y02%0) und (21%121) in den beiden vor- 
her betrachteten Kegelschnitten denken, und deren Entfernung 
von einander durch Ey, bezeichnen, so ist: 


Er? = (0-2) + Yy-yı) ro — a)" 
also: 


Es? ee Ro + R?— 22071 + YoYı +20). 
Nun ist aber nach Kap. I. 80): 


> 


e__Po” _.%o\g N ‚pn 
ne a, Ra) 


MZEmT — (0S«& 
air cosl P3 
üUg , %o 0 
Bay Sraater —=b,—: cos 
) Yo 0, + COSe Bo: 
7 To 
FT — cos 
bi at coS« 70 
und 


U 7ı Ur 
Say u, a rnasE= Wen MB 2 
) Yı 7 C0SQ, ßı > 
u, 7 1 
u =G— — 6089, 5 
.E a cos« N1> 
also: 
Zoot + YoYyı + 2021 
U U 
— (@ya + bobı + Cocı) 7 
a 4a 
Ug I — U 
QAgC0S cd; +b,cos C, 608 y1) — » ———— 
+ (a9 ı t+bocosß, +Co nz, cosıh 
U Lou 
+ (ay 608.09 + db cosßy + cı cos) =. —— 
a COSOg 


Lo U I —U 
+ (cosay eos a; + cosß,Ccos COSY9 COS Yı) — 
ßı + cos yocosyı) Tas TFT, 


Teen” ne 
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folglich: 
34) 


2 
Er 1-94 ar wi 


u 


u, 
— 2(agaı + bobı + Cocı) E . a, 


I mu 


Ug 
— Mancosa b„ cos CnEOSYy)— » 
(ao ıt+%0 Pıt% Lt, cd5%, 


Io Un 


u 
— a, cosau + bı cos Cı Cosy)—. 
(a, ot Bot cı 70) 7, 08% 


—Uo Dt — uU 
CoOSag Cosa 


— 2(cos 0,08, + cosß,cos ßı +Cos yo cos 


Hierzu hat man nach Kap.l. 63) noch die folgenden Glei- 
chungen: 


wel _.Po. rd Fe ah}. * 


COSAy 8 
N Beck nd. 

Fe) =Fra- on 
Von diesen Formeln kann man die folgende für die Astronomie 
wichtige Anwendung machen: Wenn in einem der beiden 
Kegelschnitte, etwa in dem ersten, ein Punkt (2,9020) 
gegeben ist; so kann man verlangen, in dem anderen 
Kegelschnitte diejenigen Punkte (zıyı2) anzugeben, 
welche eine bestimmte gegebene Entfernung Z,, von 


dem gegebenen Punkte (z9%020) haben. Diese Aufgabe lässt 
sich mittelst der obigen Formeln auf folgende Art auflösen. 


} s 
35). 


Setzen wir der Kürze wegen: 


36) 
RE, 
4= Eu? (1 de 
N 
B = (ayaı + bodı + Co) „ra COS &g + b, coS Bo + C €0S 1 cAe FR 


ug 

C= (a,cose, +59C0osP, + CyCos URN — 
To T—Ug, 
COSay 


+ (cos a, cos a; + cos ß, cosß, +Cos yp cosf1) 
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so haben wir nach 34) und 35) zur Bestimmung der beiden Grössen 


A d za bp 


1477 COS 04 
die zwei folgenden Gleichungen: 
37) | 


U 


Ba 


214 A)» 
a = u Pr 0— 3 (2 1). he 


Eliminirt man aus dies 


ae 2_9B1_9 
a 


TU 


so erhält man die Gleichung: 


38) 


2 
44 2B Bi ml = piCH(l—z oe m? 4:(&) 
oder, wenn man 


en an. 


a, : aı 


setzt, die Gleichung: 


y,2 
RN 14+2B—2B(l - N 7 a—)2}2 
1 
Gr 2 Ah ee ee sn 


. . .. U . ER 
mittelst welcher die Grösse I bestimmt werden muss, wo- 
1 


U A R . Ar Lu U 
durch dann auch — ‘gefunden ist; die Grösse 4——I 
aı c0Ss« 


ergiebt sich 
aber ferner sogleich mittelst der Formel: 


I —mU__ 1 
cos 0 re 90 


und die Goordinaten x, %,, 2, erhält man mittelst der Formeln 33). 


40) . - a! 287-4 
i 1 


Die Gleichung 39) ist vom. vierten Grade, und kann leicht 
auf die gewöhnliche algebraische Forn: gebracht werden. Be- 
merken will ich nur, dass man Gleichungen: von der allgemeinen 
Form 
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(a+br+c2)? = + Px+y2?; 


unter welcher die in Rede stehende Gleichung enthalten ist, durch 
eine einfache Substitution sogleich so umformen kann, dass, wenn 
man die Gleichung entwickelt, in ihr das zweite Glied fehlt. Setzt 
man nämlich 


TZzZy— Ic 3 
so wird die Gleichung: 


ER b NR 
(a— 7, +ey?) =ey+r(5, +tP-rDytr9%; 


welche Gleichung, gehörig entwickelt, offenbar auf eine, die dritte 
Potenz von y nicht enthaltende Gleichung des vierten Grades führt. 


Eine nicht unwichtige Anwendung findet die hier aufgelöste 
Aufgabe in der Astronomie, wenn in der gegebenen Bahn eines 
Weltkörpers ein Punkt gegeben ist, und in der gegebenen Bahn 
eines anderen Weltkörpers diejenigen Punkte aufgesucht werden 
sollen, welche von dem ersteren Punkte eine bestimmte gege- 
bene Entfernung haben. 


Schlussbemerkunge. 


Für die Anwendung in der Astronomie würde es nun noch 
nöthig sein, alle im Obigen zur Anwendung gekommenen Grössen 
durch die gewöhnlichen Elemente der Bahnen der Planeten und 


‚ Cometen auszudrücken; um jedoch dieser Abhandlung nicht eine 


zu grosse Ausdehnung zu geben, beschränke ich mich in dieser 
Rücksicht auf die folgenden Bemerkungen. 


Wir nehmen die Sonne als den Anfang eines rechtwinkligen 
Coordinatensystems der x’y'z', die Ebene der Ekliptik als die 
Ebene der =’y’ an; der positive Theil der Axe der x’ sei nach 
dem aufsteigenden Knoten der Bahn hin gerichtet, und der posi- 
tive Theil der Axe der y’ werde so angenommen, dass man sich, 
um von dem positiven Theile der Axe der x’ durch den rechten 
Winkel (z’y') hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y' 
zu gelangen, in demselben Sinne bewegen muss, in welchem die 
Längen von O0 bis 360° gezählt werden; der positive Theile der 
Axe der z’ seinach dem Nordpole der Ekliptik hin gerichtet. Die 
Coordinaten des Punktes (abe) in diesem Systeme bezeichnen 


Theil XXXVIL 7 
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wir durch a’, b', c'. Als Anfang der xyz nehmen wir wieder die. 


Sonne, als Ebene der xy die Ebene der Ekliptik an; der positive 
Theil der Axe der x sei nach dem Anfangspunkte, der positive 
Theil der Axe der y nach dem neunzigsten Grade der Längen 
gerichtet, und der positive Theil der Axe der z gehe nach dem 
Nordpole der Ekliptik. Auf dieses System beziehen sich die 
Coordinaten a, d, c des Punktes (abe). 


Bezeichnen wir die 180° nicht übersteigenden Winkel, welche 
die von der Sonne nach dem Perihelium gezogene Gerade mit 
den positiven Theilen der Axen der ©’, y', z' einschliesst, re- 
spective durch A’, w', v'; so ist oflenbar: | 


a«—N a?+b2+ 02.cosi, 
b'=N LET. cosw, 
e =N a?+b2+ 02.cosv‘; 


also: 


1)% .% „amd, cosh, b’= 2. cosw‘, =}, cosv'. 


Bezeichnet P die im Sinne der Längen von 0 bis 360° gezählte 


Entfernung des Periheliums vom aufsteigenden Knoten, und J 


den 90° nicht übersteigenden, jenachdem das Perihelium auf der 
positiven oder negativen Seite der Ebene der z’y' liegt, als po- 
sitiv oder negativ betrachteten Neigungswinkel der von der Sonne 
nach dem Perihelium gezogenen Geraden gegen die Ebene der 
x'y'; so ist offenbar in völliger Allgemeinheit: 


cos4'—= cos PcosJ, 
7 cosuw'= sin PcosJ, 


cosv' =sinJ; 
a’ = 3, cos Peos J, 
n 
DE! RER = 3 sin Pcos J, 
"—dzaind, 


Bezeichnet 22 die Länge des aufsteigenden Knotens, so ist 
nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten: 


E" 
| 
Re 
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| z=x'cos d—y'sin®, 
Be. . y= x'sin2+y'cos 3, 
| =: 


woraus leicht: 
ze = zcos®+ysin 8, 
d) 222.2. . dym—asin +ycos2, 
he 
folgt. Nach 4) ist also: 
azacos® —b’sin$, 
Den dr Posaune bteaa, 


e=d; 


und folglich nach 3): 


a — &cos(P+ 2)cos J, 


De b= Zsin (P+ 2)c0sJ, 


= $;8inJ. 


Bezeichnen wir die Neigung der Bahn, worunter wir den 180° 
nieht übersteigenden Winkel verstehen, welchen der auf der po- 
sitiven Seite der Ebene der z’y' liegende Theil der Ebene der 
Bahn mit dem der beiden Theile der Ebene der xy‘ einschliesst, 
in welche dieselbe durch die Axe der x’ getheilt wird und in 


‚ welchem der pastne Theil der Axe der y’ liegt, durch i; so ist 


im Systeme der z‘y’ die Gleichung der Ebene der Bahn offenbar 
in völliger Allgemeinheit: 


N 2’ = y’tangi, 


also auch: 
ce’ = b’tangi, 


und folglich nach 3): 
IE N HERR tang / = sin Ptangi, 


woraus, weil cosJ immer positiv ‚ist, sogleich: 
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1 
cos J= ————— 3 
NV 1 -+tangi2sin P2 
DAR ae le 
; t P 
ns angisinP 


Vl+ tang i?sin P2 P2’ 
und daher nach 7): 
Leop cos(P+ 2) 
an, V 1 + tangi2sin P2’ 


p sin ___sn(P+ 82) 
my] +tangi2sin p2' 


em Tele We 


NR tangisnP 
m" NY T +tang i2sin P? 
folgt. 


Bezeichnen wir die Länge des Periheliums durch L, so ist 
offenbar: 


P+R2=L P-+2=L-+3600 
P=L—% oder P=L — 2+360° 
2=L—P 


also in völliger Allgemeinheit: 
cosL=cos(P+ 2), 
12). . $ cosP=cos(L— 2), 
cos —=cos(L—-P), 


2—=L—P + 360° 


sinL=sin(P+2); 
sinP=sin(L—- 2); 
sin & =sin(L—P): 


und daher nach 11) auch: 


ee ey 
2m V 1-4 tangi2sin P2' 


in. Z 
Ey A AN a 
Zn N 1 -+Htangi2sin P2 


p tangisinP 
2n v1 +tang i2sin P2 
Nach 8) und 5) ist: 


= — (zsin —y cos 2) tangi 
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die ‚Gleichung der Ebene der Bahn im Systeme der xyz, und 
folglich auch: 


c=—(asin 3 —bcos 2) tangi; 
also durch Subtraction: 


z—- c=—t(z—a)sin 8®—(y—b)cos 2}tangi 
oder 


(z — a) tangisin ®— (y—b) tangicos2 +(2—c) =(0, 
folglich, weil 


ist, wenn der Punkt (zy2), wie es verstattet ist, in der Directrix 
angenommen wird: 


sinisin 2 cose—sinicos cos ß + cosicosy —(. 
Verbindet man hiermit die bekannte Gleichung 
| acosa+bceosß-+ecosY—=(, 
so erhält man, wenn @ einen gewissen Factor bezeichnet: 
cosa= G(bcosi+t csinicos2), 
cosß= G(esinisin 2—acosi), 
cosy =— G(asinicos 2 +bsinisin 2); 
also nach 13): 
„ p eosisin L+sini?sin Pcos 2 
cose= G:- I! ReosiNTF Boss » 
p cosi?cos L—sini?sin Psin 2 
In  cosi NY 1-+tang2sin P2 
cos(L— 2)sini _ 
NT ang sin PP" 


csßp=—G- 


cosy=—G-2, 


oder nach 12): 

sin L—sini?cos Psin2 

cos iV 1-Ftang 2sin P2' 

cos L — sini2cos Pcos 8 

cosiV 1-+ tangi2sin P2 | 
| p sinicos P - 

c08y=— @ on Tr langem Pi 


cose = G:3,: 


csß=—G:}-- 
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sin Pcos 2 + cosi?cos Psin u 
2n cosi v1- + tangi2sin pP 


p sin Psin 2 — cosi?cos Pcos 2 
cos ß u G Os 4) Te > 
Zn cosiV 1-Htang i2sin P2 


ER 2, p sinicos P 
= 2n N 1-+ tangi2sin P2 


Quadrirt man diese Gleichungen, und addirt sie dann zu ein- 
ander, so erhält man leicht: 


Re VREEEN 2 
(6.91, GC —=+l; 


also: 
sin L—sini?cos Psin 2 
| cosiY 1-+Htangi?sin P2 
eos L—sini?2eos Pcos 2 
Ä cosi VI -+iangisın P2 
\ 


14) 


sin2cos Ri 


u V 1-+tangisin sie 


oder: 
sin Pcos 3 + cosi?cos Psin S$& 
cos == nn — —— — 
cosiV 1 +tang sin P2 
sin Psn 2 — cosi?cos Pcos & 


cosiN 1+tangi2sin P2 


15)... Zcoß=+ 


r sinicos P 
c0osYy = a ES E 
1 N 1-+tangi?sin P? 

Wenn man in die Gleichung der Ebene der Bahn im Systeme 
der zyz für tangi seinen aus 9) sich ergebenden Ausdruck ein- 
führt, so wird diese Gleichung: 


(zsin 2 —y cos 82) tangJ 
7.0 ana LITT TEE EEE 
sin P 


folglich ist auch: 


‚ta sin$2 — bcos 2) tang 4 
sin P 
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und daher die Gleichung der Ebene der Bahn: 


(@—a)ein 2 —(y—b)cos ttang J 
sin ' 


3 l=— 


oder: 


(2 — a) sin sin J— (y—b) cos 2sinJ+(2— c)sin PeosJ =, 


also wie oben: 


sin S3sin Jcosa— cos 2sinJcosß + sin Pcos Jcosy —(. 


Verbindet man hiermit wieder die Gleichung 


| acose+bcosß-+tecosy=0, 


|, so erhält man: 
cose= G(bsin PcosJ-+ccos2sinJ), 


cosß= G(esin sin J—asin PcosJ), 
| cosy =— G(acos 2sinJ + bsin 2sin J); 


folglich nach 7), wie man leicht findet: 


cos — GE, ısin (P+ 2)sin Pcos J2-+cos.S2sin J2}, 


cosß =— GH cos (P+ S2)sin Pcos J? — sinS2 sin J2}, 


981 5 & 3, eos Pein JoonJ; 


oder: 


Cosa — 62,008 2 — cos J2cos Pcos(P+ 2), 
cosß= GE \sin 2 — cos J2 cos Psin (P+2)}, 


cosy=— GE cos Psin J cos J. 


Quadrirt man diese Gleichungen und addirt sie dann zu einander, 
so erhält man: 


ED RUN 
6) —1-— cos J?cos P?’ 


p 1 
m : 
Be NT os J2cos Pi 


also: 
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cos — cosJ?cosPcos(P+ 82) 
YV1-cos J2cos P2 \ 
sin &— cos J? cos Psin (P+2) 


cose—-t 


16). . se. m 
ee N 1-—.cos J2cos P2 
je cos PsinJcosJ _ 
dr N 1-— cos J2cos P2 


oder nach 12): 
cos 2 — cosJ?cosPcosL 


cosa = ——————— nn R 
NV 1—.cos J2cos P? 


sin — cos J?2cos Psin L 
V1- cos J2cos P? 
cos Psin JcosJ 


Pr messen jan m mer ur. ann are 
X 1-—.cos J2cos P2 


17)... csßp=+# 


cosy=+ 
oder nach 12): 
cos(L— P)—cos J2cos PcosL 
N 1— cos J2cos P? i 
sin(L— P) — cos J?2cos Psin L 
N 1-—.cos J2cos P?2 


cose =-t 


19)... Zcosf =H 


_ eosPsin Jcos J 
EN 00 

Man könnte in der Entwickelung solcher Formeln noch viel 
weiter gehen, namentlich im Falle zweier Kegelschnitte aus den- 
selben Ausdrücke für die im Obigen durch cos Ogı; Moı> Noı > 
N,o bezeichneten Grössen ableiten, was aber Alles so wenig ir- 
gend einer Schwierigkeit unterliegt, dass diese Entwickelungen 
sämmtlich dem Leser überlassen bleiben können, indem das 
Obige alles für weitere Untersuchungen wesentlich Nothwendige 
enthält. 


cosy=— 


Das Problem von den Proximitäten der Bahnen der Planeten | 
und Cometen gewinnt in der neueren Astronomie täglich mehr an 
Interesse, weil bei der schon jetzt so sehr grossen Anzahl dieser 
Weltkörper, die durch neuere Entdeckungen gewiss immer noch 
vergrössert werden wird, das dermaleinstige Zusammentreflen 
zweier derselben immer wahrscheinlicher wird. 


——— EHRE 


S.10. Z.7.v.u. statt „anlytischen“ s.m. „analytischen“. — 8.76. 
2.5.v. u. statt „Vorhergehen“ s.m. „Vorhergehenden“. 
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EN. 


Geometrische Untersuchungen über einige Curven *). 


Von 


Herrn Doctor Otto Böklen 


zu Sniz a. N. im Königreich Würtemberg. 


I. Die Hypocyeloide mit vier Aesten. 


Die Umhüllungseurven, welchen die folgende Untersuchung 
gewidmet ist, entstehen durch eine Gerade von unveränderlicher 
Länge, deren Endpunkte sich auf den Schenkeln eines festen 
Winkels bewegen. Es sei (Taf. I. Fig. 1.) O0 ein Durchmesser 
des um MNO beschriebenen Kreises, O’ ein beliebiger Punkt auf 
dem Umfange, der sich dem Punkte O ohne Ende nähert, OV 
senkrecht auf NO’ und OV’ senkrecht auf MO’; dann ist wegen 
der Aehnlichkeit der Dreiecke OO'V’ und OQM ferner O0O'V 


und OQN: 
QM.00' _@N.00' 
O' Ze und O' Ag 


also 

0'V’:O0'V/=QM:QN. 
It nıno AMNO&AMNO', also MN'=MN, M"O=MO' 
und N O=NO', so ist: 


QM ,oVv , MM 
ONGROHR NND 


*) Herr Doctor Böklen schreibt inir bei Webersendung dieses und 
des folgenden Aufsatzes, dass diese Aufsätze einiges Bekonnte enthalten, 
aber ein Material zu Uebungsaufgaben für Schüler darbieten dürften, 
welches in manchen Fällen, z.B. bei Prüfungen, nicht unwillkommen 
sein möchte. G. 


T* 
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anf MN, dann ist: 


MM‘... RO _ NN'.RO 
also 
LM N MM'.NO ira QM.NO . TM 


UN ” IN.mo "4 QN.mo-\n GN’ 


Vermöge einer leicht zu beweisenden Eigenschaft des Kreis- 
vierecks ist: 

QM.NO RN 

QN.MO RM’ 
und weil das Perpendikel, welches vom Mittelpunkt des Kreises 
auf die Sehne MN gefällt wird, sowohl diese, als auch PR hal- 
birt, so ist RN=PM und RM=PN. Je näher also M’N’ an 
MN rückt, um so mehr nähert sich das Verhältniss TM': UN 
dem Verhältniss PM: PN. Andererseits ist 7M': UN=ST:SN, 
woraus hervorgeht, dass der Durchschnittspunkt 8 sich ohne Ende 
dem Punkte P nähert. Wir haben somit folgenden Satz: 


Bewegt sich eine Gerade MN von unveränderlicher 
Länge mit ihren Endpunkten auf den Schenkeln eines 
Winkels XOY, soist der Durchschnittspunkt der Ge- 
raden mit der ihr unendlich nahen von M eben so weit 
entfernt, als der Fusspunkt des von O auf MN gefällten 
Perpendikels von N. 


P ist also ein Punkt der Umhüllungscurve, MN die Tangenteund 


@P die Normale. Es verdient noch bemerkt zu werden, dass der 
Durchmesser des um das Dreieck MNO beschriebenen Kreises con- 
stant ist, welche Lage auch MN haben mag, weil in diesem Kreise 
der constanten Sehne MN stets derselbe Peripheriewinkel XOFY ent- 
spricht. Die Linien OH und OG (Taf.1. Fig.2.) halbiren den Winkel 
MON und seinen Nebenwinkel, mithin ist ZG OZ =), OF ist senk- 
recht auf 4G, also parallel mit MN, DH=FG und OR senkrecht 
auf MN. Nunist ZQOM= ZRON, weilbeide = ZQNM sind; 
also ist {ROH = ZHOR und ZERO = ZROR=2ZROH, 
woraus folgt, dass das Dreieck @OH gleichschenklig ist, und also 
Q0=QH=RQG. Da RO als der Durchmesser des um das Drei- 
eck MNO beschriebenen Kreises constant ist, so ist es auch AG, 
woraus sich folgender Satz ergibt: 


Bewegt sich eine Gerade MN von unveränderlicher 
Länge mit ihren Endpunkten auf den Schenkeln eines 


Die Linien M'T, Q@P, OR, UN stehen sämmtlich senkrecht 


| 


| 
. 
| 


4 
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festen Winkels, so hat die Umhüllungscurve dieser 
Geraden dieEigenschaft, dass dieHalbirungslinien des 
festen Winkels und seines Nebenwinkels auf ihrer 
Normale ein Stück HG abschneiden, welches constant 
und doppelt so gross als der Durchmesser desum MNO 
beschriebenen Kreises ist. 


Die Normale HG berührt also ihrerseits in D die Umhüllungs- 
curve einer Geraden von unveränderlicher Länge, deren End- 
punkte sich auf den Schenkeln eines rechten Winkels bewegen. 
Diese letztere Curve ist, wie. bekannt, eine Hypocycloide mit 
vier Aesten, welche durch Rollen eines Kreises innerhalb eines 
andern viermal so grossen entsteht. Wir schliessen also: 


Die Evolventen einer Hypocyeloide mit vier Aesten | 
sind ebenfalls Umhüllungseurven und zwar einer Ge- 
raden von unveränderlicher Länge, deren Endpunkte 
sich auf den Schenkeln eines im Allgemeinen schie- 
fen Winkels bewegen. 


Betrachtet man die von HG erzeugte Curve als gegeben, so 
erhält man eine Evolvente derselben, wenn man durch ihren Mit- 
telpunkt O zwei Linien zieht, die mit OH gleiche Winkel XOHJ 
— YOH bilden‘ und von einem über Q@O als Durchmesser be- 
schriebenen Kreise in M und N geschnitten werden; der Punkt ?, 
in welchem die Sehne MN von HG getroffen wird, ist ein Punkt 
der Evolvente. Der Winkel XOFY kann einen beliebigen Werth 
haben zwisehen 0° und 180°; betrachten wir zunächst den spe- 
ziellen Fall, wo LX0OY=90° ist (Taf. I. Fig. 3... MN ist hier 
—=OQ=1HG; die besondere Evolvente, welche diesem Fall ent- 
spricht, ist also wieder eine Hypocyeloide mit vier Aesten von 
halb so grossen Dimensionen. Die Figur zeigt unmittelbar, dass 
OR=@QP=!DP ist. DP ist der Krümmungshalbmesser der 
von MN erzeugten U-Curve, woraus folgt: 


Die Hypocycloide mit vier Aesten ist ihrer Evo- 
lute ähnlich; die Dimensionen der letzteren sind dop- 
pelt so gross, als die der ersteren. Der Krümmungs- 
halbmesser eines Punktes P der Curve ist dreimal so 
gross als das vom Mittelpunkte O auf die Tangente von 
P gefällte Perpendikel OR. 


Die Rectifieation der Curve hat nun weiter keine Schwierig- 
keit. Es sei XPF ein Quadrant derselben und DX ein Bogen 
ihrer Evolute. Wir haben Bogen DX=DP=3:DF; X ist ein 
Scheitel und DF so gross als der Abstand des Mittelpunkts O 
von der Normale in D, woraus sich folgender Satz ergikt: 
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Der Bogen zwischen einem Punkte D und dem 
Scheitel X eines Quadranten ist gleich # von dem Nor- 
malen-Abstand von D; oder weil der Scheitel X den Qua- 
dranten in zwei congruente Hälften theilt: Der Quadrant wird 
durch einen Punkt D in zwei Theile getheilt; "deren 
Unterschied gleich 3 des Normalen-Abstands von ’D ist. 


Ehe wir in der Untersuchung der Evolventen der’ genannten 
Curve weiter gehen, mögen einige allgemeine Betrachtungen über 
Evolventen von symmetrischen Curven vorausseschickt ‘werden. 
Rollt eine Gerade über ein Polygonstück und dreht sich dabei 
um einen Winkel, dessen Bogen für den Halbmesser I gleich » 
ist, so ist die Summe der von zwei Punkten P und ® der Gera- 
den beschriebenen Kreisbögen gleich P@.9, wenn derjenige Theil 
des Polygons, über welchen die Gerade rolit, stets zwischen den 
Punkten P und @ bleibt; im anderen Falle ist der Unterschied 
der von P und ®& beschriebenen Kreisbögen = PR.p. 


Die Curve AXB (Taf. I. Fig. 4.) ist gegen ihre Normale in X 
symmetrisch oder OX ist ein Theil der Axe. Die Tangenten an 
den äussersten Punkten A und B schneiden sich in O0. BP'VPC 
ist die Evolvente, also AC gleich dem Bogen AXB, XV gleich 
dem Bogen XAD’P. OF und OF’ sind. die Normalen- Abstände 
von P und: P'. Da nun wegen der Symmetrie der Curve AXB 
gegen ihre Axe bei'm Rollen der Tangente AC der von dem einen 
Endpunkte © beschriebene Evolventenbogen CPVP'B dem vom 
andern Endpunkt A beschriebenen congruent ist, so haben wir 
für die Länge dieses Bogens 34C.9 oder XV.p, wo @: den 
Bogen des Winkels UOB bedeutet, für den Halbmesser —1. 
Aus der Symmetrie der Curve AXB ergibt sich ferner für zwei 
Punkte P und P', deren Normalen sich in einem Punkte S’ der 
Axe schneiden, OF= OF, ZPSO= ZP'SX oder ZPSO 
+<cP'SO=180%; ZP'NB=ZPMO, also ZPNB+_ZP'N'B 
=<£p; PS+PS=-AC=2XYV;, PD+PD =-PFıPrF 
= AC=2XV. Nennen wir den Bogen CPVP'B den Quadran- 
ten der Evolvente, OO die kleine, OB die grosse Halbaxe, so 
ergeben sich folgende Sätze: Die Länge des Quadranten ist gleich 
einem Kreisbogen, dessen Halbmesser gleich der halben Summe 
der Halbaxen und dessen Centriwinkel gleich p ist. Auf dem 


Quadranten der Evolvente gibt es einen Punkt F', dessen Normalen- _ 


Abstand ein Maximum ist. Der Krümmungshallmesser desselben 
oder sein Abstand von der Axe der Evolute ist gleich der halben 
Summe ‘der Halbaxen; der Winkel, welchen seine Normale mit 
der grossen Halbaxe bildet, ist gleich 39. ‘Zwei Punkte :P- und 
P', deren Normalen gleichen Abstand von O haben und mit ein- 
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ander den Winkel p’ bilden, haben folgende Eigenschaften: sie 
theilen den Quadranten in drei Stücke, wovon das mittlere gleich 
einem Kreisbogen ist, der mit der halben Summe der Halbaxen 
„als Halbmesser in .den Winkel 9— 29’ beschrieben, ‚oder wovon 
die Summe der beiden äussern gleich einem mit demselben Halb- 
messer in den Winkel 29’ beschriebenen Kreisbogen ist. Die 
Summe der Winkel, welche die Normalen mit der grossen Halb- 
axe nach Einer Seite-hin machen, ist constant und gleich y. Die 
Summe der Krümmungshalbmesser von zwei solchen Punkten, die 
Summe der Abschnitte ihrer Normalen zwischen der Evolvente und 
der Axe der Evolute, oder zwischen der Evolvente und dem Fuss- 
punkte der vom Mittelpunkte auf sie gefällten Perpendikel ist 
ebenfalls constant und gleich der Summe der Halbaxen. 


Betrachten wir AA als den Quadranten der Umhüllungseurve 
einer Geraden MN von unveränderlicher Länge, deren Endpunkte 
sich auf den Schenkeln. eines reehten Winkels bewegen, so finden 
die vorhergehenden Ausführungen unverändert Anwendung auf die 
Evolvente EPVP'B. Es kommen jedoch noch einige besondere 
Umstände hinzu: Der Winkel p ist = 90°, das Stück MN der 
Normale der Evolvente, welches zwischen AO und BO einge- 
schlossen ist, hat eine constante Länge, die wir mit c bezeich- 
nen wollen. Der Bogen AAD ist =5A0 =3e, also CO =1Le. 
Die Evolvente XpZ = Ap'Z', welche vom Scheitel A der Curve 
ausgeht, ist selbst wieder eine vierästige Hypocyeloide und recti- 
ficirbar, d. h. der Bogen Zp ist 3OF. Wir schliessen daraus, 
dass sämmtliche Evolventen der Curve mittelst gerader Linien und 
Kreisbögen rectifieirt werden können. Boch beschränken wir uns 
vorläufig auf die Evolvente, welche von B ausgeht und deren 
Halbaxen OC=5 und Ob=c sind. CP—Zp ist =CZ.p', wo 
9' den Bogen des Winkels CMP für den Halbmesser 1 bedeutet, 
also Bogen CP = Bogen Zp + CZ.9'. Nun ist OX=1e, 
OZ=je, also CZ=;e; Bogen BP' + Bogen Z'’p' = BZ'.y' 
—=0Z.9', also Bogen CP — Bogen BP'=2 Bogen Zp=3OF. 
Fasst: man diese Resultate in Worte, so ergeben sich folgende 
Eigenschaften der Evolvente CPVP'B: 


Der Umfang ist gleich dem eines Kreises, dessen 
Halbmesser =jc; zwei Punkte, Pund ?P', von gleichem 
Normalen-Abstand theilen den Quadranten in drei 
Theile, wovon der Unterschied der beiden äussern 
dreimal so grossist, als die Hälfte dieses Normalen- 
Abstands. Der Punkt V, dessen Normalen-Abstand ein 
Maximum ist, theilt den Quadranten in zwei Theile, 
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deren Unterschied gleich ie. Die Summe der Winkel, 
welche die Normalen zweier Punkte Pund P' von glei- 
chem Normalen-Abstand mit einer Axe der Evolvente 
nach Eiver Seite hin bilden, ist =W%. Die Abschnitte 
dieser Normalen zwischen der Evolvente und der gros- 


sen Halbaxe sind zusammen =Le und zwischen derEvol- 


vente und der Verlängerung der kleinen Halbaxe =;e. 


Die Construction der Evolvente CPVP'B hat keine Schwie- 
rigkeit, wenn die drei Punkte A, O, B gegeben sind. Man zieht 
von einem Punkte M auf AO eine Linie WN=AO=c, fällt die 
Senkrechte OF, macht DM =FN und DP=3;DF +je, so ist 
DP gleich dem Bogen DXB. Aus dieser Oonstruction folgt leicht, 
dass NP=!DN ist. ” 


il. Ueber Fusspunkten- und Rolleurven. 


Der Eine Endpunkt O einer Geraden r sei fest, der andere 
bewege sich auf dem Umfange eines ebenfalls festen Polygons; 
so lange der bewegliche Endpunkt auf einer bestimmten Seite des 
Polygons läuft, haben die über r als Durchmesser beschriebenen 
Kreise zwei gemeinschaftliche Durchschnittspunkte, nämlich © 
und den Fusspunkt F des von O auf diese Seite oder ihre Ver- 
längerung gelällten Perpendikels. Bei'm Uebergang des beweglichen 
Endpunkts auf die zweite Polygonseite erhält man statt Z den 
Fusspunkt F’ des von O auf die zweite Seite oder ihre Verlän- 
serung gefällten Perpendikels. Also steht dem gegebenen Viel- 
eck ein Fusspunkten-Vieleck gegenüber, dessen Ecken die auf 
einander folgenden Durchschnitte der über der Geraden r als 
Durchmesser beschriebenen Kreise sind. Beim Uebergang jenes 
Vielecks zur Curve verwandelt sich das Fusspunkten-Vieleck in 
die Fusspunktencurve, welche nun als der Ort der auf einander 
folgenden Durchschnitte der über dem beweglichen Strahl r als 
Durchmesser beschriebenen Kreise zugleich deren Umhüllungs- 
eurve: ist und sie also alle berührt. Daraus folgt eine Construction 
der Tangente der Fusspunktencurve: Man ziehe von O an einen 
beliebigen Punkt D der gegebenen Curve eine Gerade r, ziehe 
die Tangente in D, welche den über r als Durchmesser beschrie- 
benen Kreis in F schneidet, so ist F ein Punkt der Fusspunk- 
tencurve und die Tangente des Kreises in 7 zugleich eine Tangente 


der letzteren. 


Einem Punkte D der gegebenen Curve entspricht für den 
Convergenzpunkt O nur Ein Punkt F der Fusspunkteneurve; nennen 


über einige Curven. 111: 


wir D und F correspondirende Punkte, so schliesst sich dem Vo-: 
rigen Folgendes an: Die Tangenten in zwei solchen Punkten bil- 
den mit den eorrespondirenden Strahlen OD und OF gleiche 
Winkel. Der Convergenzpunkt, zwei correspondirende Punkte und 
ihr Normalendurchschnitt bilden mit einander ein Rechteck. Die 
Fusspunkte der von O und D auf die Tangente von F gefällten 
Perpendikel sind von diesem Punkte gleichweit entfernt. 


Lassen wir den Bogen der gegebenen Curve (Taf. I. Fig. 5.) 
in D um DD'=ds zunehmen; der Winkel, welchen die Tangen- 
ten in D und D!' mit einander machen, ZFSF', sei —dt, der 
Winkel der beiden Strahlen, £DOD', =dv, die Zunahme des 
Winkels zwischen Strahl und Tangente LODF—- ZODP F—dw: 
ds’, dt’, dv’, dw' haben ähnliche Bedeutungen für die correspon- 
direnden Punkte F und F’ der Fusspunktencurve, d.h. d’ = FF", 
d’=ZLS'K, dv!=ZFOF, dwW= LOFK— ZOFL; o und 
oe’ sind die Krümmungshalbmesser in D und F, endlich ist OD—r 
und OF=p; es bestehen jetzt folgende Relationen: 


dt =dv' weil SOFF' ein Kreisviereck ist, 


 dw=dw' weil die Winkel zwischen Strahl und Tangente in 
zwei correspondirenden Punkten gleich sind, 


dt =dv+ dw, 

dt! =dv'+dw' wie leicht aus der Figur hervorgeht, also 
di =2dt—do, 

ds’ =r.dt wenn manin dem Kreisviereck SOFF' SO-r setzt, 


Lun„dt,w 2dt—de ;:2 de ' ..ds | 
rast, urn dee Ais0 
une. © 

o' ir 7 7 


u.sS. W.: 


dv eh und 

OF : 
D'U=DD!'. OD’ weil AD'UD=AOFD, also 
dv a =. „2 und durch "Substitution : 
1 = 2 d ı r? Bi 
ar, AeDe 
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Diese Formel setzt uns in den Stand, den Krümmungshalb- 
messer eines Punkts F der Fusspunktencurve aus seinem Strahl 
OF=p, aus dem Strahl OD=r und dem Krümmungshalbmesser 
o des correspondirenden Punkts der gegebenen Üurve zu bestimmen. 


er w u 
TV. 


Wir denken uns nun die Tangente DF als fest und die gege- 
bene Curve in D auf ihr rollend,: so zwingt sie den Punkt O, | 
wenn er mit ihr fest verbunden ist, ihrer Bewegung zu folgen und 
dabei eine besondere Curve, die Rollcurve, zu beschreiben. Es 
ist leicht einzusehen, dass dieser Punkt, wenn seine Lage in Be- 
ziehung auf die gegebene Curve bestimmt ist (wenn er z.B. der 
Mittelpunkt oder ein Brennpunkt ist), stets die nämliche Roll- | 
curve beschreibt, auf welcher ihrer Tangenten auch die gegebene 
Curve rollt, nur ist jedesmal die Rolleurve in einer andern Lage. 
Nennen wir diese Tangente die Directrix, so lässt sich, in wel- 
cher Lage auch die dem Punkte O zukommende Rolleurve ver- 
zeichnet sein mag, dieselbe mit der Figur in Uebereinstimmung 
bringen, wenn man sie so verlegt, dass ihre Directrix auf die 
Tangente in D fällt und sie selbst durch O geht, so dass ihre 
Normale mit DO zusammenfällt; denn wenn die gegebene Ourve 
ihre rollende Bewegung auf der Tangente DF im Berührungs- 
punkte D beginnt, so ist dieser Punkt der augenblickliche Dreh- 
ungspunkt, also das Element der Bahn von O senkrecht auf OD. 

Ist die gegebene Curve so weit fortgerollt, dass D’ zur Berüh- 
rung kommt, so ist O nach O'’ gekommen, wo OO! ein Bogen- 
element ds” der Rollcurve vorstellt. Die Richtung der Tangente 

“in O' erhält man, wenn man durch O eine Gerade OK senkrecht 

auf OD' zieht und sie um einen Winkel gleich FSF'=dt dreht; 
daraus folgt, dass der Winkel di”, welchen die Tangenten OK | 
in © und O’K’' in O’ mit einander bilden, = ZFSF'—- ZDOD!' | 
— dt — dv ist. Dreht man die Linie DD’, als Polygonseite ge- | 
dacht, um D, bis sie auf DF fällt, also um einen Winkel 
FSF'—=dt, so beschreibt der Strahl DO=r einen ebenso gros- | 
sen Winkel, also ist ds’=r.dt, woraus in Verbindung mit der | 
früheren Gleichung ds’ =r.dt sich ergibt ds’ = ds”, oder die | 
Fusspunkten- und die Rollcurve sind gleich lang, welches der 
Steiner’sche Satz ist. Bezeichnet oe” den Krümmungshalbmes- 
ser der Rollcurve in O, so ist: 


N a an \ d Ile; 
Dr Da de 
1 _ 170° 
0" Tr 2r.ds 


Nach dem Obigen ist: 
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Diese Formel lehrt den Krümmungshalbmesser 0” eines Punktes 
O der Rolleurve aus den Strahlen OD—=r und OÖOF=p, so wie 
aus dem Krümmungshalbmesser oe in D bestimmen. Durch Ver- 
gleichung der beiden Formeln | 


az und me; 
ergibt sich: ‚ 
1 1 i 
ET ge 


d.h. der reciproke Werth des Krümmungshalhmessers 
der Fusspunktencurve ist gleich der Summe der reci- 
proken Werthe des correspondirenden Strahls der ge- 
gebenen Curve und des Krümmungshalbmessers vom 
correspondirenden Punkte der Rollcurve. 


Wir fällen auf DF die Senkrechte O’F”, so ist {ZKOF 
=CKFO, LK O'F"= ZLF'O, O'F"= OF'; rollen wir nun 
die Fusspunktencurve auf der innern Seite der Rolleurve, so dass 
stets zwei correspondirende Punkte beider Curven zusammenfallen, 
was möglich ist wegen-der Gleichheit der Bögen FF’ und 00, 
so kommt, wenn F auf O fällt, die Tangente FK der Fusspunk- 
tencurve auf die Tangente OK der Rolleurve, der Convergenzpunkt 
© der erstern, welchen wir mit ihr fest verbunden und ihrer Be- 
wegung folgend denken, auf den Punkt F der Directrix der letz- 
tern zu liegen. Ebenso fallen zugleich F’ auf ©’, F'L auf O'K', 
O auf F’ u.s.w. Wir haben also den Satz: 


Rollt die Fusspunktencurve auf der innern Seite 
der Rolleurve, so dass stets zwei correspondirende 
Punkte beider Curven zusammenfallen, so beschreibt 
der Convergenzpunkt der Fusspunkteneurve, wenn er 
mit ihr fest verbunden ist und von ihrer Bewegung nach- 
gezogen wird, eine gerade Linie, nämlich die Directrix 
der Rollcurve, und umgekehrt: Rollt die Rolleurve 
mit ihrer innern Seite auf der Fusspunktenenurve, so 
geht die Directrix der ersteren stets durch den Con- 
vergenzpunkt der letzteren. 


Il. Anwendung auf besondere Curven. 


Um die bisher entwickelten allgemeinen Sätze auf besondere 


Theil XXXVII, 3 
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Beispiele anzuwenden, möge zunächst der Fall betrachtet wer- 
den, wo die Fusspunktencurve eine Gerade ist (Taf. I. Fig. 6.). 
FF' sei ein Theil dieser Geraden, O der Convergenzpunkt. Wenn 
es sich darum handelt, die Eigenschaften der Curve zu bestim- 
men, deren Fusspunktencurve FF’ ist, so fälle man die Senk- 
rechte OX; sie wird eine Axe der gesuchten Curve sein und 
FF’ ihre Scheiteltangente. , Man beschreibe nun einen Kreis, der 
durch © geht und die gegebene Gerade berührt, z. B. in F', ziehe 


den Durchmesser OD, so ist D ein Punkt der gesuchten Curve 


und FD ihre Tangente. Beschreibt man einen zweiten Kreis, der 
den ersten in O und die gegebene Gerade in F’ berührt, so ist 
der Durchmesser OD’ in der Verlängerung von OD, D! ein zwei- 
ter Punkt der gesuchten Curve und D’F’ die Tangente. Die Ver- 
längerungen von FD und OX schneiden sich in E, von DF und 
D'F' in $S. Die Figur gibt unmittelbar folgende Relationen: 


EO=DO, ZFOF'=ZDSD'=90%, XF.XF'= X0%. 


Die Entfernung des Punktes S von FF’ ist gleich OX, also con- 
stant. Zieht man durch $ eine Linie parallel FF’, welche die 
Verlängerung von OF in ®& schneidet, verbindet &@ mit D, so ist 
ASQDDASOD, also LZSQD=90°%, QD=OD. Gleiche Be- 
ziehungen gelten für @'. Durch alle diese Eigenschaften ist die 
gesuchte Curve als Parabel mit dem Brennpunkt O hinreichend 
charakterisirt. Die Formel 


gibt, da oe —=—@ ist: 


e ist der Krümmungshalbmesser der Parabel in D, OD=r, 
OF=p. Zieht man die Normale in D, welche senkrecht auf der 
Tangente DF ist, so ist das Stück derselben von D bis zur Ver: 
längerung der Directrix SQ gleich 


Die Linie OS ist senkrecht auf DD’, also O8 — OD.OD!; 
wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke OFF’ und SDD! ist: 


,n. 08% .0D 
0-27. ale — Z - BOT N © DPUDEEEEEE 


Xx6 7 0D.0D' 7 0D.0D =" o5*F on 


EEE 
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auch ist: 


1 1 .OF2+ÖOF"?_ FF': 1 


or: ' or3” or2.oP= XP.xP'.PPR Nor 

XO ist der vierte Theil des Parameters der Parabel. Von den 
hier nachgewiesenen Eigenschaften der Parabel mögen diejenigen 
in Worten ausgedrückt werden, welchen ähnliche Eigenschaften 
der Rollcurve zur Seite stehen: 


Das Stück der Normale einer Parabel zwischen der 
Curve und der Directrix ist halb so gross als der Krüm- 
mungshalbmesser. Fällt man von einem Punkte der 
Parabel auf die Directrix ein Perpendikel, vom Fuss- 
punkte desselben auf die Tangente jenes Punktes 
ebenfalls ein Perpendikel, so ist in dem so entstande- 
nen rechtwinkligen Dreieck das eine Hypotenusen- 
segment constant und gleich dem Viertels-Parameter 
der Parabel. 


Zwei Punkte der Parabel, deren Tangenten einen Winkel von 
90° mit einander bilden, haben folgende Eigenschaften : 


Die Summe der reciproken Werthe ihrer Abstände 
von der Directrix sowohl, als auch vom Brennpunkte 
ist constant und gleich dem reciproken Werthe des 
Viertels-Parameters der Parabel. Die Summe der Qua- 
drate der reciproken Werthe der Abstände des Brenn- 
punkts von den Durchschnittspunkten ihrer Tangenten 
mit der Scheiteltangente ist gleich dem Quadrat des 
reciproken Werths vom Viertels-Parameter der Para- 
bel. Das Product der Entfernungen dieser Dureh- 


.schnittspunkte vom Scheitel ist constant und gleich 


dem Quadrat des Viertels-Parameters der Parabel. 


Wir lassen die Parabel auf ihrer Scheiteltangente rollen, bis 
der Punkt D zur Berührung kommt in 7, dann ist X7 gleich dem 
Parabelbogen XD. Der Brennpunkt, welcher die Rolleurve be- 
schreibt, ist nach ©’ gekommen, O’T ist die Normale in 0’ und 
gleich OD, O'ÜU=OF, überhaupt AO TUDA ODE. Fällt 
man von U ein Perpendikel UV auf die Tangente O'’V, so lässt 
sich die Congruenz der Dreiecke O'’UV und FOX ohne Schwie- 
rigkeit beweisen. Ferner ist nach dem Satze von Steiner, wor- 
nach die Roll- und die Fusspunkteneurve gleich lang sind, der 
Bogen O0’ der erstern gleich XAF= O'V, wodurch diese Roll- 
eurve hinreichend als Kettenlinie charakterisirt ist. Die Formel 
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1 R ’ 
„=; + m gibt, dad =@ ist, e"=—r; 


Tr ist EODEOTT. 


Lassen wir die Parabel auf der andern Seite vom Scheitel X 
rollen, bis der Punkt D’ zur Berührung kommt in 7’, dann ist 
ÄT' gleich dem ‚Parahelbogen XD’; der Brennpunkt, welcher die 
Rolleurve beschreibt, ist nach O0” gekommen, O”T’ ist die Nor- 
male in ÖO” und gleich OD', der Bogen O0” ist gleich AF'. 
Wir haben nun folgende Zusammenstellung der Eigenschaften der 
Kettenlinie, welche denjenigen der Parabel analog sind, wobei 
nach der früheren Erklärung X7 oder die Scheiteltangente der 
Parabel zugleich die Directrix der Kettenlinie, und, wie bekannt, 
OX oder der Viertels- Parameter der Parabel zugleich der Para- 
meter der Kettenlinie ist. 


Das Stück der Normale einer Kettenlinie zwischen 
der Curve und der Direectrix ist so gross als der Krüm- 
mungshalbmesser. Fällt man von einem Punkte der 
Kettenlinie auf die Directrix ein Perpendikel, vom 
Fusspunkt desselben auf die Tangente jenes Punktes 
ebenfalls ein Perpendikel, so ist in dem so entstande- 
nen rechtwinkligen Dreiecke die Eine Kathete constant 
und gleich dem Parameter der Kettenlinie. 


Zwei Punkte der Kettenlinie, deren Tangenten einen. Winkel 
von 909 mit einander bilden, haben folgende Eigenschaften : 


Die Summe der reciproken Werthe ihrer Krünm- 
mungshalbmesser sowohl, als auch derjenigen Stücke 
ihrer Normalen, welche zwischen der Kettenlinie und 
ihrer Directrix enthalten sind, ist constant und gleich 
dem reciproken Werth des Parameters der Kettenlinie. 
Die Summe der Quadrate der reeiproken Werthe ihrer 
Abstände von der Directrix ist constant und gleich 
dem Quadrat des reciproken Werths des Parameters 
der Kettenlinie Das Product ihrer Bogenabstände vom 
Scheitel ist constant und gleich dem Quadrat des Pa- 
rameters der Kettenlinie. 


Es möge nun noch als weiteres Beispiel die Untersuchung der 
Roll- und Fusspunktencurve der Hypocyceloide mit vier Aesten 
folgen. Die Curve ADB (Taf. Il. Fig.7.) oder die Umhüllungseurve 
der Geraden MN von constanter Länge e, deren Endpunkte M 
und N sich auf den Schenkeln des rechten Winkels AOB bewe- 
gen und deren Kusspunkteneurve durch F geht, wenn O der -Con- 


RE 
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vergenzpunkt ist, soll auf ihrer Tangente OB rollen, so fragt es 


sich, welche Curve der Punkt O beschreibt. Wir haben, wenn 
X der Scheitel ist, Bogen DX=;DF, Bogen AXDB =;ec, 
DN=FM, also Bogen DB=3DN= ;MF. Wenn also bei’m 
Rollen der Curve AXDB auf der festen Tangente OB der Punkt 
D zur Berührung konımt und seine Tangente MN in die Richtung 
von OB fällt, so wird der Punkt F der Tangente auf F’” fallen, 
wenn BF" —= DF+} Bogen DB ist; der Bogen DB ist =}DN 
oder =DN-+ Fm, wo m die Mitte von FM ist, also haben wir 
BF"=mN. Der Punkt OÖ ist nach O' gekommen, so dass O’F” 
senkrecht auf der Directrix OB und gleich OF ist, und OF" —=mF. 
Setzen wir OF"=y und O'F"=xz, so ist: 


OF? —= MF.FN oder 2? —=2y(c—?2y); 


welches die Gleichung einer Ellipse ist, deren kleine Axe OO”’=!c 
und deren grosse Axe =c ist. Wir haben demgemäss folgenden 
Satz: 


Rollt eine Hypocycloide mit vier Aesten auf einer 
ihrer Tangenten, so beschreibt ihr Mittelpunkt eine 
Ellipse, deren Axen sich wie 1:2 verhalten. 


Verbindet man damit den Satz von der gleichen Länge der 
Roll- und Fusspunktencurve, so ergibt sich: 


Bewegst sich eine Gerade von constanter Länge e 
mit ihren Endpunkten auf den Schenkeln eines rech- 
ten Winkels und seines Scheitelwinkels, von dessen 
Spitze Perpendikel auf die Gerade gefällt werden, so 
liegen deren Fusspunkte in einer Curve von der Form 
eines Achters, welche so lang ist als eine Ellipse, 


sind. 


IST) 


deren Axen gleich ce und 
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HER. 


Ueber cyclische Curven. 


Von 


Herrn Doctor Otto Böklen 


zu Sulz a. N. im Königreich Würtemberg. 


Zwei Kreise, deren Durchmesser D und d sind, berühren 
einander von Aussen; A ist der äussere Aehnlichkeitspunkt, B 
der Berührungspunkt. Sie rollen auf der innern Seite von zwei 
concentrischen Kreisen, deren Mittelpunkt A ist. Die Halbmes- 
ser dieser festen Kreise sind also AB und 4A5+ D. Während 
dieser Bewegung liegt der gemeinschaftliche Berührungspunkt der 
beweglichen Kreise mit ihren Mittelpunkten und mit A stets in 
gerader Linie; nachdem sie eine gewisse Strecke durchlaufen 
haben, sei P ihr Berührungspunkt geworden, dann hat der Punkt 
B, welcher mit dem Kreise D fest verbunden gedacht wird, eine 
Curve BN beschrieben, und wenn er dem Kreise d folgt, eine 
zweite Curve Dn. Die beiden Rolleurven BN und Dr stehen in 
naher Beziehung zu einander. Die Punkte N, P, n liegen stets 
in Einer Richtung, P ist der augenblickliche Drehungspunkt des 
Kreises d, also Pn die Normale der Curve Br; auf ähnliche Weise 
lässt sich zeigen, dass PN die Tangente der Curve ZN ist. N 
ist mithin der Krümmungsmittelpunkt von rn, die Curve BN die 
Evolute von Dn. Nn ist der Krümmungshalbmesser von n und 
gleich dem Bogen BN. Wenn der Punkt ZB zum zweiten Mal zur 
Berührung kommt, so hat er einen Ast der Rollcurve Zn voll- 
ständig beschrieben, welcher einen Scheitel s hat, der ihn in zwei 
congruente Theile trennt, die wir Quadranten nennen wollen. 
Wenn $ der Krümmungsmittelpunkt von s ist, so sind die Qua- 
dranten- Ds und 58 einander ähnlich; 2 ist zugleich die Spitze 
der Evolvente Bs und der Scheitel der Evolute 28. Es sei m 


Böklen: Ueber cyelische Curven. 119 


der Punkt auf dem zweiten Quadranten der Evolvente, welcher 
eine ähnliche Lage hat wie der Punkt N auf der Evolute, so 
gelten für die Punkte m und n folgende Sätze, von deren Rich- 
tigkeit man sich leicht überzeugen kann: Die Quadratsumme ihrer 
Krümmungshalbmesser ist constant und gleich dem Quadrat über 
D-+d. Die Quadratsumme der Abschnitte ihrer Normalen, welche 
von der Curve und dem Kreise AB begrenzt sind, ist gleich d2. 
Die Quadratsumme ihrer Bogenabstände vom Scheitel s ist gleich 
dem Quadrat, dessen Seite so lang ist als der (Juadrant Bs. Die 
Quadratsumme der Entfernungen von A ist ebenfalls constant. 
Der Winkel, welchen ihre Normalen mit einander bilden, ist gleich 
dem Winkel: zwischen den Normalen im Scheitel und an der Spitze. 


Die bisherigen Sätze finden auch Anwendung, wenn die Kreise 


 D und d auf der äussern Seite von zwei concentrischen Kreisen 


rollen, und man findet, dass in diesem Fall der Kreis d die Evo- 
lute beschreibt, welche also kleiner ist als die Evolvente. Wir 
haben somit den Satz: 


Wenn ein Kreis auf der innern oder äussern Seite 
der Peripherie eines festen Kreises rollt, so ist die 
Curve, welche ein Punkt auf dem Umfange des beweg- 
lichen Kreises beschreibt, reetifieirbar und ihrer 
Evolute ähnlich. 


Besondere Fälle sind folgende: 


1. D=d, der äussere Aehnlichkeitspunkt A rückt in’s Un- 
endliche, die Kreise rollen auf zwei parallelen Geraden, die Aehn- 
lichkeit zwischen Evolvente und Evolute wird zur Congruenz; es 
ist diess der Fall der gemeinen Cycloide. 


2. 4 liegt auf dem Umfange vom Kreise d, dann wird D 
unendlich. Entweder rollt nun der Kreis d auf der innern Seite 
der Peripherie eines doppelt so grossen Kreises, die Evolute wird 
eine Gerade; ein Punkt auf dem Umfange des beweglichen Krei- 
ses bewegt sich auf einem Durchmesser. des festen. Oder rollt 
der Kreis d auf der äussern Seite eines festen Kreises, welchen 
hier der Punkt A vorstellt, der Kreis D, welcher zu einer Gera- 


‚den wurde, rollt auf der äussern Seite des Umfanges eines Krei- 


ses, dessen Mittelpunkt A und Halbmesser —=d ist. Ein Punkt 
dieser Geraden beschreibt eine Kreis-Evolvente, deren Scheitel 


in der Unendlichkeit liegt. 


3. D=2d=3AB. Jeder der beweglichen Kreise rollt in- 
nerhalb eines viermal so grossen Kreises; es entsteht dann eine 
Hypocycloide mit vier Aesten, welche halb so gross als ihre Evo- 


Ei 
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Iute ist und durch die Eigenschaft sich auszeichnet, zugleich die 
Umhüllungseurve einer Geraden von unveränderlicher Länge zu 
sein, deren Endpunkte sich auf den Schenkeln eines rechten Win. 
kels bewegen. 


4. D=3d=24B. Beide Kreise rollen auf der äusseren 
Seite eines ihnen gleichen Kreises; es entsteht eine Epieycloide 
mit Einem Ast und Einer Spitze, welche dreimal so gross ist, als 
ihre Evolute und identisch mit der Fusspunkteneurve eines Krei- 
ses, wenn die Perpendikel auf die Tangenten von einem Punkte 
des Umfangs aus gefällt werden. Die Punkte m und z, für welche 
die Quadratsumme der Krümmungshalbmesser, der Bogenabstände 
vom Scheitel s constant ist, besitzen noch weitere Eigenschaften: 
die Sehne mn ist constant und geht durch die Spitze 2, sie wird 
halbirt durch das von der Mitte von Ds darauf gefällte Perpendi- 
kel. Die Tangenten in m und n schneiden sich unter rechten 
Winkeln, ihr Durchschnittspunkt liegt auf einem Kreise; dasselbe 
gilt von den Normalen in m und n. 


Denken wir uns ein Parallelogramm ABCD, dessen Ecke A 
fest ist. Die Seiten AB und AC seien jede mit einer besondern 
und eonstanten Winkelgeschwindigkeit begabt, nach gleichen oder 
entgegengesetzten Richtungen. Dadurch wird ABCD zwar die 
Form verändern, aber doch stets ein Parallelogramm bleiben. In 
einem bestimmten Falle können die Punkte A, B, C, D auch in“ 
Einer Richtung liegen. Die Curve, welche C beschreibt, kann 
man-sich nun auf zweierlei Art entstanden denken; entweder durch 
das Rollen eines Kreises, dessen Mittelpunkt B und Halbmesser 
BC ist, auf dem Umfange eines festen Kreises, dessen Mittel- 
punkt A und Halbmesser =AB+ BC ist; oder durch das Rollen 
eines Kreises, dessen Mittelpunkt D und Halbmesser DC, auf 
dem Umfange eines festen Kreises, dessen Mittelpunkt A und. 
Halbmesser = AD + DC. Diese Betrachtungen führen zu dem 
Satz: Wenn man eine Gerade in zwei Abschnitte theilt, D und 
d, und drei Kreise beschreibt, deren Durchmesser D, d und 
D-+d sind, so dass die zwei kleineren Kreise sich von Aussen 
und den grösseren Kreis von Innen berühren, dann entstehen durch 
die Bewegung von je zweien dieser Kreise auf dem dritten, wel- 
chen man sich als fest denkt, identische Rolleurven. Ein Punkt 
des Kreises D beschreibt z. B. beim Rollen innerhalb des Krei- 
ses D+d dieselbe Curve, wie ein Punkt des Kreises d. Hie- 
durch wird der obige Satz, worin die Rectifieation der Hypo- und 
Epieyeloiden und ihre Aehnlichkeit mit den. Evoluten -ausgespro- 
chen ist, verallgemeinert. 
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Taf.1I. Fig. 8. Der Kreis O, dessen Durchmesser d ist, rollt 
auf der innern Seite der Peripherie des Kreises C, dessen Durch- 
messer D. Wenn der Punkt $ zur Berührung kommt in U, so 
hat er einen Quadranten SNU der Hypocycloide beschrieben; 
man fälle auf die Verlängerung der Tangente NQ@ das Perpendi- 
kel CT. Nun ist 
D-d 

D 
Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke CTQ und QNP folgt: 


D-2d D 
TQ= gan, TN=37.®@N. 


Bogen SN—=2 


-QN. 


Wenn MN gleich dem Bogen SN ist, so haben wir: 


D—2d)? D—2d 


D 

CT und 7TQ sind die Coordinaten eines Kreises, mithin sind C7 
und TM diejenigen einer Ellipse. Wenn man die Curve SNU 
auf CU rollt, so beschreibt der mit ihr fest verbundene und ihrer 
Bewegung folgende Punkt €’ den Quadranten einer Ellipse, deren 
Halbaxen sind: 


FM= 


be —_ IM? 
BQ= eh und N ı 
Setzt man in diesen Formeln überall statt — das Zeichen +, so 
passen sie auf die Epieycloide, welche entsteht, wenn der Kreis 
O auf der äussern Seite der Peripherie des Kreises C rollt. Es 
sei o die Mitte von CQ und O’ti=0'C; der Punkt it, welcher 
fest mit dem rollenden Kreis 0’ verbunden ist und seiner Bewe- 
sung folgt, beschreibt eine verlängerte Hypocycloide, welche 
offenbar ähnlich ist der Curve, die der Punkt 7 als Fusspunkt 
des von CE auf die Tangente von N gefällten Perpendikels be- 
schreibt; denn O't ist stets parallel 07 und Co:CO'=oT: Ort. 
Wir haben also nachstehende Sätze: 


Wenn man einen Ast der Hypo- oder Epicycloide 
auf einer seiner Tangenten im Endpunkte rollt, so 


beschreibt der Mittelpunkt des festen Kreises, indem 


er der Bewegung folgt, eine halbe Ellipse, die nach 
dem Satz von Steiner so lang ist als die Fusspunkten- 
curve der Hypo- oder Epiceycloide, wenn die Perpen- 
dikel auf die Tangenten von seinem Mittelpunkt aus 
gefällt werden; genannte Fusspunktencurve ist selbst 
wieder eine verlängerte Hypo- oder Epicycloide. 


8* 
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Da diese Rolleurven, wie auch eine ihrer Evolventen rectifi- 
eirbar sind, so folgt, dass ‚sich die Rectification der übrigen Evol- 
venten durch gerade Linien und Kreisbögen ausführen lässt. Die 
Eigenschaften, ‚welche ich von den Evolventen der Hypocyeloide 
mit vier Aesten entwickelt habe, lassen sich leicht auf die Evol- 
venten der andern Rolleurven ausdehnen. Die Curven, welche 
die Fusspunkte der vom Mittelpunkt des festen Kreises auf die 
Tangenten oder auf die Normalen der Hypo- und Epieycloiden 
sefällten Perpendikel verbinden, sind einander ähnlich. 


Taf. Il. Fig. 9. Während der Kreis O innerhalb des Kreises 
C rollt und nach’ und nach die Punkte W,P,;,S in P', P,U zur 
Berührung kommen, hat der mit O fest verbundene Punkt A einen 
Quadranten der Rolleurve Ap’pF' beschrieben. Wenn aber‘ der 
Kreis O innerhalb eines doppelt so grossen Kreises rollt, dessen 
Mittelpunkt $ ist, so hat der Punkt A, wenn die Punkte P’, P, S 
zur Berührung kommen, den elliptischen Quadranten AITTIE be- 
schrieben. Es sei AP' = p! und AP=p, damn ist 


w’ {7} 
der Bogen AIT TV p'do', Bogen EI= pdo und 
0 8) 


f pdo f" pdo'=2.OV. 
ff) 9) 


Nun ist, wie man sich sehr leicht überzeugen kann, 


Bogen Ap’ dan a p'do', Bogen mel | "pdo) 


also Fp — Ap' =4 2 OV. 


Da die Linie AP’P gleiche Winkel mit den Tangenten des Krei- 
ses O in P’ und P macht, so müssen die von C auf die Norma- 
len p'P’' und pP gefällten Perpendikel einander gleich sein. Nen- 
nen wir Öd den gemeinschaftlichen Normalabstand der Punkte p’ und 


p von C, so führt die Aehnlichkeit von Dreiecken auf die Pro- 
portion: | 


D-d 
D? 
Geht die Linie AP in die Tangente über, dann fallen die Punkte 


P und P’, P und P', p und p’, II.und II’ zusammen. Man er- 
erhält auf dem Quadranten der Rollcurve den ausgezeichneten 


6:OV=D:d, 0=7.0,, also 
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Punkt, der ihn in zwei Theile trennt, deren Unterschied ein Viel- 
faches von dem Normalabstand dieses Punktes ist. Die Quadran- 
ten AF und AE verhäften sich wie el 

Hiemit ist nachgewiesen, dass sich für jede gegebene Ellipse 
beliebig viele gleich lange Curven construiren lassen, welche alle 
die Eigenschaft haben, dass ihre Quadranten durch zwei Punkte 
von gleichem Normalabstand in drei Abschnitte getheilt werden, 
wovon der Unterschied der beiden äussern ein Vielfaches dieses 
Normalahstands ist. Die Form dieser Curven ist sehr mannigfal- 
tig. Sind a und Ö die Halbaxen der Ellipse, setzen wir a—b—=d 
und rollen. den ‚Kreis, ‚dessen Durchmesser .d, innerhalb. eines 
beliebigen grösseren mit dem Durchmesser D, so beschreibt der 
Punkt, dessen grösste und kleinste Entfernung von der Periphe- 
rie des Kreises d beziehungsweise gleich a und 5 ist, eine Roll: 
ceurve, -deren (Quadrant sich zum elliptischen Quadranten verhält 


—d 


wie 9 :l. Rolit der kleinere Kreis ausserhalb des srösse- 


ren, so ist statt — das Zeichen + zu setzen. Man kann auch 
über a+5 als Durchmesser einen Kreis beschreiben: ein Punkt 
innerhalb dieses Kreises, dessen grösste und kleinste Entfernung 
von der Peripherie a und 5 ist, beschreibt eine Rollcurve, deren 
Länge zur Ellipse ebenfalls in einem leicht angebbaren Verhält- 
 niss steht. Durch entsprechende Verkleinerung oder Vergrösse- 
rung der entstandenen Rollcurven erhalten sie gleiche Länge mit 
der gegebenen Ellipse. 

Setzen wir D=x, so wird ae e=a, Eine verlängerte 
oder verkürzte Cycloide ist.also doppelt so lang als die Ellipse, 
deren Halbaxen gleich der grössten und kleinsten Entfernung des 
beschreibenden Punktes von dem rollenden Kreise sind, wenn 
man von beiden Curven die Quadranten vergleicht. Diese Cycloi- 
den sind so lang als die Fusspunktenceurven, welche entstehen, 
wenn man von dem genannten Punkte auf die Tangenten des 
Kreises Perpendikel fällt. Solche Fusspunktencurven lassen noch 
zwei weitere Erzeugungsarten zu. Wenn ein Kreis ausserhalb 
eines gleichgrossen Kreises rollt, so beschreibt jeder mit ihm fest 
verbundene Punkt eine solche Curve. Es sei A der Brennpunkt, 
M ein Punkt auf dem Umfange eines Kegelschnitts, man nehme 
auf AM oder der Verlängerung einen Punkt M’ an, so dass 
AM.AM'=const. Dann liegt M’ auf der Fusspunktencurve eines 
Kreises. Bei der Ellipse liegt A innerhalb, bei der Hyperbel 
ausserhalb, bei der Parabel auf dem Umfange des Kreises. 
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IV. . 
Mıscellen. 


Von dem Herausgeber. 


Verbindet man mit der Gleichung 
(be, — eb) + (ca, — acı)y + (ad —ba,)2z—0 
die eine oder die andere der beiden identischen Gleichungen: 
(be, —ch,)a+ (ca —acı)b + (ab, —ba,)e =V 
und 
(bc, — cb1) a, + (ca; — acı)b, + (ab, —ba,)y —=0; 
so erhält man sehr leicht die folgenden Gleichungen: 
(be, —cb,) (cx — az) = (ca, —acı) (bz— cy), 
(ca, — acı)(ay—bz) = (ab, —ba,) (cx — az), 
(ab, —ba,)(bz — ey) =(bc, — ch,)(ay— br) 


und 
(bc, — ch) (Ci X — a2) = (ca, —acı) (di2— CıY); 
(ca, —acı) (ay — d12) = (ab — bay) (612 — az), 
(ab; — bay) (biz — cıy) = (ba — eb) (yy— br). 
Also ist 
dy—bz .. .b2z—-Cy: ex —uz 
ab, —ba, ba — ch, Ca —acı, 
und 
ay—bir _b1z—cıYy _ GC — 
ab, — bar ba—chh Ca —acı 
oder: 


ab, — baı:be, — ch, :ca, — acı 
=ay —br:bz — cy:cz —az 
=ay—b,2:412— C1y:C1% — 412; 
welche Relationen also immer aus der Gleichung 
(be, — ch) 24 (ca, — acı)y+ (abi —ba,)z= 0 
abgeleitet werden können, was zuweilen vortheilhafte Anwendung 
finden kann. 
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V. 
Weitere Ausführung der politischen Arithmetik. 


Von 
Herrn Dr. L. Oettinger, 


Grossherzoglich Badischem Hofrathe und ordentlichem Professor der 
Mathematik an der Universität zu Freiburg i. B. 


(Fortsetzung von Nr. XXVI. Thl. XXXVLI) 


Viertes Kapitel. 


Ueber Staatsanleihen. 


$. 45. 
Allgemeine Bemerkungen. 


-Dureh die im vorigen Kapitel aufgestellten Sätze sind die 
Mittel gegeben, welche bei der Werthberechnung der Staatsanleihen 
 maassgebend auftreten. 


Schliesst ein Staat eine Anleihe ab, so werden gewöhnlich 
die Bedingungen, unter welchen dieselbe verzinst und zurückgezahlt 
wird, zum Voraus durch einen Tilgungsplan festgestellt. Zur 
leichtern Durchführung des Anleihegeschäfts und um auch den 
kleinern Kapitalisten Gelegenheit zur Theilnahme zu bieten, stellt 
der Staat Schuldscheine im Betrage von Tausend, einem oder 
mehreren Hunderten, auch Halbhunderten in runder Zahl aus, die 
in der Regel von dem Gläubiger oder Besitzer nicht, sondern nur 
von dem Staate aufkündbar sind und nach dem festgestellten Plane 
und einer durch das Loos zu bestimmenden Ordnung zurückge- 

zahlt werden. 


Den Schuldscheinen ist eine Zinsanweisung (Coupon) ange- 
hängt, welche auf mehrere Jahre oder Halbjahre mit Angabe des 


-  Werthes und der Verfallzeit lautet, so dass der jeweilige Besitzer 


des Schuldscheins nur den bezüglichen Coupon vorzeigen. darf, 
um gegen dessen Aushändigung den Betrag der verfallenen Zinse 
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bei den Staatskassen oder bei den vom Staate bezeichneten 
Bankhäusern in Empfang zu nehmen. Ist die Zinsanweisung auf- 
gebraucht und der Schuldschein noch nicht getilgt, so wird sie 
durch eine neue, sich auf einen weitern Zeitraum erstreckende 
ersetzt. Zu dem Ende ist eine besondere Anweisung (Talon) 
dem Schuldschein beigedruckt, gegen deren Abgabe der bezüg- 
liche Zinsbogen ausgeliefert wird. 


Gewöhnlich werden die Schuldscheine nicht auf eine bestimmte 
Person, sondern im Allgemeinen als solche, ohne Nennung eines 
Namens, für den Vorzeiger oder Ueberbringer (au porteur) gültig 
ausgestellt. Das Vorzeigen des Schuldscheines genügt, um sich 
als dessen Besitzer oder Inhaber auszuweisen. Sie können aber 
auch auf Verlangen, der Sicherheit wegen, auf den Namen einer 
bestimmten Person eingetragen werden. 


Die Ausstellung der Staatsschuldscheine ‚auf den Vorzeiger 
oder jeweiligen Inhaber erleichtert den Verkehr mit denselben, 
denn der Besitzer kann zu jeder Zeit einen solchen Schuldschein 
ganz nach Belieben gegen baares Geld verkaufen. Dadurch sind 
sie zur Waare geworden, die auf der Börse käuflich und ver- 
käuflich ist. Die Summe, um welche ein solcher Schuldschein 
verhandelt wird oder verhandelt werden kann, heisst Curs, und 
man versteht hierunter den Betrag, welcher zu zahlen ist, um je 
100 zu kaufen und der also kleiner oder ‘grösser oder auch so 
gross (al pari) als 100 sein kann. Der Curs spielt, wie man spä- 
ter sehen wird, eine wichtige Rolle bei der Werthberechnung 
der Staatsanleihen oder, Staatspapiere. Er hängt von dem Til- 
gungsplan, von der Zeit und dem Zinsfuss, nicht von der Grösse 
des aufgenommenen Capitals ab, denn es folgert sich leicht, dass 
unter gleichen Bedingungen der Curs der gleiche bleiben wird, 
wenn auch die Anleihe den doppelten, dreifachen oder mfachen 
Werth hat. 

Hiebei zeigt der durch Berechnung gefundene Curs häufig 
einen andern Werth, als derjenige ist, welchen die Börse oder 
der Geldmarkt aufstellt, denn im letztern Falle spielt ein Factor, 
das Vertrauen, eine Hauptrolle, und dieser Factor entzieht sich 
bekanntlich aller und jeder Berechnung. 

Bei Begebung der Staatsanleihen können verschiedene Wege | 
‚gewählt werden, je nachdem der Geldmarkt, Zeitumstände, poli- 
tische Verhältnisse, Stand des Handels u. s.w. günstig oder un- 
günstig sind und die finanzielle Lage oder der geordnete Haus- 
halt des ausbietenden Staates Vertrauen erweckt. 


Entweder eröffnet der Staat eine öffentliche Subscription oder 
er tritt mit einzelnen Unternehmern in Unterhandlung. 
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Im ersten Falle kann sich das grosse und kleine Kapital gleich- 
zeitig dabei betheiligen und ein guter Erfolg wird nicht zu bezwei- 
feln sein, wenn der Geldmarkt und die Zeitumstände günstig sind 
und die finanzielle Lage des Staates Vertrauen einflösst. Der 
Staat hat dann die subscribirten Summen selbst einzuheben. 


Im zweiten Falle tritt der Staat nicht selbst mit den einzelnen 
Darleihern in Verbindung, sondern er überlässt einem Unternehmer 
oder einer Gesellschaft von Unternehmern nach festgestelltem Til- 
gungsplan und Zinsfuss und gegenseitiger Sicherheitsleistung die 
ganze Anleihe gegen Einzahlung eines bestimmten Preises und 
unter Gewährung irgend eines Vortheils zur Verwerthung. Es 
kann jedoch auch in diesem Falle eine öffentliche Concurrenz zur 
Uebernahme der ganzen Anleihe mit dem Anerbieten eingeleitet 
werden, dass die Anleihe demjenigen überlassen wird, welcher 
bei gehöriger Sicherheitsleistung die vortheilhaftesten Bedingun- 
gen stellt. Die Betretung des einen oder des andern Weges wird 
vorzugsweise durch Zeitverhältnisse bedingt sein. 


In den beiden zuletzt genannten Fällen kann sich auch der 
kleinere Kapitalist betheiligen, indem der Unternehmer der ganzen 
Anleihe weiter mit andern Personen in Verbindung tritt, die ihm 
bei Verwerthung der Anleihe behülflich sind, selbst wieder gegen 
Gewährung bestimmter Vortbeile Theile der Anleihe übernehmen 
und für deren Unterbringung sorgen. 


Eröffnet nun der Staat bei Aufnahme einer Anleihe die Sub- 
seription selbst, so ist es nicht ungewöhnlich, dass er, um grös- 
sere Betheiligung hervorzurufen, Vortheile den Unterzeichnern 
gewährt und bei einem bestimmten Zinsfuss einen niedern Curs 
als 100 gestattet und dafür Schuldscheine im vollen Werthe für 
jedes Hundert ausgibt. So hat Preussen im Jahre 1859 eine Ein- 
zahlung von 95 statt 100 bei einer fünfprocentigen und Baden 
eine Einzahlung von 96 statt 100 bei einer vierprocentigen An- 
leihe gestattet. 


Wird aber eine allgemeine Concurrenz für die ganze Anleihe 
bei bestimmtem Tilgungsplan und Zinsfuss eröffnet, so kömmt 
häufig der Fall vor, dass Anerbieten zur Uebernahme einlaufen, bei 
denen ein niederer Curs und niederer Zinsfuss vorgeschlagen wird. 


Hiedurch tritt die Werthbestimmung der möglichen Angebote 
in eine neue Phase, und es entsteht die Frage: Welches ist das 
vortheilhafteste Anerbieten, wenn auf eine Anleihe von bestimm- 
tem Tilgungsplan und Zinsfuss verschiedene Anerbieten mit be- 

stimmtem Curse in einem andern Zinsfuss gemacht werden? 


9* 
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Diese Frage wird nun zunächst zu beantworten sein. Eine 
besondere Art der Staatsanleihen sind die Lotterieanleihen. Da 
dieselben in meiner Schrift: „Theorie der Lotterieanlehen, 
Freiburg 1843“ und auch in meiner Anleitung schon behandelt 
sind, so erscheint ihre Wiederbehandlung überflüssig und ich 
verweise hierüber auf die angeführten Schriften. 


$. 46. 


Umwandlung einer in einem bestimmten Tilgungsplane 

und Zinsfusse zu zahlenden Anleihe in eine gleichwer- 

thige bei demselben Tilgungsplan aber verschiedenen 
Zinsfuss. 


1) Eine Anleihe X soll zu p Procent verzinst und 
nach einem bestimmten Tilgungsplan in n Jahren zu- 
rückbezahlt werden. Es wird verlangt, dass dieselbe 
unter Beibehaltung des festgestellten Tilgungsplans 
in eine gleichwerthige beidem Zinsfuss g umgewandelt 
werde. Es fragt sich: 


a) Welches ist der Nennwerth X, der umgewandel- 
ten Anleihe? 


b) Welches ist der Curs C, zu welchem sie in dem 
Zinsfuss 9 begeben werden kann? 


Die erste Frage beantwortet sich im Allgemeinen sehr leicht. 
Ist nämlich der Tilgungsplan für die Abtragung einer Anleihe nach 
den Grundsätzen des dritten Kapitels und die Werthe sämmtli- 
cher Summen (Zins und Kapitalabtragungen), die im Laufe der 
Zeit fällig werden, ZL,, L,, L;,.... L., festgestellt, so kommt ihr 
Gesammtwerth dem der Anleihe gleich. Wird nun der Werth 
sämmtlicher in dem Zinsfuss p festgestellten Zahlungen in dem 
Zinsfuss 9 auf die Gegenwart zurückgebracht oder rabattirt, so 
ist die unter a gestellte Aufgabe gelöst, denn es wird dadurch an. 
dem Werthe oder dem Inhalte der Anleihe nichts, sondern 
nur an der Form geändert. Es entsteht aber dem Namen nach 
eine andere Summe, welche der Nennwerth X, der umgewan- 
delten Anleihe heissen soll, denn es ist in der That für den Schuld- 
ner einerlei, ob er die schuldigen Summen als eine 9- oder gpro- 
centige Anleihe zurück bezahlt. In dem einen oder andern Falle 
werden immer nur die im Voraus bedungenen Summen (nicht mehr, 


der politischen Arithmetik. 129 


nicht weniger) ausbezahlt und es hat sich bei Abwickelung des 
Geschäfts nur die Form oder der Name, nicht der Inhalt geändert. 


Eine nothwendige Folge dieser Umwandlung ist, dass der sich 
ergebende Nennwerth X, grösser wird, als X das ursprüngliche 
Kapital, wenn g kleiner als p ist, was gewöhnlich der Fall sein 
wird; dagegen kleiner wird, wenn g grösser als p ist, was wohl 
kaum vorkommt, da es nicht im Interesse der Speculation und 
der Börse liegt. 


Das Gesagte wird sich leicht an folgendem einfachen Falle 
verdeutlichen. 


Ein Kapital von 1071200 soll mit 5 Procent verzinst und am 
Ende des Jahres sammt Zinsen zurückgezahlt werden. Man ver- 
langt, dass dasselbe in ein gleichwerthiges 4- oder 3procentiges 
verwändelt und als solches am Ende des Jahres sammt Zinsen 
zurückgezahlt werde. Wie gross ist der Nennwerth des Kapitals 
in beiden Fällen? 


Man hat nach dem Gesagten zuerst die Schuldigkeit der 
fünfproeentigen Änleihe am Ende des Jahres (also Kapital und 
Zius) zu bestimmen. Es ist: 


L, = 1071200 + 1071200.0,05 = 1124760. 


Verwandelt man nun diese Schuldigkeit in eine 4procentige, so 
hat man mit 1,04 zu rabattiren. Der sich ergebende Nennwerth 
ist daher: Ä 


_ Lı 1124760 | 
RK — 14 107 1081500. 


Verwandelt man die Anleihe in eine 3procentige, so ist der ge- 
suchte Nennwerth: 


x _ la 21124760 


Die beiden Nennwerthe sind von der ursprünglichen Schuld und 
unter sich verschieden, und um so grösser, je kleiner der Zins- 
fuss ist, für welchen die Umwandlung verlangt wird. Nominell 
hat nun der Schuldner eine grössere Schuld zu tilgen, in Wirk- 
lichkeit aber nicht. Wird nämlich die Summe 108150 als eine 
4procentige getilgt, so hat er am Ende des Jahres Kapital und 
Zins zu zahlen: 


L, = 1081500 + 1081500.0,04 = 1124760. 


Wird die Summe 1092000 als eine Spröpenlige zurückgezahlt, so 
ist zu entrichten: 
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L; = 1092000 + 1092000. 0,03 = 1124760. 
Er zahlt daher nach allen drei Arten gleich viel am Ende des Jahres. 


Wie nun die Zahlungssumme des ersten Jahres in dem vor- 
liegenden Falle behandelt wurde, so hat man, wenn der Tilgungs- 
plan sich auf eine Reihe von Jahren erstreckt, sämmtliche fällig 
werdenden Summen zu behandeln und der Zeit entsprechend zu 
rabattiren. Wird nun die Anleihe K durch die im Zinsfuss p 
festgestellten Summen Z,, L,, Lz,.... Ln verzinst und getilgt, so 
hat man für ihre Umwandlung in den Zinsfuss q folgende allge- 
mein gülgge Gleichung: 


L. 
> Hohe: ae ET * TOge 


Diese Gleichung bestimmt den Nennwerth für jährliche Verzin- 
sung und Tilgung. Geschieht aber die Verzinsung und Tilgung 
halbjährlich, so ist: 


Li IL, L;, Len 
u, 1,00, ‚og +70073 1 ‚Iq1? at 1,091? + es 1,09, 2®' 


Dass K,>K sein muss, wenn 9g<p ist, ergibt sich einfach aus 
den im ersten Kapitel aufgestellten Sätzen. Dort wurde gezeigt, 
dass wenn die Werthe sämmtlicher Zahlungen, wodurch eine An- 
leihe X getilgt und verzinst wird, in dem gleichen Zinsfuss rabat- 
tirt werden, worin die Anleihe verzinst wird, der hieraus flies- 
sende Werth der aufgenommenen Anleihe gleich kommt. Werden 
nun sämmtliche Werthe in einem niederen Zinsfuss (g) rabattirt, 
so ist die nothwendige Folge, dass der aus ihnen hervorgehende 
Gesammtwerth grösser als die ursprüngliche Anleihe ist. Umge- 
kehrt muss X, <K sein, wenn 9>p wird, was, wie bemerkt, in 
der Wirklichkeit nicht wohl vorkommt und daher hier auch keine 
- Berücksichtigung findet. 


3) KB 


Hiemit ist die unter a) gestellte Frage beantwortet. 


Zu b). Der Curs ©, welcher dem Nennwerthe X, entspricht, 
bestimmt sich einfach durch folgende Proportion: 


Kı:K=100: €, 


denn der Nennwerth steht zu dem Werthe der Anleihe in gleichem 
Verhältniss wie 100 zu dem Curs. Es ist daher: 


4) | C= RK, 


Diess lässt sich auch so erschliessen. Wenn der Staat eine An- 
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leihe im Curse zu 100 (al pari) ausgibt, so muss er so viele 
Schuldscheine zu je Hundert aushändigen, als Hunderte vorhan- 
den sind. Nennt man die Zahl der Schuldscheine Z, so ist 


K 
Z=7W’ 


und die Ausgabe von Z Schuldscheinen im vollen Werthe wird 
ihm die aufzunehmende Anleihe einbringen, denn er erhält hiedurch:: 


K.100 
100 


Wird aber die Anleihe in eine gleichwerthige für den Zinsfuss 
q umgewandelt, so muss er nominell ein höheres Kapital X, auf- 
nehmen, aber niederer verzinsen. Er wird daher auch eine grös- 
sere Zahl von Schuldscheinen: 


5) S=Z.100= =K, 


Kı 
Zı == 100° 
die alle auf 100 lauten, ausstellen müssen, um die gleiche Baar- 
summe zu erhalten. Er wird aber nicht den vollen Werth 100 
für jeden Schuldschein, sondern nur € fordern dürfen, um den 
Werth der Anleihe eingezahlt zu erhalten. Der hiefür eingehende 
Betrag ist: 


6) Ss= ZiC. 


Aus 5) und 6) hat man, da der Staat in beiden Fällen die gleiche 
Summe erhalten soll, 


Kz= Zı = S, 
und hieraus: 
K  K.100 
wie oben. 


Wendet man nun die Bestimmung No. 4) oder No. 7) auf den 
oben behandelten Fall an, so stellt sich der Curs für die 5procen- 
tige Anleihe von 1071200, wenn sie in eine gleichwerthige 4pro- 
centige verwandelt wird, auf: 

1071200. 100 


—n— —= 99,047... 


Er - 1081500 


für die 3procentige auf: 


1071200. 100 


ET 


u 
u 
A 
er” ws2 Oettinger: Weitere Ausführung 
_ und ein Schuldschein von 100 ist im ersten Falle 99,047 ...., im 


zweiten Falle 98,095.... werth, und in der That erhält der Staat 
im ersten Falle die Summe: 


S= K,C = 10815.99,047.... = 1071199,99....., 
im zweiten Falle: 
S= R,C, = 10920.98,095.... = 1071199,99.. . 


oder 1071200 für die betreflenden Schuldscheine in die Kasse. 


Führt man die in No. 2) und No. 3) gefundenen Werthe statt 
K, in die Gleichung No.4) ein, so ergibt sich zur Bestimmung 
des Curses bei jährlicher und halbjährlicher Verzinsung und Tilgung 


; RR K.100 er 
) 6=7.1,09-7421,.1,09-°4 ... In. 10g 
5 K.100 


GER . 1,09, "+1. 1,091 24... Lon. 1,09, 2° 


Ist aber, wie hier vorausgesetzt ist, der Werth der Anleihe X 
nicht bekannt, sondern nur die nach dem Tilgungsplane im Zins- 
fusse p zu zahlenden Summen, dann hat man zur Bestimmung 
des Curses vorerst Ä zu berechnen, d.h. mit 1,0» und 1,0p, zu 
rabattiren und den so erhaltenen Werth für. X in No. 8) und 
No. 9) einzuführen. Man erhält dann für jährliche und halbjähr- 
liche Verzinsung und Tilgung folgende Bestimmungen: 


L, 1,0914 L,.1,0p-2 + .... Ln.1,0p® 
L, .1,09"+12.1,092+.... 2m. 1,09’ 


L, 1 1,0p, -1+L,. 1,0p, =24.... Lon. 1,0», —2n 
Lı x 1,091 1413. 1,091, 24 u. Dan: 1,09, 2 


Von den im vorigen Kapitel angegebenen Tilgungsplänen eignen 
sich vorzüglich drei zur Umwandlung in einen andern Zinsfuss: 
‘wenn die Anleihe durch gleiche Summen, oder wenn sie durch 
Tilgungssummen, die nach einer geometrischen Progression fort- 
schreiten, oder wenn sie durch gleiche Tilgungssummen abgetra- 
gen wird. Sie sollen im Folgenden betrachtet werden. 


10)  C=10 


1) C=10 


. 47. 


Umwandlung einer Anleihe in eine gleichwerthige 
von anderm Zinsfuss, wenn dieselbe durch gleiche 
Abtragssummen getilgt werden soll. 


Soll eine im Zinsfuss » durch gleiche Abtragssummen (A) zu 
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tilgende Anleihe K in eine gleichwerthige bei dem Zinsfuss g um- ’ 
gewandelt werden, so hat man die in No.1)$. 32. angegebenen 
Werthe der Reihe nach in dem Zinsfuss g auf die Gegenwart zu- 
rückzubringen oder zu rabattiren, wie diess die Gleichung No. 2) 
$. 46. vorschreibt. Man erhält dann bei jährlicher Verzinsung und 
Tilgung folgende Darstellung: 


-44+K.0,0 
l) Kı == Fr rang 
A+K.0,0p  4.0,0p 
+70 70 
A+K.0,0p  24.0,0p 
+70 7.120 
A+K.0,0p 34.0,0p 
1.09? - 0% 


A+K.0,0p (n—1) A.0,0p 
1,098... 5 ck” 


Setzt man nun L=A+K.0,0p und D= A.0,0p und g statt 
p io No.1) und No.5) $. 43., so geht die vorstehende Darstellung 
No. 1) in folgende über: 


L 4.0,0p. 1— 1,0977 
)) K, =(4+ K.0,0p — 0,09 a0 
nA.0,0p- 
0,04 .1,0g* 


Schliesst die Tilgungszeit nicht mit dem Ende eines Jahres, 
besteht also n aus einer ganzen Zahl und einem Bruche, so wird 
die Rechnung etwas mühevoller. Man kann diese Schwierigkeit 
umgehen, wenn man die Restschuld für das Ende des nten Jah- 
res bestimmt und in Rechnung bringt. Bezeichnet man sie mit 
S„, so erhält man folgende Gleichung: 


TUR A.0,0p,. 1—-1,09* 
8) K, ie (.K.0,0p + A war 0,04 N: 0,04 
nA Ä 0,0» Sn 


+ 0.09.1,0g8 * Lö’ 


Geschieht die Verzinsung halbjährlich, die Tilgung aber jährlich, 
so hat man die Glieder der Reihe No. 8) $. 32. halbjährlich zu 
rabattiren, wodurch entsteht: 
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4) Kı= = u 
+ A+ K.0,0p, 
1,091? 
K.0,0p,  4.0,0p, 
1,01? 1,091? 
A+K.0,0p, _ 4.0,0p, 
1,091? 1,09, * 
N K.0,0p, _24.0,0p, 
1,01? 1,09,° 
A+K.0,0p, 24.0,0p1 
109,6  °  1,0q1® 


KR. K.0.0p, (u1jA, 0,0, 
+ TS | De 1 ‚Og,r-1 
,„ A+K&:0,0p, _(m—1) A.0,0pı 


1,09,?” 1,09,” 


Setzt man nun bierin K.0,09p, =L, A+K.0,0p,=L,, A.0,0p, 
— D, so löst sich diese Darstellung in folgende zwei Reihen auf: 


L-D , L—-2D L—-(n—-DD 
Kı= re 1,091? ann 1,095 +... 1,09, 


hr b-D'. L=-3D L—-(n—DD 
Fat Loge 10 


Die erste Reihe lässt sich auf die Form der zweiten zurückbrin- 
gen, wenn man mit 1,09, multiplicirt und dividirt, und es wird: 


L—-D. L—2D L—-(n—1)D 
Kran + ——- 1.09, 8 re) 


L-D 14-2D, L-a-bD 
tat 1,0 ET 


Diese beiden Reihen lassen sich nun leicht nach den in $. 43. 
gegebenen Entwickelungen summiren, wenn man dort in No. ]) 
und No.5) 1,09,? statt 1,09 und 1,09,?—1 an die Suehie von 
0,09p=1,0p—1 setzt. Man erhält sofort: 


\ 


e D 1— 1,09, ED 
KO ED og FE 


Ar 1 1,09, nD 
1 TOT FT 
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und hieraus nach der nöthigen Zusammenzählung und Vereinfachung: 


19 2,09,D —]1 Beh ...230q,nD 
KFCh +1,02 79,2 a) 109° —1 + 1,02 DI0g%® 
oder da 1,0,2?—1= (1,09, +1). (1,09, —1) = 2,09, .0,09, ist: 


D 8 1,091 —2n nD 
>) G=(KtL10m 0) Tg 10,00, 109 


Führt man nun die obigen Werthe wieder ein, so ist: 


L, +L.1,09, = A + K.0,0p, + K.0,0p, .1,09, = K.0,0p, .2,09, + 4; 
und man erhält mit Rücksicht auf die Restschuld: 


A. A dr En 


nA.0,0p, 3% 
0,09,.1,09, F T,0g, 


9) Kı=(K&.0,0p,.3,09,4+4— 


Ist n eine ganze Zahl, so ist $.—=0. Im andern Falle wird der 
Werth von S„ auf die früher angegebene Weise bestimmt. 


Geschieht aber die Verzinsung und Tilgung halbjährlich, dann 
ist aus No. 12) $. 32., wenn mit 1,09, rabattirt wird: 


A+K.0,0 
BR) Kı= 1,091 = 
„AH K.0,0p _4-0,0pı 
1,09,? | "1,02 
+ A + K.0,0p, 2A. 0 24A.0,0p, 
1,0943 1043 2 
+ A-+K.0,0p, m) A.0 ‚Op 


1,09,2% 1 ‚Ogı 


Diese Darstellung führt, wenn man wie in No. I) und No. 2) ver- 
fährt, zu folgender Bestimmung: 


0m DR 


In. 2nA.0,0pı_ San 
0,0: 0,09, .1,0gq, 2° + 1,0q,27’ 


8) K, = (K. 0,0p1 + A— 
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worin S2n die Restschuld des letzten Halbjahres bedeutet, die 
Zahl der Halbjahre kann auch eine ungerade (2r-+]) sein. 


Ist der Nennwerth X, gefunden, so unterliegt die Werthbe- 
stimmung des Curses nach No. 4) $.46. keiner weitern Schwierig- 
keit mehr. 


$. 48. 


Umwandlung einer Anleihe in eine gleichwerthige von 

anderm Zinsfuss, wenn dieselbe durch Tilgungssum- 

men zurückgezahlt wird, die in einer geometrischen 
Progression wachsen. 


Soll eine im Zinsfusse » zu verzinsende Anleihe X durch 
Summen getilgt werden, die in einer geometrischen Progression 
(1,0w) steigen und sofort in eine gleichwerthige für den Zinsfuss 
g umgesetzt werden, so kommen die Gleichungen des $. 39. zur 
Anwendung und man hat dieselben in dem entsprechenden Zins- 
fusse zu rabattiren. Für die jährliche Verzinsung und Tilgung 
ergibt sich der Nennwerth der Anleihe aus No. 5) $. 39., wenn die 
Glieder der dritten Reihe aufgelöst und die entstehenden Reihen 
ergänzt werden, durch folgende Darstellung: 


or A K.0,0p  A.0,0p A.0,0p 
nt: 1,09 1,0g 0,0% .1,0g 0,0% .1,0g 
A .1,0w „K.0,0p 4.0,0p.1,0w  4.0,0» 
09? FT0gE 0.00.1092  +0,00.1,0g° 


A.1,0w2 „X:0,0p 4.0,0p.1,0w2 4.0,0p 
1,09? 1,09?  0,0w.1,0g? 0,0% .1,093 


4A.1,0w3 „„K-0,0p .0,0»  A.0,0p.1,0w3 4.0,0p 
1,00% 1,09: ° 0,0w. 1,09% 1,020.1,09% 


4.1,0wr1 K.0,09  4.0,0p.1,0wr-1 + 4.0,0p 
FT,0g0 0 0,010. 1,0g° 0,0. 0 


Es entstehen wie man sieht vier verschiedene Reihen, von 
denen die zweite und vierte sich leicht summirt. Die erste und 
dritte unterliegen dem gleichen, aber etwas zusammengesetztern 
Gesetze. Sie führen zu folgender Darstellung: 
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74 4.0,0p 1.000 1,002 1,0103 

2) Kh=lA- Mt 1,098 + 1,095 Br 1.0) 
1— 1,097 | 4.0,0p 1— 1,09” 
NE 9005: 0,00 000 


Die eingeschlossene Reihe ist eine geometrische, deren erstes 


und letztes Glied gegeben sind und deren Exponent u ist. 
‚ug 
Ihre Summe ist daher: 


a | 1,0 .. 
Bau ne 
OR N LTTER — 7,000 —1,0g° 
1,09 


Hiernach bestimmt sich der gesuchte Nennwerth X), wenn man 
diesen Werth in No. 2) einführt und auf die Restschuld Rücksicht 
nimmt für den Fall, als n keine ganze Zahl bedeutet, durch fol- 
sende Gleichung: 


1,0” 
vr A.0,0p. 1,09%” 
9) ee 0,0% ) "1,00 — 1,09 
A.0,0p, 1— 1,09 Sn 


EI) T00  F-T,0gR 


Diese Darstellung ist bequem, wenn w>g ist. Ist aber w<g, 
so eignet sich folgende Darstellung besser zur Benutzung : 


rn. 1,00% 
A.0,0p 1,0qr 
0,0 0; Om 
A.0,0p, 1— 1,09” Sn 
BT 0 00a, 0er 


Der Werth für $„ bestimmt sich aus: 


1,0w® — 1 
0,0w 


4) eg 


und geht in 0 über, wenn r eine ganze Zahl ist. 


Geschieht die Verzinsung halbjährlich und die Tilgung jähr- 
lich, so hat man die Darstellung No. 16) $. 39. mit 1,09, zu ra- 
battiren, um den fraglichen Nennwerth zu finden. Dadurch wird 
aber der Calcul noch zusammengesetzter, als im vorigen Falle. 
Es entsteht dann: 
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6) 
AR 0,0p, A.0,0p, A. 0,09, 
= 1,09 -0,0w0:1,0gı 0,0% ..1,0gı 
u: K.0,0p, A 4.0,0p, Y _4.0,0p, _ 
1,092 " 1,091? 0,0%.1,09? 0,0% .1,0g,? 
„KO K.0,0p, 4A.0,0p, . 1,0% 4A.0,0», 
1,03 = 0,00.1,093 100%. 1L0q3 
Y K.0,0p, , 4:1,0w 4 .0,0p, . 1,0% A .0,0p, 
1 ‚0q1* 1,09, 5 0,0w.1,0g1? 0,0% .1,09,? 
K.0,0p, 4A.0,0p: - 1,02 A .0,0p,_ 
1,0q,° 0,0% .1,09,° + 0,0w.1,09,° 
N K.0,0p, , 4.1,0w2 A.0,0p, :1,0w2 A.0,0p, 
1,09,° 1,016 -0,0%.1,0g,° T 0,0w.1,09,® 
K.0,0p, 4.0,0p, .1,0w° 4.0,0p, 
1.097 000.107  +0,00.1,0q7 
K.0,0p, , 4:10w _A.0,0p,. 1.00? 4.0,0pı 
1,09,5 F 709° 0,00.1,095 + 0,0%.1,09° 
K. 0,0p1 IH A.0,0p, : 1,0wr—1 4.0,0p, 
1,01%! 0,0w.1,09,2°—1 0,0%. 1,09, 2-1 
K.0,0p, , 4: 1,000" 1 A: 0,09, +1,0W0r—1 4.0,0p, 
F7,0g,2m F,0, 70,00. 1,0q,2°  # 0,000. 1,0, 


Diese Darstellung zerfällt in vier Reihen. Die erste und vierte 
summiren sich leicht. Die dritte Reihe zerfällt in zwei verschie- 
dene, wovon sich die eine durch Multipliciren und Dividiren mit 
1,09, auf die gleiche Form mit der andern zurückbringen lässt. 
Geschieht diess, so erhält man hieraus Folgendes: 


Ale K.0,0p.- Font Fr Fe 
1,0% 1.022 1,0wor-1 
+40 t Tg Ps FO) 
_ 4.0,0p: .1,09, (00 N ‚Ow V. ‚Iw? 1,0ur—1 
KT 1,091? t7 1.00 1,09, 6 ct ur) 
A.0,0p, 1,00 , 1,0w2 1,0wr—1 
(ont non trat Tone) 
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Die drei eingeklammerten Reihen unterliegen dem gleichen Ge- 
setz. Das erste und letzte Glied dieser Reihen ist gegeben und 


1,0 ; 
‚ihr Exponent ist NR Ihre Summe ist daher: 


1,0w”-1. 1,0% bel 1,020% 
s_ 10m 100° T0g? _ 10 
ie 1,0% ig 1,00% — 1,091? 
1,0q,? 


Wird dieser Werth eingeführt und werden die den gleichen Sum- 
menausdrücken zugehörigen Vorzahlen zusammengezählt, so er- 
hält man zur Bestimmung des gesuchten Nennwerthes mit Rück- 
sicht auf die Restschuld, wenn rn keine ganze Zahl bedeutet, 
folgende Gleichung: 


4A.0,0p,, 1— 1,09, 
7) Kı=(£. 0,0p, + 00 )- 0.04 
Be 
+(4- ER, oe SR. 1 10x _ ; ‚0g1? + 1,09, 2° 


Diese Darstellung ist bequem, wenn 1,0w> 1,0g,2 ist. Ist aber 
1,09?> 1,0w, so eignet sich folgende Form besser zur Berech- 
nung des Nennwerthes: 


A.0,0 1-1,0 
8) K, =(&.0,0p, + 0, - M ui 
| 1,00" 
A.0,0p, 2,09, un | ge Sn 
000 70210 ig 


| $„ wird durch die Gleichung No. 5) bestimmt. 


Geschieht aber die Verzinsung und Tilgung halbjährlich und 
wächst die Tilgungssumme halbjährlich um w Procent (was zu- 
lässig ist, da @ jeden Werth bedeuten kann), und soll die An- 
leihe in eine gleichwerthige für den Zinsfuss q umgesetzt werden, 


so hat man die Darstellung No. 21) $.39. zu-benutzen. Löst man 


die dritte Reihe in ihre Glieder auf und vervollständigt durch Zu= 


und Abzählen von ne die. beiden hiedurch entstehenden 


‚Reihen, so gewinnt man: 
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9) 
5 —K.0.0p, | 4 4.0,0p,- 4.0,0p, 
17 1,0q1 1,0g, 0,0w.1,0qı 0,0w.1,0g, 
K. 0,0p1 A. 1,0 ar A. 0,09, . 1,0w A D 0,0p, _ 
1,0q2 * Tg? 0.00.1092 - 7000.1,09° 
KR. 0 K.0,0p, A 5 1,0w? BE A . 0,09, . 1,0w2 A A 0,07, 
+ T0a® # T,098 0.00.1093 + 000.Lig? 
K.0,0p, , 4.1.00 _4.0,0p, .1,0w8 4.0,0p, 
+ T0g% F T,0g% 0.00.1,09% *0,00.1,0q% 
K.0,0p1 Puh A.1,002r-1 _4A.0,0p, .1,002r—1  __A.0,0p, 
Mi 1,09,” ] og zn 0,0 . 1,0912 0,0w . 1,09, 2° 


Die erste und vierte Reihe summiren sich leicht, die zweite und 
dritte lässt sich in eine zusammenziehen und man erhält hiedurch: 
1— 1,09,?°- 4.0 ‚Op 11092 

0,091 0,0% 0,0 
lei, € 1 10w 1,0% 1,001 

0,0w 1,09, ° 1,091? © 1,091? °°°°" 01,09,2% ) 
Die eingeklammerte Reihe gibt nach dem früher Gesagten folgen- 
den Summenausdruck: 


K,=K.0,0p, 


HA 


1,0102" 1,002" 
1,09, 7° = 71,09 
1,00 —1,09, 1,09, — 1,0w' 


S= 


Fiomäch bestimmt sich für diesen Fall der Nennwerth für die 
umgewandelte Anleihe mit Berücksichtigung der Restschuld durch _ 
Einführung auf folgende Weise: 


e3 A.0,0p,. 1— 1,09, 
10) K, 0,09 2. DO 
1,0.w?r 
4.0.0912: 22,07 7° 7 Be 
+(A4— 0,020 =). 1,0 — 1 ‚ogı 1,01? 
oder: 

26 1—1,0 En 

11) K, =(K.0,0p, + a: + a 


1,010?" | 
A . 0,0», A 1,09, 7° % S2n 
+k47 -0,0w ) 1,0, — 1,0% " 1,0912” 
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_ je nachdem »>g, oder,g) > w ist. Die Restschuld bestimmt 
sich durch: 
1,0iw2r — 1 

0,00 


Ist der Nennwerth X, gefunden, so ermittelt sich in den vorste- 
henden Fällen der Ours leicht. 


12) San = K— A. 


$. 49. 


Umwandlung einer Anleihe in eine gleichwerthige von 
anderm Zinsfuss, wenn die Tilgung und Verzinsung 
durch gleich grosse Summen geschieht. 


Soll eine im Zinsfuss p zu verzinsende Anleihe X durch gleich 
grosse Summen (Zins und Abtragsummen einbegriffen) getilgt und 
in eine gleichwerthige für den Zinsfuss g umgewandelt werden, 
so vereinfachen sich die in $. 46. aufgestellten Bestimmungen sehr. 
Man hat dann die Grösse der Zahlungssummen zu bestimmen, die 
erfordert werden, um die Anleihe in dem Zinsfusse » zu tilgen 
und dann ihren Werth in den Zinsfuss 9 umzusetzen. 


Geschieht die Verzinsung und Tilgung jährlich und nennt 
man die Summe, welche nach dem Tilgungsplan jährlich zu zah- 
len ist, L, so hat man für ihre Bestimmung: 


a oe L. 1— 1,0p-n 
at.0005 ee 00 


und hieraus: 


K.0,0p 


D Le] 0 


Da nun jede Jahreszahlung bekannt ist, so hat man nun sämmt- 
liche Summen in den Zinsfuss 9 umzusetzen. Es ist sofort der 
- gesuchte Nennwerth: 


N L 11,09 
Ko, t 100 t 105 tg 


Setzt man nun den Werth für Z aus No.1) in No. 2), so be- 
stimmt sich der Nennwerth durch 

0,05 °1-—1,09” 
K-Z10p' 0,04 
Theil XXXVII 10 


2) 


5) | K= 
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Ist n keine ganze Zahl, was eintreten kann, wenn L gegeben 
ist, so wird: 
0,0p°  1—1,0g= N 


4) K, ATI 005 TETD 


wenn ‚S„ die Restschuld bedeutet. Sie bestimmt sich dann durch: 


1,0pr — 1 
0,09 


Geschieht die Verzinsung und Tilgung halbjährlich, so bleiben 
die gemachten Schlüsse in Kraft und man hat den Calcul auf die 
entsprechende Zahl von Halbjahren auszudehnen. Man erhält dann 
auf dieselbe Weise: 


5) S—K.10p —L. 


0,09, r- 1,09, —_2n 
A 1,0, —2n " 0,09 ; 


Geschieht aber die Tilgung jährlich und die Verzinsung halbjähr- 
lich, so erhält man auf dieselbe Weise: 


1,09, ?°—1 1— 1,09, 
"1—1,0p,22" 1,09,2—1 


Diese Formel findet. aber in der Wirklichkeit. wohl keine An- 
wendung. In den Fällen, wo die halhjährlichen Zinsen wirklich 
ausgezahlt werden, was in der Wirklichkeit vorkommt, hat man 
nach den in $. 48. entwickelten Gleichungen zu: verfahren. 


6) KH 


7) Kı SEA 


Der Curs der umzuwandelnden Anleihe ergibt sich nach $. 46. 


100. 
aus ee, und man erhält durch Einführung aus No. 3) 
1 


und No. 6): 


8) c = 10. 7700 . I-10g ’ 
Bar —2n 
9) 600,37, 4008 


0,09%, 1-10," 


Wird die Restschuld berücksichtigt, so ändert sich derselbe um 
ein Unbedeutendes. 


$. 50. 
Anwendung. 


1) Eine Anleihe von 1000000 wird zu 5 Procent ver- 
zinst und so getilgt, dass jährlich 100000 abgetragen 
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werden. Sie soll in eine gleichwerthige, vierprocen- 
tige verwandelt werden. Wie hoch stellt sich der Nenn- 
werth oder wie viele 4procentige Schuldscheine zu 
100 müssen ausgestellt werden? Welches ist der Curs 
der Aprocentigen Anleihe? 


Auflösung. Die Anleihe wird in 10 Jahren getilgt sein. 
Man kann nun vorerst nach $.32.No.1) so verfahren, dass man 
die Summen bestimmt, welche nach dem Tilgungsplane bei 5 Pro- 
cent auszuzahlen sind. Man erhält der Reihe nach die Summen 
150000, 145000, 140000, 135000, 130000, 125000, 120000, 115000, 
110000, 105000. Diese Summen sind nun im Zinsfuss 4 auf die 
Gegenwart zurückzubringen. Hiernach erhält man durch directe 
Rechnung: 


5 or — 144230, 7693 
er — 134.060, 6509 

m = 194459, 4903 

ar — 115398, 5658 

os — 106850,5239 

m 98789, 3158 

m 91190, 1376 

Am - 81029, 3736 

= 77284,5409 

= 70934,2377 


— 1047227,6057 .... 


Hiernach stellt sich der Nennwerth auf 1047227,60...., und. es 
müssen 10472 vierprocentige Schuldscheine zu 100 statt 10000 
fünfprocentige ausgestellt werden. 


Der Curs bestimmt sich durch 


1000000. 100 


3) | = 


10* 
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Werden nun 10472,276.... vierprocentige Schuldscheine jeder zu 
95,49.... ausgegeben, so erhält man in die Casse: 


S = 10472,276..95,49023 = 1000000, 
“ und diess ist die verlangte Summe. 


Löst man nun, um die Richtigkeit des gefundenen Resultats 
zu prüfen, die vorliegende Frage nach No.2) $. 47., so hat man 
dort. £= 1000000, A=100000, p=5, g=4, n=10, ferner 

| .0,05 .d 
£.0,0p=1000000.0,05=50000, 4,05 O3 _ 195000 


zu setzen, und es entsteht: 


—1,04-% 10.12 
4)  K = (150000125000). Be r a£ Es 


— 25000 .8,1108958 + 1250000 .0,6755642 
— 202772,3944.... + 844455,2112.... 
— 1047227,6056.... 


wie-oben. Will man nun die Richtigkeit des gefundenen Resul- 
tats prüfen, so ergibt sich hiefür folgende Rechnung, wobei die Deeci- 
malbrüche beibehalten sind. Man hat zu dem Ende den Nenpn- 
werth als eine vierprocentige Anleihe zu behandeln und jeweils 
die oben angegebenen fünfprocentigen Zahlungssummen am Ende 
der Jahre in Abzug zu bringen. 


5) 

lstes Jahr. Stand der Schuld. . .. 2.2... 1047227,6057 
Zins zu 4%, hinzu. ...2°. ee 41889,1042 
1089116,7099 

Zahlungrab....28= 2. 150000 
tes Jahr. Stand der Schuld. . . ... 2.2... 939116,7099 
| Zins hinzu. >... RER ee 37564,6684 
976681,3783 

Zahlung ab 2 nt ar MIAr, SR 145000 
Stes Jahr. Stand der Schuld. . . 2.2... .2.. 831681,3783 

Zins: hinzu 2 een as 33267,2551 

864948,6334 

Zahlung’abs 2 la Ares 140000 
Ates Jahr. Stand der Schuld... .. 22... '  724948,6334 
Zins hinzu‘... na 28997,9453 
753946,5787 

Zahlung sabr a‘. U Var Kr 135000 


Btes Jahr. Stand der Schuld. ..... x : PAARE 618940,5787 


+ 
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Btes Jahr. Stand ‚der. Schuld... . 2. 618946,5687 
| PIRS DIDI nem a 24757,86831 
643704,4418 

ER RN NE ae 130000 
6tes Jahr. Stand der Schuld. .... 22222. 513704,4418 
anzu. Ne 20548,1777 
534252,6195 

EN LE RE PP air AR ER 125000 
“tes Jahr. Stand der Schuld. .... 22.2... 409252,6195 
Zins hinzu... . . a a A fi 16370,1048 
425622,7243 

Zahlına. abs naht een: 120000 
Stes Jahr. Stand der Schuld...» :. 2.2... 305622,7243 
rs binzu a Ben a ra 12224,9089 
317847,6332 

RESET Er 1 De en Ra Ne 115000 
Otas Jahr.: Stand der Schuld. . ... . +... 202847,6332 
1720 ANA Kee ENR R Aer A 8113,9053 
210961,5385 

EEE RAR IE ne 110000 
10tes Jahr. Stand der Schuld. . . . “2 2 .2.. 100961,5385 
Zins hinzu. . . POLL RE RER 4038,4615 
105000,0000 

Zutlungabe vH ER RAN. N. 105000 
| 000000 


Es zeigt sich hieraus, dass die fragliche Anleihe als eine 
vierprocentige durch die ursprünglich bestimmten Zahlungssummen 
‚getilgt wird. 


Die Zahl der vierprocentigen Schuldscheine findet man, wenn 
man die fälligen vierprocentigen Zinsen eines Jahres von der 
Zahlungsleistung abzieht. Hiernach werden im ersten Jahre 
150000 — 41889,102.... = 1081,11, im zweiten 145000 — 37564,6.... 
— 1074,36 .... u. s. w. getilgt. Da aber bei den Schuldscheinen keine 
Bruchtheile. vorkommen können, so hat man diese wegzulassen 
und den Ausfall zur passenden Zeit in runder Summe wieder 
auszugleichen. Geschieht diess, so erhält man folgende Zahlen 
für die Schuldscheine, welche der Reihe nach in den verschie- 
‚ denen Jahren zur Tilgung gelangen: 1081, 1074, 1067, 1060, 
1055, 1044, 1037, 1028, 1019, 1009, welche zusammen die 
Summe von 10472 Schuldscheinen betragen. Hiedurch wird die 
in No. 5) gegebene Rechnung etwas, aber nicht wesentlich, mo- 
difieirt. Die Differenz wird aber ganz gering erscheinen und kann 
sich nicht auf den Werth eines ganzen Schuldscheins erheben, 
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was sich leicht zeigen wird, wenn man die Rechnung nach der 
in No. 5) gezeigten Weise durchführt. 


$. 51. 


Fortsetzung. 


1) Eine Anleihe von 1000000 wird zu 5’Procent ver- 
zinst und so getilst, dass jährlich 100000 abgetragen 
werden, die Verzinsung aber halbjährlich geschieht. 
Die Anleihe soll in eine gleichwerthige bei 4 Procent 
verwandelt werden. Wie $ross ist der Nennwerth der 
umsgewandelten Anleihe? Welches ist der Curs? 


Auflösung. Die Anleihe wird in 10 Jahren getilgt sein. Da 
die Tilgung jährlich, die Verzinsung halbjährlich geschieht, so 
kommt die Gleichung No. 4) und No. 6) $. 47. zur Re: 
Man hat daher £X= 1000000, 4A= 100000, pp, =235, 1=2 
n—= 10 in No.6) zu setzen. Da n eine ganze Zahl ist, so fällt 
S„ weg. Es entsteht: 


K.0,0p, 2,09, =1000000.0,0%.302= 1000000.0,0505—50500, 


4.0,0p, __ 100000.2,5 


—p9 
0.00 75 9 — 125000 ; 
und hieraus durch Einführung: 


I—20 19 
K, = 60500 + 100000 — 125000) 10.125000 


. 1029 \ 
Nun ist: | 
win 20 ie 2) 
, ee 7 - = 001 —8.0947089, 
also wird: 
— 35500.8,0947689 + 1250000. 0,6729713 
— 206416,607 + 841214,166, 
9) K, = 1047630,773. 


Der Nennwerth der verwandelten Anleihe stellt sich daher auf 
1047630,7.... und es müssen 10476 vierprocentige Schuldscheine 
zu 100 statt 10000 fünfprocentige ausgestellt werden. 


Der Ours dieser Schuldscheine stellt sich auf: 
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| 100.1000000 
3) = 630,7 95349, 


15. 100000000 — 8,0000000 
I& 1047630,7 = 6,0202082 
1,9797918, 


N. 1,9797918 = 95,45349. 


Man kann nun auch hier die Richtigkeit des gefundenen Resul- 
tats durch Rechnung, wie in No. 5) $.50. geschah, nachweisen. 
Die Rechnung wird aber etwas zusammengesetzter werden, weil 
Halbjahreszinsen in Betrachtung kommen und die Rechnung von 
Halbjahr zu Halbjahr abgeschlossen werden muss. Da diese 
Durchführung aber keiner weiteren Schwierigkeit unterliegt, so 
wird sie übergangen. Durch Ausgabe von 1047630,7.... Schuld- 
scheine im Curse von 9,45.... kommt in die Casse: 10476,307 
>< 95,45349 = 1000000, und der Staat erleidet keinen Schaden. 


5) Eine Anleihe von 1000000 wird zu 5 Procent ver- 
zinst und so getilgt, dass halbjährlich 50000 abgetra- 
gen werden. Die Anleihe sollin eine 4procentige sleich- 
werthige umgewandelt werden. Wie gross ist der 
Nennwerth der umgewandelten Anleihe? Wie gross 
ihr Curs? 

Auflösung. Die Anleihe wird in a EN Halbjahren 
oder 10 Jahren getilgt sein. Da Tilgung und Verzinsung halb- 
jährlich geschieht, so kommt die Gleichung No.7) und No. 8) $. 47. 
zur Anwendung. Man hat daher X = 1000000, A = 50000, 
p1=25, 1=?2, n=10 in No. 8) zu setzen. Nun ist: 


—62500. 


£.0,0p, —1000000.0,025=25000, 4,%0pı _ 3000.53 
; 0,09 9) 


S,, wird wegfallen, da n keinen Bruch enthält. Hieraus wird: 


1 Y,. —1,02-% .62 
Kı = (25000 + 50000 — 62500) Ze tn 4 an 


— 12500. 16,3514333 + 1250000.0,6729713 
— 204392,9168 +8141214,1662, 


6) K, = 1045607,083. 
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Der Nennwerth stellt sich auf 1045607,08 und es sind 10456 
vierprocentige Schuldscheine zu 100 statt 10000 auszugeben. 
Der Curs bestimmt sich zu: 


3 1%. 1000000 
!) — 708607,08° 


Ig 100000000 = 8,0000000 # 
181045607 = 6,0193685 
N. 1,9806315 — 95,63822. | 
Es kommen, wenn 10456 Schuldscheine im Curse von 95,63 ...- 
statt 100 ausgegeben werden, 10456,0708.95,63822 = 1000000 


in Casse. 


— 05,6382, 


Vergleicht man nun die Nennwerthe und Curse, welche in 
diesem und dem vorigen Paragraphen für die Verwandlung der- 
selben Anleihe in eine gleichwerthige vierprocentige bei verschie- _ 
dener Verzinsung und Tilgung gefunden wurden, so ergibt sich 
für die Nennwerthe 


bei jäbrlicher Verzinsung und Tilgung: 1047227,605, 
bei halbjährlicher Verzinsung und jährlicher Tilgung: 1047630,773, 
bei halbjährlicher Verzinsung u. halbjährlicher Tilgung : 1045607,083. 


Die Curse stellen sich so: 
bei jährlicher Verzinsung und Tilgung: 95,49023, 
bei halbjährlicher Verzinsung und jährlicher Tilgung: _95,45349, 
bei halbjährlicher Verzinsung und halbjährlicher Tilgung: 95,63822. 


Hieraus zeigt sich, dass die halbjährliche Tilgung und Ver- 
zinsung die vortheilhafteste ist, dass hierauf die Jährliche Tilgung 
und Verzinsung folgt und die halbjährliche Verzinsung und jähr- 
liche Tilgung die ungünstigste ist. 


Der Curs hängt von den beiden Zinsfüssen und dann haupt- 
sächlich von der Tilgungszeit ab. Die grössere Dauer vermindert 
den Curs. Diess wird sich an folgendem Falle verdeutlichen. 


8) Eine fünfprocentige Anleihe von 5000000 soll 
durch jährliche gleiche Abtragssummen von 100000 
getilgt und in eine gleichwerthige, vierprocentige ver- 
wandelt werden. Welches ist der Nennwerth? Wel- 
ches der Curs? 


Auflösung. Die Anleihe wird in 50 Jahren getilgt sein. 
Da hier die Gleichung Na. 2) $. 47. zur Anwendung kommt, so 


hat man dort: ’ 
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K=5000000, A=100000, p=5, 9=4, n =, 


A.0,0p _ 5.100000 


ul — 19 
en —= 125000 


-&.0,0p =5000000.0,05= 250000, 


zu setzen und man erhält für den Nennwerth: 


1-—1,04-% 50.125 
0) (850000 — 125000) + en 
— 225000 .21,4821846 4 6250000. 0,1407126 
— 4833491,5388.... + 879453,8437 
—5712945,2835 .... 


Der Curs bestimmt sich hieraus zu: 


100.5000000 
5712915,38.... 


18500000000 = 8,6989700 


125712945 = 6,7568600 
N. 1,921100 = 87,52054. 


10) BI — 87,52054, 


Die früher behandelten Fälle in diesem und dem vorigen Para- 
graphen beruhen auf den gleichen Elementen. Ihr Curs stellt 
sich viel höher. Der Grenzwerth, welchem sich der Curs nähert, 
‚findet sich, wenn man zur ewigen Rente übergeht. In diesem 
Falle hat man in No.2)$. 47. n=w, und da bei einer ewigen 
‘Rente keine Tilgung erfolgt, A=0 zu setzen. Es ergibt sich 
hieraus: 


1m) EEE 
| xp p 
"0,09 


und der Grenzwerth des Curses bestimmt sich durch das Verhält- 

niss der Zinsfüsse 9:9, wie diess sein muss, denn der Curs 

einer Öprocentigen Rente stellt sich, wenn sie in eine 4procen- 
4.100 


tige redueirt wird, auf =75-=80. 


Die Grenze des Nennwerthes einer Rente ist in dem genann- 
ten Falle nach No. 2) $. 47.: 


12) & =KR.n. 


oder, wenn 100 statt X geschrieben wird, ' 


13), X =100.7, 


150 Oettinger: Weitere Ausführung 


und ein Staat, der eine 5procentige in eine 4procentige Rente 
umwandelt, hat für jeden Schuldschein von 100 ein Rentenkapital 
von A, =100.2=125 zu notiren. 


Der Stand des Curses gibt ein wesentliches Moment für die 
Speculation ab. Er kann um so niederer. gestellt werden, je län- 
ger die Tilgungszeit dauert. In diesem Falle wird gerade die 
Speculation am meisten angeregt werden, da sich im glücklichen 
Falle der Gewinn durch die baldige Heimzahlung im vollen Werthe 
steigert. Papiere von geringer Tilgungszeit eignen sich hierzu 
weniger. 


$.. 52. 
Fortsetzung. 


1) Eine Anleihe von 10000000 soll mit 4 Procent 
verzinst und durch gleiche Jahreszahlungen in 30 Jah- 
ren getilgt werden. Bei Uebernahme derselben wird 
verlangt, dass sie in eine gleichwerthige 3,5procentige 
umgesetzt werden soll. Welches ist der Nennwerth 
der umgewandelten Anleihe? Welches der Curs? 


Auflösung. Man hat nach $.49. zuerst die Grösse der 
jährlichen Zahlungssummen L in dem Zinsfusse 4 festzustellen, 
und, wenn diess geschehen ist, sie in gleichwerthige bei dem 
Zinsfuss 3,5 umzusetzen. Geschieht die Tilgung und Verzinsung. 
jährlich, so hat man No. 3) $.49. anzuwenden und X= 10000008, 
p=4, 9=3,5 und n=d0 zu setzen. Hieraus ergibt sich fol- 
gender Nennwerth: | 


B 1—1,035-30 


a 3920454 
= 10000000. 775950333 — 10636139, 


Is 10000000 =17,0000000 

lg 18,3920454 = 1,2646301 

8,2646501 

1g17,2920333 = 1,2378461 
N. 7,0267840 = 10636139. 


Der Curs bestimmt sich nach No. 8) $. 49.: 


11,04% 1.008500 172920333 
3 0-10. 11,055 100-7300 
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| 181729,20333—3,2378461 
| 1518,3920454 = 1,2646301 
N. 1,9732160 — 94,01908. 


4) Die in No. ]) genannte Anleihe soll unter densel- 

ben Voraussetzungen durch gleiche halbjährliche Zah- 

“ Jungssummen getilgt werden. Welches ist der Nenn- 
werth und Curs der umgewandelten Anleihe? 


Um diese Aufgabe zu lösen, hat man No.6) $.49. anzuwenden 
und 7, =2, g,=1,75 zu setzen. Hiernach erhält man: 


0,02 1 — 1,0175 60 


36,9639855 


15369639855 = 8,5677785 


18 34,7608867 = 1,5410909 
N. 7,0266876 = 10633784, 


und es ergibt sich ein Vortheil gegen den vorhin gefundenen Nenn- 
werth, der sich jedoch als unbedeutend herausstellt, aber auch 
nur nominell ist, denn in Wirklichkeit hat der Staat für die um- 
gewandelte Anleihe bei jährlicher Verzinsung und Tilgung: 


_. 10000000.0,04 
7 ..1— 1,0430 
‚und bei halbjährlicher: 


10000000 .0,02 r 
1 —77-1,02-60 7 = 287679,6, 


— 578300,9, 


also weniger als die Hälfte der jährlichen Summe zu zahlen, und 
der Vortheil ist in Wirklichkeit grösser. 


Der Curs bestimmt sich aus $. 49. No. 9): 


121,09-0 0,175 || 34,7608867 
6) C=100.— 9377 1,0175-5 = 100. 36.963085 


— 94,03996, 


18 3476,08867 = 3,5410909 


18 36,9639855 — 1,5677785 
N. 1,9733124 = 94,03996. 


Soll aber die obige Anleihe in 50 Jahren durch gleiche Zah- 
Iunggistungen getilgt und zu dem Ende in eine 3,öprocentige 


[3 
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verwandelt werden, so ist bei jährlicher Verzinsung und Tilgung 
der Nennwerth aus No. 3) $. 49.: 


0,04 1—1,035-50 


7) K, — 10000000. T_1,04-% o TOO 
23,4556179 


Der Curs bestimmt sich, wenn gleichfalls von Ausführung der 
Rechnung abgesehen wird: 


1—1,04-50 0,035  __.n 21,4821846 
8 = 100. Teen 


— 91,5646. 


Geschieht die Verzinsung und Tilgung durch gleiche Halbjahres- 
zahlungen, so stellt sich bei der Umwandlung der Nennwerth auf 


1— 1,0175 100 0,02 
9) K, = 10000000. 77001758 . 1 1,03-100 


47,0614730 __ 
= 10000000. 73 -ggg3515 = 10919550. 


Der Curs stellt sich in diesem Falle auf: 


— 1.,02-100 
1-Logn 0,0195, 0098 


43.0983516 
10) C=100.— 9,98 —"1-1,0175-10 


47,0614730 
—=91,57881. 


Hier erscheint der Nennwerth der halbjährlichen Tilgung (No.9)) 
grösser, als der bei jährlicher (No. 7)). Diess ist aber in der That 
nur nominell, denn die jährlichen Zahlungssummen für die redu- 
cirte Anleihe betragen in Wirklichkeit: 


004. | 
L=10000000 7 —7.04-5=465502.1 


die halbjährlichen: 
0,02 
L, = 10000000. 11,090 = 232027,5, 


also weniger als die Hälfte der jährlichen. Daher ist die letzte 
Tilgungsweise in der Wirklichkeit vortheilbafter, wenn auch der 
Nennwerth etwas höher erscheint. Hiermit stimmt das zu No. 5) 
‚Gesagte überein. | e 


der politischen Arithmetik. Fersen 153 


. 53. 


Vergleichung der Werthe der Anleihen unter einander 
bei verschiedenen Cursen und verschiedenen Zins- 


füssen. 


Werden auf Anleihen, die nach einem,bestimmten Tilgungs- 
plan in einem gegebenen Zinsfusse getilgt werden sollen, Ange- 
bote mit verschiedenen Cursen und Zinsfüssen gemacht, so han- 
delt es sich darum, anzugeben: Welches das vortheilhafteste 
Anerbieten sei? Die Beantwortung dieser Frage fällt mit der Auf- 
gabe zusammen, die Werthe der Anleihen bei verschiedenen Cur- 
sen und Zinsfüssen mit einander zu vergleichen. 


Aus den bisherigen Mittheilungen leiten sich zur Beantwor- 
tung der vorstehenden Frage folgende Methoden ab: 


a) Man: bestimme zuerst die Nennwerthe,: welche entstehen, 
wenn die fragliche Anleihe in eine gleichwerthige für jeden ein- 
zelnen Zinsfuss der verschiedenen Anerbieten verwandelt wird; 
ferner berechne man aus den angebotenen Cursen die Nennwerthe, 
welche erfordert werden, um die ausgebotene, Anleihe zu verwirk- 
lichen; dann vergleiche man die zwei zusammengehörigen Nenn- 
werthe eines und desselben Anerbietens. Die hieraus sich erge- 
benden Unterschiede werden über das vortheilhafteste Anerbieten 
entscheiden. 


b) Man bestimme die Grösse der jährlichen Zahlungssummen, 
die erforderlich sind, um die Anleihe nach dem gegebenen Til- 
gungsplane zurückzuzahlen, und vergleiche diese Werthe unter 
einander. Der niederste Werth wird das vortheilhafteste Aner- 
bieten bezeichnen. Hiebei wird genügen, nur eine Jahreszahlung 
aus den verschiedenen Anerbieten zu bestimmen, da alle übrigen 
bei demselben Tilgungsplane unter sich in dem gleichen Verhält- 
nisse stehen. 


c) Man bestimme die Curswerthe, welche sich für die aus- 
gebotene Anleihe ergeben, wenn sie nach den vorliegenden An- 
‚geboten in eine gleichwerthige für die vorgeschlagenen Zinsfüsse 
verwandelt wird, und vergleiche sie mit den angebotenen Cursen. 
Aus den sich ergebenden Differenzen wird sich auf das vortheil- 
hafteste Anerbieten schliessen lassen, denn der höhere Curs ist 
vortheilhafter, als der niedrigere. 
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Wir wenden uns nun zu Anwendungen und wählen hierbei 
die Tilgung der Anleihe durch gleiche Zahlungssummen, weil diese 
die Rechnung erleichtern. 


$. 54. 
Anwendung der in $. 53. angegebenen Methoden. 


1) Ein Staat will eine Anleihe von 10000000 machen, 
die in gleich grossen jährlichen Summen innerhalb 50 
Jahren getilgt werden soll und zu 5 Procent al pari 
ausgeboten wird. Folgende Angebote zur Uebernahme 
werden gemacht: 


A übernimmt die Anleihe als eine 4,öprocentige im 
Curse von 9,5 statt 100; 
B übernimmt sie als eine Aprocentige im Curse von 


85 statt 100; 
C übernimmt sie als eine 3,öprocentige im Curse von 


78 statt 100 und 
D als eine 3procentige im Curse von 7I statt 100. 


Welches ist das vortheilhafteste Anerbieten? 


Auflösung nach der ersten Methode für das Anerbie- 
ten von A. 


Der Nennwerth der fraglichen Anleihe bestimmt sich, wenn 
sie in eine gleichwerthige 4,öprocentige umgesetzt wird, nach No.3) 
8.49. bei jährlicher Tilgung: 3% 


1-— 1,0455 0,05 


19,7620078 
— 10000000 . 18.9550955 7 10824980, _ 


lg 107.19,7620078 = 8,2958311 
lg 18,255925 — 1,2614039 
N. 7,0344272 = 10824980. 


Bietet A 92,5 statt 100 bei 4,5 Procent, so braucht der Staat 
ein Kapital, dessen Nennwerth sich zu ' N, 


100. 
3) N — 10810810,8 
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berechnet. Aus der Vergleichung mit No. 2) ergibt sich hieraus 
ein Vortheil für den Staat von 


4) V = 10824980 — 10810810 —= 14170. 


Auflösung für das Anerbieten von B. 


Wird die Anleihe in eine gleichwerthige 4procentige umge- 
setzt, so ist der Nennwerth: 


1— 1,0450 0,05 


5) Kı — 10000000 . 0,04 . 1-1,05-% 
21,4821846 
— 10000000. 18,9550355 ” 11767230, 
15 107.21,4821846 =8,3320783 
Ig 18,2559255 = 1,2614039 


N. 7,0706744 ==: 11767230. 


Da A bei 4 Procent 85 statt 100 bietet, so braucht der Staat zur 
Deckung seines Bedürfnisses ein Kapital im Nennwerthe von 


6) nn ha — 1176470588... 


Aus der Vergleichung mit No. 5) ergibt sich ein Vortheil von 
7) V = 11767230 — 11764706 = 2524. 


Auflösung für das Anerbieten von C. 


Wird die Anleihe in eine gleichwerthige 3,5procentige ver- 
warflelt, so ergibt sich für dieselbe ein Nennwerth von: 
1—1,035-50 0,05 

0,055 "1—1,05-50 
23,4556179 
18,2559255 
lg 107. 23,4556179 = 8,3702470 


1218,255955 = 1,2614039 
N. 7,1088431— 12848225. 


Da C 78 statt 100 bei 3,5 Procent anbietet, so braucht der Staat 


8) K, = 10000000. 


—= 10000000. — 1284822, 


zur Deckung seines Bedürfnisses: 


__10000000.100 


TR R= 78 —12820512,82. 
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Es ergibt sich daher ein Vortheil von 
10) V — 12848225 — 12820513 27712. 


Auflösung für das Anerbieten von D. 


Wird die Anleihe in eine gleichwerthige 3procentige verwan- 
delt, so ist ihr Nennwerth: 


1 — 1,035° 0,05 


11) K, =10000000.— 5.05 11,055 | 
25,7297640 


—= 10000000. 18.255035 ” 14093920, 


18107.25,729764 — 8,4104357 
1518,2559%55 = 1,2614039 


Bei dem Anerbieten von 71 statt 100 bedarf der Staat zur‘ , 
Deckung seines Bedürfnisses ein Kapital, dessen Nennwerth 


-100.10000000 


12) = Ten seım 14084507,04 
ist. Es ergibt sich daher ein Vortheil von 
15) V = 14093920 — 14084507 = 9413. 


Die gemachten Anerbieten ordnen sich daher in folgender Weise: 


das Anerbieten von C gewährt einen Vortheil von 27713, 


9 9 „9 A >) > ER) x „ 14170, 
9 ” 7 D > b>) b>) & 9413, 
> B „> 3 Er} £}) 2524. 9 


Auflösung der Aufgabe nach der zweiten Methode. 


Soll eine Anleihe von 10000000 jährlich durch gleich grosse 
Summen bei 5 Procent in 50 Jahren getilgt werden, so ist die. 
jährlich zu zahlende Summe: 


0,05 
15) Z = 10000000. 1— 1.95» = 5477674, 
1810000000 - = 7,0000000 


15 18,2559255 — 1,2614039 
N. 5,7385961 —=547767,4. 


Anerbieten des A. Bei einem Curse von 99,5 statt 100 
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bedarf der Staat nach No. 4) ein Kapital im Nennwerthe von 
10810810,8.... und muss diese Summe zu 4,5 Procent verzinsen 
und tilgen. Die jährliche Zahlungssunme beträgt hierfür: 


0,045 10810810,8 
16) L=10810810,8.— 75-55 = 19,7630078 = 31700,25. 


le 10810810,8 = 7,0338583 


ls 19,7620078 = 1,2958311 
N. 5,7380272 = 547050,25. 


Anerbieten des B. Bei einem Anerbieten von 85 statt 100 
für den Zinsfuss 4 bedarf der Staat zur Deckung seines Bedürf- 
nisses nach No.6) die Nominalsumme 11764705,88. Um diese 
Summe in 50 Jahren bei 4 Procent zu tilgen,. ist die jährliche 
Summe nöthig: 


0,04 11764705,88 
1— 1,0450 7 21,4821846. 


1811764705 =17,0705811 
lg 21,4821846 — 1,3320783 
N. 5,7385028 — 547649,6. 


17) L=11764705. —3547649,6, 


Anerbieten des ©. Der Staat bekommt 78 statt 100 und 
bedarf daher nach No. 9) die Nominalsumme 12820512,82..2 Diese 
hat er in 50 Jahren bei 3,5 Procent zu tilgen. Die jährliche Zah- 
lung beträgt hiefür: 

0,035 12820512,8 
Pt [°9) 9) 3 > w 
18) L=12820512,8. 7,0959 33 155617 9= — 546586, 
Is 12820512,8 =17,1079054 


Ile 23,4556179 = 1,3702469 
N. 5,7376585 —546586,0. 


Anerbieten des D. Statt 100 bekommt der Staat 71 und 
braucht daher zur Deckung seines Bedürfnisses die Nominalsumme 
14084507,04 nach No. 12). Diese Summe hat er in 50 Jahren zu 
3 Procent zu tilgen. Die jährliche Summe hiefür beträgt: 


20,03 _ 14084507, 04 


lg 14084507,0 —=17,1487417 


18:25,7297640 = 1,4104387 
N. 5,7383060—547401,5. 
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Nach dieser Auflösung ordnen sich die Anerbieten wie folgt. 
Die jährliche Ausgabe beträgt | | 


bei dem Anerbieten des C: 546586 


TE! > „A: 547050,2 
u # „ BD: 547401,5 
FE r „ B: 547649,6 
bei vollem Wertbe: 547767,4. 


Auflösung der Aufgabe nach der dritten Methode 
des $. 53. für das Anerbieten des A. Wird die 5procentige 
Anleihe in eine gleichwerthige 4,5procentige verwandelt, so ist 


ihr Curs nach No. 8) $. 49.: 


1— 1,0550 0,045 __'100.18,2559255 
0,05 "1-1,045-50 7  19,7620078 


— 99,379, 


0 C=1W. 


wie sich leicht aus den Werthen von No. 2) berechnet. A bietet 
92,5. Hieraus ergibt sich ein Vortheil von 


21) = 92,5 —- 9,379 0,121. 


Zu demselben Resultate gelangt man durch Anwendung der Glei- 
chung No. 4) $. 46. 


Anerbieten des B. Der Curs der vorstehenden Anleihe, 
wenn sie in eine gleichwerthige 4procentige verwandelt wird, be- 
stimmt sich zu: 


1—1,05-% 0,04 ._100.18,2559255 4 
0,05 "11,045 21,4821846 


— 84,9817. 


2) C=10. 


B bietet 85. Hieraus ergibt sich ein Vortheil: 
23) V =85—84,9817 = 0,0183. 


Anerbieten des C. Der Curs für die Anleihe, wenn sie 
in eine d,dprocentige umgesetzt wird, bestimmt sich zu: 


1—1,05-59% 0,035  __100.18,2559255 
0,05 "1—1,035-5077  23,4556179 


— 77,8318. 
C bietet 78. Der Vortheil ist daher: 


25) V = 78 — 77,8318 = 0,1682. 


24) C=100. 
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Anerbieten von D. Der Öurs für die Anleihe, wenn sie 
in eine 3procentige verwandelt wird, bestimmt sich zu: 


1— 1,055 0,03 100 ..18,2559255 


2) C= 100.05 E07 


— 70,95261. 
D bietet 71. Hieraus ergibt sich ein Vortheil von: 
27) V =71-—70,95261 = 0,04739. 


Hiernach ordnen sich die Anerbieten in folgender. Weise: 


Anerbieten des C: 0,1682, 


$ 09 
$, „.D: 0,0473; 
er) er B: 0,0183. 


Vergleicht man nun die auf die drei Methoden gefundenen 
Resultate, so führen sie sämmtlich zu derselben Aussage, dass 
C das vortheilhafteste Anerbieten mache. Die beiden ersten Me- 
'thoden hehen das Resultat stärker hervor, als die dritte. Sie 
empfehlen sich daher als die zweckmässigeren. 


Da namentlich die Cursbestimmung der Staatspapiere eine 
praktische Bedeutung hat und der Zinsfuss 5 oder 4,5 bei ihnen 
-an der Börse durchschnittlich als Basis dient, so soll noch fol- 
gender Fall hier betrachtet werden, wobei jedoch nur das Resul- 
tat der Rechnung angegeben, die Zwischenrechnung aber der 
Kürze wegen übergangen wird. 


$. 55. 


KFortsetz’ung. 


1) Eine Anleihe von 10000000 soll zu 4,5 Procent auf- 
genommen und in 50 Jahren durch gleiche Jahreszah- 
lungen getilgt werden. Sie wird al pari ausgeboten. 
A bietet 92 statt 100 bei 4 Procent; B 84,5 statt 100 bei 
35; C 77 statt 100 bei 3 Procent. Welches ist das vor- 
theilhafteste Anerbieten? 


Auflösung nach der ersten Methode für das Aner- 
bieten von A. Wird die Anleihe in eine gleichwerthige bei 
4 Procent verwandelt, so bestimmt sich der Nennwerth zu: 


Re 
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— 1,0450 0,045 
2) K= 10000000. 0,04 "11,089 


21,4821846 
— 10000000. 19,7620078 7 — 10870440. 
Der Staat bedarf zur Deckung seines Bedürfnisses die Nominal- 


summe: 

3) K ZUR: 108695652. 
Hieraus ergibt sich ein Vortheil von 

4) V = 10870440 — 10869565 = 875. 


Anerbieten des B. Für die Umwandlung der Anleihe in 
eine gleichwerthige 3,öprocentige ergibt sich ein Nennwerth von 


1— 1,03550 0,045 


5) K= 10000000. DO . 11,055 
33,4556179 
— 10000000. 19,7620078 — 11869050. 


Der Staat bedarf bei dem Anerbieten des B die Nominalsumme von 


100. 10000000 


Es ergibt sich ein Vortheil von: 
7) V = 11869050 — 11834320 = 34730. 


Anerbieten des C. Der Nennwerth der Anleihe, wenn sie | 
in eine gleichwerthige 3procentige umgewandelt wird, bestimmt 
sich zu: 


1— 1,0350 0,045 


8) K, = 10000000. 903 - "T-108-0 
a 25,7297640 __ 
— 10000000. 19,7620078 13019810. 


Der Staat bedarf bei dem Anerbieten des C die Nominalsumme von 


100. 1000000 
9) K, = 7 — 12987012,98. 


Der sich ergebende Vortheil ist: 
10) V = 13019810 — 12987013 = 32797. 


Es ordnen sich die Anerbieten in folgender Weise: 


der politischen Arithmetik. 161 


Anerbieten des B bei 3,5 Proc.: 34730, 

P}) BP] C ei) 3 > 32797, 

B}) B>} A BJ 4 „> 875. 
Auflösung nach der zweiten Methode durch Verglei- 


chung der jährlichen Tilgungssummen. 


Zur Tilgung der Anleihe im vollen Werthe wird folgende jähr- 
liche Summe erfordert: 


0,045 10000000 Dem 


Anerbieten des A. Zur Tilgung der Anleihe nach dem 
Anerbieten des A bedarf der Staat jährlich folgender Summe: 


0,04 10869565,2 __ 


Anerbieten des B. Hiefür bedarf der Staat folgender 
jährlichen Summe: 
0,035 11834319,5 
13) L= 118343195. 1-1,0385-55°7 55.1556179 >04540,9. 


Anerbieten des C. Der Staat bedarf hiebei jährlich fol- 
_ gender Summe: 
0,03 12987012,9 


Hiernach ordnen sich die jährlichen Zahlungssummen in fol- 
sender Weise. Der Staat bedarf jährlich bei dem 
Anerbieten des B bei 3,5 Procent: 504540,9, 
> ERS + 504746,5, 
2 B>] A Br) 4 > 505980,6 9 
im vollen Betrage bei 4,5 3 5060213. 
Auflösung nach der dritten Methode durch Verglei- 
‘ehung der Curswerthe. 
Anerbieten des A. Der Curs bestimmt sich durch Um- 
“setzung der Anleihe in eine gleichwerthige Aprocentige zu 
1— 1,045-50 0,04 _100.19,7620078 
15) C=10. 045 11,049 "IL A821846 
— 91,9923. 


A bietet den Curs 92 an. Der Vortheil beträgt: 


| j 
5 
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16) v= 92 — 91,9923 = 0,0077. 


Anerbieten des B. Der Cins stellt sich bei der Umwand- 
lung der Anleihe in eine 3,öprocentige zu: 


1—1,045-50 . 0,035 100.19,7620078 
I. 0 100.5 11.035590 93,4850170 
— 84,29158. 
Der Vortheil ist, da B den Curs 84,5 bietet: 
18) V = 84,5 — 84,29155 = 0,20842. 


Anerbieten des C. Der Curs stellt sich bei der Umwand- 
lung der Anleihe in eine 3procentige zu: Ä 


1—1,045-50 0,03 __.100.19,7620078 
0,055  "1-—-1,03-50 7 235,7297640 
— 76,8060. 


19) C=1W8. 


B bietet den Curs 77. Der Vortheil ist: 
20) V —=177 —76,8060 = 0,194. 


Hiernach ordnen sich die gemachten Anerbieten in derselben Weise 
wie früher. B macht das vortheilhafteste Anerbieten. 


Die Tilgung der Staatsanleihen umfasst in der Regel keinen 
längern Zeitraum als 50 Jahre. Nur hei Eisenbahn-Anleihen kom- 
men Tilgungspläne von längerer Dauer (bis zu 90 und 100 Jahren) 
vor. Daher sind die in diesem und dem vorigen Paragraphen 
gefundenen Resultate geeignet, im Allgemeinen als Anhaltpunkte 
bei Beurtheilung des Werthes der Papiere, die in irgend einem. 
niedern Zinsfuss (g) verzinst werden, und ihrer Curswerthe zu 
dienen, wenn hiebei der Zinsfuss 5 oder 4,5 als Basis der Ver-. 
zinsung betrachtet wird. Mit Abnahme der Tilgungszeit heht sich 
der Curs. Bei dem Schluss derselben geht er in den vollen Werth 
über. Nimmt man nun das Schlussjahr der Tilgungszeit (also eine 
Tilgungszeit von einem Jahre) in die Betrachtung auf, so hat man 
zur Bestimmung des Curswerthes eines g Procente tragenden 
Schuldscheines von 300 in Beziehung auf den Zinsfuss p für die 
Dauer eines Jahres folgende Formel: 


: EN 1,09 
21) C=10.77,. 


Benutzt man dieselbe und die in diesem und dem vorigen Para- 
graphen gefundenen Resultate, so erhält man folgende Zusammen- 
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‘stellung, worin die Curswerthe der in verschiedenen Zinsfüssen 


zu verzinsenden Papiere für die Tilgungsdauer von einen und 
von 50 Jahren und einer ewigen Rente auf den Zinsfuss 5 und 
4,5 bezogen sind. 


Wenn der Zinsfdss 5 als Basis der Verzinsung dient: 


Curswerth für i 
. i . ‚Curswerth für 
die Tilgungszeit| . Curswertl 

eine Tilgungs- 


Zinsfuss. von 1 Jahr ü einer ewigen 
(Schlussjahr der BE IPR N? Rente. 
EHRE. Jahren. 
4,5 49,6238 92,379 0 
4 99,0479 84,9817 S0 
3,0 98,5714 77,8318 70 
9% 98,0952 70,9526 60 


Wenn der Zinsfuss 4,5 als Basis der Verzinsung dient: 


4 99,5215 91,9923 88,8883 
3,9 - 99,1387 84,2915 PETERS 
B) 98,5645 76,8060 66,666 


$. 56. 
Die grossherzoglich badische Anleihe vom Jahre 1842. 


Da es hauptsächlich darauf ankommt, die Art und Weise ken- 
nen zu lernen, wie die Werthberechnung der Staatsanleihen durch- 
zuführen ist, so wählen wir hiezu die grossherzoglich badische 
Anleihe vom Jahre 1842 im Betrage von 12 Millionen &ulden und 


die königlich preussische vom Jahre 1859 im Betrage von 30 Mil- 


lionen Thaler zur nähern Betrachtung. 


Die Grösse der Anleihen ist in der Regel gleichgültig, denn 
es handelt sich hauptsächlich um Feststellung des Tilgungsplans 
und des Curses und die sich daran schliessenden Consequenzen. 
Es werden daher solche Summen gewählt werden, welche die 
Rechnung erleichtern, wie z. B. 10000000, denn die Reduction auf 
den wirklichen Werth und Stand der Schuld ergibt sich hieraus 
leicht durch eine einfache Multiplikation. Wird nämlich die runde 
Zahl 10000000 statt 12000600 oder jeder andern gewählt, und wird 
der Tilgungsfonds, Stand der Schuld und Zahlungssumme hier- 
nach festgestellt, so ergeben sich die bezüglichen Werthe für die 
Anleihe von 12000000 durch eine Multiplikation mit 1,2 ganz leicht. 
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Die Aufnahme und Tilgung der badischen Anleihe von PD . 


Millionen ist durch das Gesetz vom 10. September 1842 bestimmt. 
Die hierher gehörigen Bestimmungen sind folgende: 


Art. 2. „Das Anlehen ist durch den Verkauf von 3,5- oder 
4procentigen, auf den Inhaber lautenden und»von Seiten der Gläu- 


biger unaufkündbaren Partial-Obligationen zu machen. Die Zinse 


werden halbjährlich bezahlt und können nach Wahl der Cre- 
ditoren bei allen grossherzoglichen Staatskassen oder in Frankfurt 
bei dem damit betraut werdenden Banquier erhoben werden. “ 


Art. 3. „Zur allmäligen Heimzahlung des Anlehens wird ein 
Tilgungsfonds festgesetzt, der gleich im ersten Jahre wenigstens 
ein halbes Procent des Kapitals betragen und bis zur vollstän- 
digen Heimzahlung jährlich mit sechs Procent seines Betrags 
wachsen muss. “ 


Die übrigen Artikel enthalten die Gewährleistung der Schuld 
durch die Landstände, Bestimmungen über Dotirung des Tilgungs- 
fonds, und sichern dessen Zahlungsfähigkeit, so wie die Durch- 
führung des mit den Landständen hierüber vereinbarten Gesetzes. 


Die Bedingungen, worauf der Caleul ruht, sind hiernach: die 
Anleihe kann zu 4 oder 3,5 Procent begeben werden; die Zinse 
werden halbjährlich bezahlt; die Tilgung geschieht jährlich; der 
Tilgungsfonds beträgt am Ende des ersten Jahres 2 und wächst 
jährlich um 6 Procent. 


Setzt man nun der bequemern Rechnung wegen die Grösse 


der Anleihe zu 10 Millionen, so kommen die Sätze des $. 39. in - 


Anwendung. Die Tilgungssumme des ersten Jahres ist daher: 


1) A, = 10000000.0,005 = 50000, 
die des rten ist: 
2) Ar = A, .1,0w"-! = 50000. 1,06r—1, 


Die Grösse der am Ende des rten oder Anfang des (r + D)ten 
Jahres gezahlten Schuld ist nach No. 3) $. 39. : 


1,06r — 1 


Der Stand der Schuld am Ende des rten oder Anfang des fol- 
genden ist nach No. 6) $. 39.: 


4) | S- == 10000000 — 50000. — — _.. 
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Die Anleihe wird nach &. 39. No. 8) in 


5) 


106” — 1 __ 10000000 “ 
= x 90000," "7." 


0,06 


44 Jahren getilgt sein, wie sich aus den Tafeln ergibt. Direct 
bestimmt sich die Tilgungszeit aus No. 9) $.39. auf: 


6) 


2 18 (10000000. 0,06 + 50000) — 1250000 


0,0253059 


181,06 
__18650000— 1250000 5,8129134 — 4,6989700 
2 0,0253059 . 
1,1139434 
= 0.053050 7 44,01911 


Jahre. Nach diesen Prämissen ergibt sich folgende Zusammen- 
stellung für die Art, wie diese Anleihe getilst wird: 


Zahl 
der 
Jahre. 


SOIDITR CD 


Tilgungs- 
summe. 


50000 
53000 
56180 
59550,8 
63193,848 
66911,279 
70925.956 
75181,513 
79692,404 
84473,948 
89542.385 
04914,928 

100609,824 

106646,413 

113045,198 

119827,909 

127017,584 

134638,639 

142716,958 

151279,975 

160356,774 

169978,180 

180176,871 

190987,483 

902446,732 

314593,536 


ED EEE 7 ET EEE EBENE EEE an ER 0 WERE EEE SEE BETEN EEE EEE 


nn nn nn nen 
ni nn innen. 


7) 


Grösse der getilgten | Stand der Schuld am 
Schuld am Ende des 
Jahres oder Anfang 


Ende des Jahres 
oder Anfang des 


des folgenden. folgenden. 
50000 9950000 
103000 9897000 
159180 9840820 
218730,8 9781269,2 
281854,648 9718145,352 
348765,927 9651234,073 
419691,882 9580308,118 
494873,395 9505126,605 
574565,799 9425434,201 
659039,747 9540960,253 
748582,131 9251417,869 
843497,059 9156502,941 
944106,883 9055893,117 
1050753,296 8949246,704 
1163798,494 8836201,506 
1283626,403 8716373,597 
1410643,987 8589356,013 
1545282,626 8454717,374 
1637999,584 8312000,416 
1839279,560 8160720,440 
1999636,333 8000363,667 
2169614,513 7830385,487 
2349791,383 7650208,617 
2540778,866 7459221,134 
2743225,598 7256774,402 
2957819,134 7042180,866 
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j Grösse der getilgten | Br 
Zahl Tileungs- ‚Schuld am Ende des Stand der Schuld am 
der ä : } 1..,Ende des Jahres oder 
summe. Jahres oder Anfang des 
Jahre. enden. Anfang des folgenden. 

37  1,227469,148 31852882852 | 6814711,718 

25 1 241117,297 3426405,579 6573594,421 

29 | 255584,335 3681989,914 6318010,086 
30 | 270919,395 3952909,309 6047090,691 

31 | 287174,558 4240083,867 5759916,133 

32 | 304405,032 4544488,902 5455511,098 

33 | 322669,394 4867158,233 5132841,767 

34 | 342029,494 5209187,727 4790812,273 

35 | 362551,264 5571733,994 4428261,006 

36 1:384304,339 5956043,330 4043956,670 

37 | 407362,600 6363405,930 3636594,070 

38 | 431804,356 6795210,285 3204789,715 

39 | 457712,617 7252922,903 2747077,097 

40 | 485175,374 7738098,277 3261901,723 

41 | 514285,897 8252384,178 1747615,822 

42 | 545143,051 8797527,228 1202472,772 

43 |577851,634 9375378,862 624621,138 

44 | 612522,732 9987901,594 12098,406 

45 | 12098,406 | 10000000 


Da nun die Anleihe als eine 4procentige begeben (die auch 
in eine 3,5procentige umgewandelt werden kann), halbjährlich ver- 
zinst und jährlich getilgt wird, so berechnen sich die Summen, 
welche in den verschiedenen Halbjahren zu zahlen sind, nach 


folgenden Formeln: 


5) Ler-ı = Sr-1.0,0p1 und L2r =. Sr—1.0,0p1 + T,: 


Wir stellen sie, um Raum zu ersparen, in folgender Weise, ge- 
trennt von der Tabelle No. 7), zusammen: 


9) 
Halb-| Zahlungs- $Halb- 
jahr. summe. jahr. 
ı 200000 | 13 
2 | 250000 14 
3 | 199000 15 
4 | 252000 16 
5 | 197940 17 
6. | 254120 18 
7 | 196816,4 19 


8 |256367,2. 120 
9 | 195695,384 1 21 
10 | 258749,1321 2 
11 | 194362,907 | 23 
12 | 261274,186. | 24 


Zahlungs- 
summe. 


193024,681 
963950,636 
191606,162 
966787,675 
190102,532 
969704,035 


ı 188508,684 


972982,632 
186819,205 
376361,590 
185028,357 


ı 279943,285 
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Zahlungs- 


summe. 


Halb- | Zahlungs- FHalb- 
summe. 


Jahr. 


Jahr. 


25 | 183130,059 ! 58 | 387056,923 
2%6 | 283739,882 1 59 | 126360.202 
97 | 181117,862 1 60 | 397379.597 
38 | 287764,275 | 61 | 120941.814 
29 | 178084,934 | 62 | 408116,372 
30: | 292030,132 1 63 | 115198.323 
31 | 176724,030 | 64 | 419603.354 
32 | 206551,939 | 65 | 109110. 
33 | 174327,472 | 66 | 431779,556 
34 |301345.056 | 67 | 102656.835 
35 | 171787,120 1 68 | 444686.329 
36 | 306425,7591 69 | 95816,245 
37 | 169094,347 | 70 | 458367,509 
38 | 311811.305 | 71 | 88565.220 
39 | 166240,008 | 72 | 472869,559 
40 | 317519,983 | 73 | 80879,133 
41 | 163214,409 | 74 | 488241.733 
42 1323571,182| 75 | 72731,881 
43 | 160007.2731 76. | 504536.237 
44 | 329985.453 1 77 | 64095794 
45 | 156607,710 | 78 | 521808411 
46 | 336784,581 1 79 | 54941.502 
47 | 153004,1721 80 | 540116,916 
48 | 343991,655 | SI | 45238.034 
49 | 149184,423| 82 | 557523.931 
50 |351631,155 8 83 | 34952316 
51 | 145135.488| 84 | 580095.367 
52 | 359729.0241 85 | 24049,455 
53 | 140843,617 | 86 | 601901.089 
54 | 368312765 | 87 | 12492,422 
55 | 136294,234 | SS | 625015,154 
56.1 377411,531 | 89 241,968 
57 | 1314718884 90 | 12340,374 


Diese Anleihe wird durch steigende Summen zurückgezahlt. 

Die beiden Summen des ersten Jahres betragen 450000, die des 

20sten 483759,991, die des A4sten 637507,576, die des Aösten Jah- 
res die Restschuld mit 12098,406 sammt Zinsen. 


Der Tilgungsplan kann, wie sich von selbst versteht, nicht 
in der Strenge, wie ihn der Galeul vorschreibt, eingehalten wer- 
den, denn die Schuldscheine werden gewöhnlich in runder Summe 
von wenigstens 100 ausgegeben und müssen daher auch in die- 
sen Summen zurückgezahlt werden. Die Tilgungssummen der 
Tabelle No.7) müssen hiernach modifieirt, also zu einer runden 
Summe von 100 ergänzt oder vermindert werden. Dadurch wer- 
den auch die Zahlungssummen in No. 9) in etwas, aber nur unbe- 
deutend geändert, so dass der Tilgungsplan im Wesentlichen keine 
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= ’ ; - fe 7 >. 
7: Be 


Abänderung erleidet. Das Gesetz vom 10. September 1842 wird 
dadurch nicht alterirt. 


$. 57. 


Umwandlung dieser Anleihe in eine gleichwerthige 
' 3,5procentige und Bestimmung ihres Nennwerthes und 
Curses. 


Da nach dem bezüglichen Gesetze diese Anleihe auch als eine 
3,5procentige aufgenommen werden kann (sie wurde als solche be- 
geben), so fragt es sich: wie stellt sich in diesem Falle ihr Nenn- 
werth und Curs. Der Tilgungsplan, wie er.in No. 7) und No. 9) $.56. 
für diese Anleihe angegeben wurde, bleibt auch für die umge- 
wandelte Anleihe in Kraft. 


Bei der Umsetzung in eine 3,öprocentige kommen die in $. 48. 
angegebenen Resultate zur Anwendung. Da aber n keine ganze 
Zahl (No.6) 8.56.) bedeutet, so hat man die Restschuld in Rech- 
nung zu bringen. Die Verzinsung geschieht halbjährlich, die 
Tilgung jährlich. Man hat daher die Gleichung No.7) $.48. zu 
benutzen und X= 10000000, A=50000, w=6, p=?2. 1=1,;75, 
n—44 und S,,—12098,406 zu schreiben. Hiernach entsteht: 


50000.0,02, 1 — 1,0175-38 
) K= (10000000.0,02. ya 


1,06 
4+.(50000— 50000. a re 
12098,406 
+ 1,0175 ' 
Nun ist: 
151,06 — 1,1134581,, 
le 1,017588 — 0,6630288 
N. 0,4504293 = 2,8211699, 
also: 
ige -1=1,821169. 


Werden nun die in No. I) angezeigten Werthe eingeführt und be- 
rechnet, so erhält man hieraus: 
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650000 
HB 


16375.1,8211699 | 12098,406 
0,02469375 4,6028707 ’ 


.44,7282444 + 


Is 16375—4,2141813 
18 1,8211699—0,2603504 
4,4748317 
18.0,02469375 —0,3925870— 2 
N. 6,0810447 = 1207633, 1, 
Ic 12098,406 — 4,0827282 
1#1,017588—0,6630287 
N. 3,1106005 = 2628,48. 


Hiernach ist der gesuchte Nennwerth der in eine 3,5procentige 
umgewandelten Anleihe: 


2) K, = 9691119,623 + 1207632,1 + 2628,448 
— 10901380,171. 


Der Curs bestimmt sich zu: 


,  100.1000000 
3) C = 7001380.17 — 91,7315, 


Ic 100..10000000 = 9,0000000 


lg 10901580 = 7,0374815 
N. 1,9625185 = 91,7315. 


Nach einer Bekanntmachung des grossherzoglich badischen 
Finanzministeriums vom 24. Oktober 1842 wurde die Eisenbahn- 
Anleihe von 12 Millionen Gulden an die Bankhäuser M. A. von 
Rothschild und Söhne, Johann Goll und Söhne zu Frankfurt 
a.M. und S. von Haber und Söhne zu Karlsruhe dem Verneh- 
men nach im Curse von 92 in 33procentigen Partial-Obligationen 
überlassen und hievon eine dem Bedürfnisse für die Budgetperiode 
entsprechende Summe von 6600000 Gulden aufgenommen, welche 
vom 1. Januar 1843 an verzinst wird. 


Die Anleihe wurde hiernach zu günstigern Bedingungen be- 
geben, denn der Nennwerth, welcher diesem Curse entspricht, ist: 


__100.10000000 


4) K,=— 5 — = 10869565,217. 


Der Vortheil, welcher sich bei dieser Begebung für den Staat 
ergibt, stellt sich auf : | 


5) Y = 10901380,171 — 10869565,21 = 31814,96. 
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Dieser Gewinn ist jedoch bei einer Anleihe von 10 Millionen 
nicht sehr bedeutend, und es fragt sich, ob es nicht vortheilhaf- 
ter gewesen wäre, hierauf zu verzichten und das Kapital im vol- 
len Werthe zu 4 Procent aufzunehmen, wie das Gesetz voraus- 
gesehen hat, weil immer noch die Möglichkeit vorhanden gewesen 
wäre, in späterer und zu günstiger Zeit den Zinsfuss von 4 auf 
3.5 herabzusetzen, wie diess in ähnlichen Fällen schon früher 
geschah. 


Diese Anleihe findet sich auch in meiner Theorie der Lotterie- 
Anleihen behandelt. Dort ist jedoch eine viel zusammengesetz- 
tere Formel zur Werthberechnung angegeben, wodurch die ohnehin 
schon mühevolle Arbeit noch mühevoller wird. Hieraus erklärt 
sich auch die kleine Differenz zwischen dem dort aufgefundenen 
Resultate und dem hier gegebenen, was wohl von der Rechnung 
mit Logarithmen herrührt, die in der hier gegebenen Formel theil- 
weise umgangen ist. 


Würde die Anleihe durch gleiche jährliche Summen verzinst 
und getilgt werden, so würde sich der Nennwerth und Qurs nach 
8.49. No.3) und No. 8) auf folgende Weise bestimmen: 


0,04 1— 1,035 
1—1,04-#""" 0,085 
24 10000000. REST 
20,5488413 
Ig 107.22,28279 = 8,3479696 
1820,548841 = 1,3127873 
N. 7,0351823 = 10843820 
1— 1,04=* 0,055 __ 100.20,5488413 
70,04 -'1-1,0385-47 22,2827910 ° 
— 92,21842, 


6) K, = 10000000. ; 


— 10343820 


1 100.20,5188413 — 3,3127873 
I& 22,2827910 — 1,3479696 
No. 1,9648177 = 92,21842. 


In diesem Falle wäre für die Anleihe weniger geboten wor- 
den. Die Differenz zwischen beiden Cursen ist jedoch nicht sehr 
bedeutend, und .der Curs bei gleichen Zahlungssummen stellt 
sich etwas höher, als in dem oben angegebenen Falle, wo die 
Tilgung durch steigende Summen bewirkt wird. Der Werth des 
Curses wird übrigens bei gleichen Zahlungssummen am leichte- 
sten gefunden. Will man die bequemere Rechnung benutzen, so 
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kann diess geschehen. Man wird dann immer einen annähernden 
Werth erhalten und durch ein schickliches Ab- und Zugeben auf 
den richtigen Werth schliessen können, je nachdem die Tilgung 
rascher oder langsamer (wie bei der badischen Anleihe) erfolst. 


$. 58. 
Die königlich preussische Anleihe vom Jahre 1859. 


Diese Anleihe ist nach der Gesetzsammlung für die königlich 
preussischen Staaten No. 19) S. 277. durch folgendes Gesetz fest- 
gestellt: 

„Auf Ihren Antrag vom 27. d. M. genehmige Ich, dass in 
Gemässheit des Gesetzes vom 21. Mai d. J. betreffend den aus- 
serordentlichen Bedarf der Militär- und Marine-Verwaltung (Gesetz- 
Sammlung S. 242.) eine Staatsanleihe von dreissig Millionen Thaler 

aufgenommen werde. Die Anleihe ist in Schuldverschreibungen über 
fünfzig Thaler, 
einhundert ,, 
zweihundert ., 
fünfhundert ,, 


eintausend  „, 


auszugeben, mit fünf Procent jährlich am 2. Januar und 1. Juli 
jedes Jahres zu verzinsen und vom 1. Januar 1863 an mit Einem 
Procent des Gesammtkapitals, so wie mit dem Betrage der durch 
die Amortisation ersparten und der präcludirten Zinsen zu tilgen. 


Dem Staate bleibt das Recht vorbehalten, den Tilgungsfonds 
vom 1..Januar 1870 ab zu verstärken, wogegen derselbe niemals 


verringert werden darf. Ich ermächtige Sie hiernach, die weitern 
Anordnungen zur Ausführung der Anleihe zu treffen. 


Dieser Mein Erlass ist durch die Gesetzsammlung zur öffent- 
lichen Kenntniss zu bringen. 


Berlin den 28. Mai 1859. 


Im Namen Sr. Majestät des Königs 
Wilhelm, Prinz von Preussen, Regent. 


F 


An den Finanzminister von Patow.“ 


Zwei weitere Bekanntmachungen von demselben Tage ordnen 
die Heimzahlung, die Sicherstellung des Tilgungsfonds für diese 
mit den beiden Häusern des Landtags vereinbarten Gesetze u. s. w. 
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Hiernach beruht die Werthberechnung dieser Anleihe auf fol- 
senden Bestimmungen: der Tilgungsfonds des ersten Jahres be- 
trägt ein Procent der Anleihe, er steigt mit jedem Jahre um fünf 
Procent, da die Zinsen der gezahlten Tilgungssumme demselben 
zugeschlagen werden. Die Verzinsung geschieht halbjährlich, die 
Tilgung jährlich. Die zufälligen Erhöhungen, welche dem Til- 
gungsfonds: jeweils etwa zufliessen, sind zum Voraus nicht zu 
bestimmen und können daher nicht in den Calcul aufgenommen 
werden. 

Die Anleihe wurde bekanntlich im Curse 95 statt 100 zur 
öffentlichen Betheiligung ausgeboten. 

Nach diesen Bemerkungen finden die in $. 48. aufgestellten 
Sätze auf diese Anleihe Anwendung. 


Die Tilgungssumme des ersten Tilgungsjahres beträgt: 
ı) A, = 30000000 .0,01 = 300000. 
Die Tilgungssumme am Ende des rten Jahres beträgt: 
2) Ar = 300000. 1,0571. 
Die Grösse der am Ende des rten oder zu Anfang des (r+1)ten 


Jahres getilgten Schuld erhebt sich auf: 


1,05’ —1 


3) Gr = 300000. 05 


Die Grösse der nach r Jahren noch zu tilgenden Schuld ist: 


1,05 —1 


4) $, = 30000000 —300000.— 75 I 


Die Tilgungszeit bestimmt sich aus 4), wenn $-—=0 gesetzt wird. 
Hieraus erhält man: 


1.05"—1 30000000 
5) 005 7 500000 100, 


und aus den Tafeln eine Zeit von nahe 37 Jahren, oder: 


18(100.0,0541)_ _186__0,7781813 
9 = 105 —T1,05 7 0,0211808 ST, 
10,7781513 = 0,8910641— 1 
180,0211893 — 0,3261167—2 
N. 1,5649474 = 36,72377. 


« 


In 37 Jahren wird also die Anleihe getilgt sein. Die Art, wie 
die Tilgung geschieht, ist aus der nachfolgenden Tafel ersichtlich. 
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Grösse der Tilgungs- | Grösse der getilgten |Stand der. Schuld am 
summe am Ende des | Schuld am Ende des Ende des Jahres oder 


1894 


an Jahres oder Anfang des| Jahres oder Anfange Anfange. des 
folgenden. des folgenden. folgenden. 
1862 300000 300000 | 29700000 
1863 315000 615000 29385000 
1864 330750 945750 29054250 
1865 347287,5 1293037,5 28706962,5 
1866 364651,875 1657689,375 28342310,625 
1867 382884,4689 2040573,8439 27959426, 1561 
1868 402028,6920 2442602,5359 27557397,4641 
1869 422130,1269 2864732,6628 27135267,3372 
1870 443236,6332 3307969,2960 26692030,7040 
1871 465398,4648 3173367,7608 26226632,2392 
1872 488668,3878 4262036, 1486 25737963,8514 
1373 513101,8074 4775137,9560 25224862,0440 
1874 538756,8978 5313894,8538 24686105,1462 
1875 565694,7429 5879589,5967 24120410,4033 
1876 593979,4797 6473569,0764 23526430,9236 
1577 623678,4540 7097247 ,5304 22002752,4696 
1878 654862,3764 7752109,9068 22247890,0932 
1879 687605,4954 8439715,4022 21560284,5978 
1880 721485,7702 9161701,1724 20838298,8276 
1881 758055,0585 9919786,2309 20080213,7691 
1882 795989,3115 10715775,5424 19284224,4576 
1883 839788,7770 11551564,3194 18448435,6806 
1554 877578,2160 12429142,5354 | 17570857,4646 
1885 921457,1268 13350599.6622 | 16649400,3378 
1886 967529,9832 14318129,6454 15681870,3546 
1887 1015906,4823 115334036,1277 14665963,83723 
1388 1066701,5064 16400737,9341 13599262,0659 
1889 1120036,8966 17520774,8307 124792?5,1693 
1890 1176058,7417 18696813,5724 11303186,4276 
1891 1234840,6785 19931654.2509 10068345,7491 
1892 1296582,7125 21228236,9634 8771763,0366 
1893 1361411,5482 22589648,8116 7410351,1884 
1429482,4407 24019131,2523 5980868,7477 
1895 1500956,5626 25520087,8149 4479912,1851 
1896 1576004,3907 27096092,2056 2903907,7944 
1897 1654804,6104 28750896,8157 1249103,1843 
1898 1249103,1843 30000000 
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Die Zahlungen sind halbjährlich zu leisten. 


Vettinger: 


Weitere Ausführung 


sich für die Tabelle No. 7) aus den Formeln: 


8) 


Die erste Tilgung fällt nach dem Gesetze auf den 1. Januar 1863 


oder auf das Ende des Jahres 1862. 


Wir stellen, um Raum zu ersparen, die jeweils fälligen Sum- 


men in folgender Tabelle zusammen: 


DO ea NY me IND) pl IND ad IND) fa IND) head IND) Pad IND pad IND rad IND fm AND) fa IND) been) IND mm AND) hamma ENT) jmd IND) med IND) jemd IND peu IND) und 


Zahlungssumme. 


750000 
1050000 
742500 
1057500 
734625 
1065375 
726356,25 
1073643,75 
717674,0625 
1082325,9375 
708557,7656 
1091442,2344 
698985,6539 
1101014,3461 
688934,9366 
1111065,06»4 
678381,6834 
1121618,3166 
667300,7676 
1132699,2324 
655665,8061 
1144334,1939 
643449,0963 
1156550,9037 
630621,5511 
1169378,4489 
617152,6286 
1182847,3714 
603010,2601 
1196989,7399 
588160,7730 
1211839,2270 
572568,8118 
1227431,1882 
556197,2523 
1243802,7477 
539007,1149 
1260992,8851 


) 


) 


ort = Sr .0,0», und Ler == S,—1.0,0p, + Ar: 


Zahlungssumme. 


520957,4707 
- 1279042,5293 


502005,3442 
1297994,6558 
482105,6115 
1317894,3885 
461210,»920 
1338789, 1080 
43927 1,4366 
1360723,5634 
416235,0084 
1383764.9916 
392046,7589 
14079532411 
366649,0968 
1433350,9032 
339981,5516 
1460018,4484 
311980,6292 
1485019,3708 
232579,6607 
1517420.3393 
251708,6438 
1548291,3562 
219994.0759 
1580705,9241 
185258,7797 
1614741,2203 
149521,7187 
1650478,2813 
111997,8046 
1688002,1954 
72597,6948 
17274023052 
31227,5796 
1280330,7693 


Sie berechnen 


t 
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Aus der Tabelle No. 9) zeigt sich, dass die Anleihe in gleich 
grossen, jährlichen Summen zurückgezahlt wird, wie diess nach 
dem früher Gesagten sein muss, und wie sich aus der Vereini- 
gung der Zahlungssummen zweier zusammengehörigen Halbjahre 
ergibt. Die Zahlungssummen der ungeraden Halbjahre fallen, die 


der geraden steigen. 


Der Tilgungsplan wird jedoch bei der Durchführung kleine 
Modifikationen erleiden, da die Kapitaltileungen in runden Sum- 
men von wenigstens 50 Thaler zu geschehen haben. Diese klei- 
nen Abweichungen können durch Zu- und Abgehen leicht ausge- 
glichen werden, ‚weswegen der Tilgungsplan im Wesentlichen 
nicht alterirt wird. 


$. 59. 


Methode, den Zinsfuss zu bestimmen, wenn Anleihen 


zu einem niederen Curse als 100 begeben werden. 


Häufig werden die Anleihen, unı zur Betheiligung anzuregen, 
nicht in vollem Werthe, sondern zu einem niedern Curse ausge- 


‚boten und begeben. 


Ist diess, wie bei der königlich preussischen Anleihe vom Jahre 


1859 der Fall, so bekommt der Staat eine geringere Summe in 


die Casse, als er bei vollem Werthe erhalten hätte, muss aber 
doch nach dem festgestellten Tilgungsplane die nänlichen Sum- 
men jährlich zahlen, als wenn er den vollen Betrag der Anleihe 


‚erhalten hätte. Die Folge ist, dass der Staat das erhaltene Ka- 


pital in einem höheren Zioataeeet als in dem festgesetzten, ver- 


zinsen muss. 


Es entsteht daher die Frage: Wie gross ist der Zins 
fuss. in welchem der Staat eine Anleihe verzinsen 
muss, wenn er die Schuldscheine in dem niedern (Curse 


C statt 100 ausgibt? 


Hiezu dienen folgende Methoden: i 


Erste Methode. Sie ergibt sich aus den in $. 46. u. ff. 
aufgestellten Gleichungen. Man hat zu dem Ende zuerst den für 
die Anleihe gültigen Plan bei dem festgestellten Zinsfuss (p) 
aufzustellen und dann die sämmtlichen Zahlungssummen in dem 
fraglichen Zinsfuss (q), der vorerst noch unbekannt ist und wel- 
cher nach dem Gesagten ein höherer sein wird, zu rabattiren. 


- Nennt man nun den Curs, zu welchem die Anleihe K bege: 
ben wurde, C, so bekonmit der Staat statt des vollen Werthes 
nur die Summe: 


12 * 
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in die Casse, und man hat daher diesen Werth statt A, in die 
bezügliche Gleichung einzusetzen. | 


Da die preussische Anleihe «durch halbjährliche Verzinsung und 
jährliche Tilgung zurückgezahlt wird, so kommen bei ihr die in 
$. 48. aufgestellten Gleichungen, wie sich zeigt, zur Anwendung. 
Man hat daher den Werth aus No. 1) in No. 8) $. 48. einzuführen. 
Hiedurch entsteht: 

A .0,0p,, 1- 1,09, =?" 
2) R= (K.0,0p, + 0,00 7" 0 


1,00" 
4.4. 20ge) 77 Lg 


000 I T0g2— 1,00 + T0q' 


Hierin bedeutet S„ die Restschuld des letzten Jahres, da r keine 
sanze Zahl bedeutet, und die vorliegende Aufgabe ist darauf zu- 
rückgebracht, aus dieser Gleichung den Werth von 9, zu bestimmen. 


Diess führt, wie man sieht, auf die Auflösung einer Glei- 
chung höherer Ordnung, die um so mühevoller wird, je grösser 
n ist, was gewöhnlich stattfindet, da die Tilgungen solcher An- 
leihen eine lange Dauer haben. Es bleibt daher, wenn man auf 
diesem Wege zum Ziele gelangen will, nichts übrig, als für q, 
taugliche Werthe in No. 2) zu substituiren und so lange mit der 
Substitution fortzufahren, bis der Werth gefunden ist, welcher 
der Gleichung genügt. Nach einigen Versuchen, deren Durch- 
führung aber immer mühevoll und weitläufig ist, wird diess wohl 
gelingen, wenn es genügen wird, den Zinsfuss auf einige Hun- 
dertel oder Tausendtel zu bestimmen. 


Immer ist diese Auflösung eine weit ausgreifende Arbeit. 
Daher wird es gerathen sein, diese Auflösungsweise zu verlassen 
und eine andere zu suchen, die wir im Folgenden geben. 


Zweite Methode. Nimmt ein Staat die Schuld K zu dem. 
Curse C auf, so bekommt er nach No. I) statt der vollen Summe 


K nur die Summe Ren in die Casse, muss aber das volle 


Kapital X dem Tilgungsplane gemäss verzinsen und tilgen. Diess 
geschieht nun dadurch, dass er die geringere Summe R, die er 
erhalten hat, in einem höhern Zinsfuss verzinst. 


Nennt man nun den höhern Zinsfuss p, dessen Auffindung 
Aufgabe ist, und den ursprünglich festgestellten Zinsfuss,. worin 
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das Kapital verzinst werden soll, 4 (was der Harmonie wegen 


geschieht, um die bisher aufgefundenen Gleichungen nicht umän- 


' dern zu müssen), so hat man für die erhaltene Summe R nach 
‘ den im dritten Kapitel aufgestellten Gesetzen den bezüglichen 


Tilgungsplan im Zinsfuss p festzustellen. Sänmtliche so ent- 


‘ stehenden Zahlungssummen sind ihrem Inhalte nach dem vollen 
Werthe der aufgenommenen Anleihe gleich. Ihre Reduction auf 


die Gegenwart oder Rabattirung in dem ursprünglichen Zinsfuss 
(hier y genannt) muss daher auch dem Werthe der Anleihe (K) 
gleichkommen. Bei dieser Darstellungsweise müssen auch die 
bezüglichen Tilgungssummen in dem Verhältniss des niedern Curses 
festgestellt werden, was leicht ausführbar ist, da man R kennt, 
und wozu die Proportion 
K:kR=4:4, 

dient, woraus sich im Allgemeinen für jede Tilgungssumme fol- 
sende Bestimmung ergibt: 

R.A  K.C CA 

3) A En A er 
R 100. X 100 


Nach diesen Bemerkungen geht die Gleichung No. 2) in folgende 
über, da X an die Stelle von R und umgekehrt R an die Stelle 


von K, A, an die Stelle von A tritt: 


Rt A, 0,09. 1—- 1,09, 72% 
en 
A A, .0,0p1 s 2.09, 20 1,09, 7° Sn 
2 + ( 17. 0,0% } 1,04, — 1,0w + 1,0, 7” | 
Der Werth von $,, der sich aus der Gleichung 
1,0w0r —1 
Sn m R 5% A, : 0,0% 


berechnet, muss berücksichtigt werden, wenn n keine ganze Zahl 
bedeutet. 
Aus dieser Gleichung kann nun der Werth des höhern Zins- 


‚ fusses (p,), um dessen Bestimmung es sich handelt, ganz ein- 


fach ermittelt werden. Man erhält sofort, wenn man sie auflöst 
und die erforderlichen Reductionen macht: 


) 5) Ä 0,0p, 


er A (1 I) N 
2 1,09,2 — 1,0w NR 1,09, 2” er 1,091?" 


a A ine An (1 
; er 0,0u/ 0,05  —-0,08(,042-10w \ ne 


Ei 


Diese Gleichung gilt für jährliche Tilgung und halbjährliche 
Verzinsung und für solche Tilgungspläne, worin die Tilgungs- 
summen um @ Procent wachsen. Man erkennt jedoch leicht, dass 
sich diese Methode auf alle in $ 46. u. ff. aufgestellten. und auf- 
zustellenden Tilgungspläne anwenden lässt, wenn man den Grös- 
sen K, R, Ay, g und p die Werthe beilegt, welche ihnen nach 
den Gesagten beigelegt werden müssen, 
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Ist die Tilgungssumme des ersten Jahres, wie diess häufig 
vorkommt, und auch in den beiden Anleihen, der badischen und 
preussischen, der Fall ist, durch einen Procentsatz des ganzen 
Kapitals gegeben, und nennt man diesen Procentsatz dv, so ist 
in No. 2): 

6) A=K.V,V0v, 
dagegen in No. 4) und No. 5): 


K.C 
100 ° 


zu setzen. Führt man diese Werthe ein, so vereinfachen sich 
die gegebenen Bestimmungen. X fällt nämlich für den Fall, als | 
n eine ganze Zahl bedeutet, aus der Gleichung und bleibt nur in 
einem Gliede stehen, wenn n keine ganze Zahl bedeutet und noch 
eine Restschuld zu berücksichtigen ist. Führt man nun den Werth 
für & und A, aus No. 1) und No. 7) in No.5) ein, so entsteht: 


7) A, =R.0,0r = — —- 0,00 


S) 0,09, = 
ae C.0,00 1.0.0” N 
Br 100 (1,0912 1,0%) r JE 1 _1,00,°%, 7 K.10g9% 1 ‚0g,?” / % 
Re u) 1-10, _C.00.20  / By | 
100 100.1,0w/” 0,09,  100.0,0w0(1,09,2—1,0%)' . 1,0g12% } 


oder in bequemerer Form: 


y) 3 0,0p, ii » 1 
ER OR ( 1,01" is 100. $, 
1,09, ?°—1 Io ‚Ogr K.l 
rt 0.00 \ 11.09, _ _ 0,00.2,09, (7 oT =) 
7000) 0,0 Do Og de Tlgzr 


Dritte Methode. Soll eine Anleihe K, die zu dem Curse 
C statt 100 begeben wird, im vollen Betrage eflectnirt werden, 
so ist hierzu die höhere Summe: 


10) K= a 
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_ erforderlich, um die Summe K in die Casse zu bekommen, und 
' der Staat muss Schuldscheine im Betrage von K, ausstellen, um 
die Summe K zu erhalten. Diese grössere Summe muss nach 
dem Plane verzinst und getilgt werden. Daher ist der gegen- 
 wärtige Werth der aufgenommenen Schuld A}. Die Folge hievon 
' ist, dass die wirklich erhaltene Summe K in einem höbern Zins- 
fuss (p) verzinst werden muss. Entwirft man nun nach den Ge- 
setzen des dritten Kapitels hiefür den erforderlichen Tilgungsplan 
und redueirt die hiedurch erhaltenen und im höhern Zinsfuss zu 
zahlenden Summen in dem ursprünglichen Zinsfuss (g), so wird 
der hiedurch entstehende Werth dem Nennwerthe X, der contra- 
hirten Schuld gleichkommen müssen. Hiernach hat man K, statt 
R in der Gleichung No. 2) zu setzen und alles Uebrige zu belas- 
sen. Man erhält: 


A. 4.0,0p1 1—1 1— 1,09,” 
1) K, =(K&K.0,09, 400m 0,0 ae N Fu 
1,020” 
A4.0,0p; .2,09ı Tun Sn 
HAT I Ta —1,00 ! T,0ge 
Der Werth der Restschuld ist in diesem Falle: 
12) REN el 


Man kann auch, wenn n keine ganze Zahl ist, für n die nächst 
höhere ganze Zahl nehmen. Dann geht No. 11) über in: 


A.0,0p,, 1-1 


1 as 
4.0,0p, : 2,09, wi 1,09, 29 Sn 
A 0,0w )- 1,09,2—1,0w 1,09?” 


Der Werth von S„ bestimmt sich dann durch 


1,0w— 1 
Aus No. 11) bestimmt sich dann der Werth des Zinsfusses auf 


folgende Weise: 


15) 
A 1,0ww* Sn 
A KT 09°—1, 0. (ine) —T,0q, 2” 
SL An }: 121,04, 0 la et 
+9.06) 0,0 0el0g— 00) 1,09, 
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Aus No. 13) auf folgende: 7 


16) 
A 1,020" Sn 
ze en), E) 1,04,2% 
war Dr x, AN 11,00, A.2,091 1 1.0ror ) 
( +00). 0,05,  0,0%(1,09,2—1,0%)' 1,09, 2" 
Stellt man nun auch hierin A durch einen Procentsatz dar und 
setzt A=K.0,0v und Ko, so vereinfachen sich diese 
Darstellungen, und man erhält, wenn K ausgestossen wird, hiefür: 
17) 
100 0,0» ( 1,02" )= N 
N € 109? —T,00\ 1,0, @)K1,0g 
AT, 5,000 \ 1-10, 0,00.2,0958  /, 1,0w" \’ 
( 0,0% ü 0,09, 0,080(1,09,?— 1,00) 1,09,” 
| 18) 
100 0,00 ( I 1,010r Mi Sn 
De C 1,092—1,0w 1,0912” K.1,0g, 2% 


! 0,00,\ 1-1,09, 2” A) 
+0,06) 00 Oo (ee 


Die Gleichung No.9) stimmt, wie man sieht, mit No. 17) über- 
ein, denn man kann jene aus letzterer ableiten, wenn man den 
Zähler und Nenner mit C dividirt, und umgekehrt. 


Die beiden Gleichungen geben den Werth des fraglichen Zins- 
fusses nur annähernd, aber in grosser Genauigkeit. Er bestimmt 
sich um so genauer, je grösser » ist, was gewöhnlich eintritt, da 
die Tilgungszeiten der Anleihen einen grössern Zeitraum umfassen. 


Auf dieselbe Weise können nun die Zinsfüsse für andere 
Tilgungspläne bestimmt werden. 


Geschieht die Tilgung und Verzinsung jährlich, so kommt die 
Gleichung No. 4) $. 48. zur Anwendung. Man erhält dann: 


19) 


FA Ar dub (1-00) u 

0,0 = ———_ 109 — 1,00 \ 1,097) 7 I,0g® 

( K+ ve ‚I 109 RR 4, ( er m) 
0,0W 0,0% 0,00 (1,09 — 1,00) 1,0gr 
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K.100 


Hierin ist oe a oder wenn A durch einen Procentsatz 
bestimmt ist: 
20) 
en dank ( A 
DH iniaet C 1,09—1,0w' 1,0g” K.1,0g" 


(1 De). to 10g% © 0,0» AR N 1,0.0r\ 
70,0 0,0g 0,0% (1, ee =) 
Dieselbe Gleichung leitet sich aus No. 11) $. 48. für halbjährliche 


Verziusung und Tilgung ab, wenn man N statt g, p, statt » und 
2n statt n schreibt. 


Geschieht die Tilgung durch jährliche gleiche Abtragssum- 
men, so kommen die Gleichungen des $. 47. zur Anwendung und 
man erhält für jährliche Verzinsung und Tilgung folgende Be- 
stimmung aus No. 3) $. 47.: 


—1, Ru n 
ee Ss 


3 0,09. 1,0gr 
21) Tr) er e2; ) ee 
009/009 7 0,09.1,09" 


Schreibt man hierin p, statt p, g, statt g, 2n statt n und den 
entsprechenden Werth für A, so gilt diese Gleichung auch für 
halbjährliche Tilgung und Verzinsung. Für jährliche Tilgung und 
halbjährliche Verzinsung ergibt sich aus No. 8) $. 47. folgende 
Bestimmung: 


l Fan 1,09, —2n Sn 


TA TOT TOgy 


nn), Ra 
> 70,094/° 09,27 10,09, .1,0q2 
$. 60. 


Anwendung der aufgefundenen Methode auf die preus- 
sische Anleihe. 


Wir machen nun eine Anwendung der $. 59. aufgestellten 


Sätze zur Berechnung des Zinsfusses der preussischen Anleihe 
von 1859. 


Da die Anleihe halbjährlich zu 5 Procent verzinst, jährlich 
getilgt wird, die Tilgungssumme des ersten Jahres 1 Procent be- 
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trägt und jährlich um 5 Procent wächst, die Tilgungszeit 36 Jahre 
beträgt, so hat man am bequemsten die No. 17) $. 59. 
zu benutzen und C=9%, q9=5, w=d5, v=1, K= 30000000, 
S,6 = 1249103,1843 zu setzen. Hiernach a 


100 _ 001 7, 1,086 1249103,18 

1,0552 af som) — 30000000. 1,0357 
0,0p, = ’ 0 1-1,025-72 0.01.3058 7, LOBEN 
( +0,05) 0,025 _0,05(1,0252-— 1,05) — 10358) 


Werden die angezeigten Multiplikationen und Divisionen ausge- 
führt, so entsteht: 


1,0536_  0,0416367728 


1,05263157894 — 16 (1— | 1.057) gr 
0,09, = ee ee 
1,2.33,2400780 — 648. (1— 1 1.057) 
Nun ist: 


181,053° —=0,7628148 
181,025”? —0,7721183 
N. 0,9906963 — 1=0,97880558, 


1,0536 


— 150 1 — 0,97880558 = 0,02119442, 


180,041636772 = 0,6194770 
18 1,02572 — 0,7721183 
N. 0,8473587 — 3=0,007036532. 
Durch Einführung dieser Werthe entsteht: 


1,05263157894 — 16.0,02119442 — 0,007036532 
39,838093632 — 648.0,02119442 


__1,05263157894 — 0,33911072 — 0,007036532 
x 39,888093632 — 13,73398416 


0,0p, = 


_ 0,70648432 _ 


1. 0,7064843 — 0,84910%4— 1 
Is 26,154109 = 1,4175399 
N. 0,4315625 — 2 = 0,02701236. 


Der Zinsfuss bestimmt sich daher zu: 


FE X 
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R)) p = 5,402472. 
Würde man die Gleichung No.9) $.59. der Rechnung zu Grunde 


legen, so entstünde das gleiche Resultat, wenn $, richtig bestimmt 


wird. Der so gefundene Werth ist um ein Unbedeutendes zu gross, 
was, wie oben bemerkt, in der Näherungsmethode liegt. Mit 
wachsendem n nähert sich derselbe dem Werthe der ewigen Rente. 
Der Grenzwerth hiefür ist bei dem Curse von 9: 


5 
Pe — 5,263 .... 


Man kann auch zur Bestimmung von p die Gleichung No. 18) 
$.59. wählen. Dann hat man ausser den oben angegebenen Wer- 
then n= 37 zu setzen und den Werth für S„ zu ermitteln. Es 
ist dann: 


1,057 —1 
0,05 


—= 300000. 101,62813589 — 30000000 = 488441,66, 


‘y) S, = 300000. 30000000 


und hieraus: 


100 0,01 en 1,0537 488441,66 
005. 9 1082 1,05 1,0353) 730000000. 1,0257 
RRLTT 0,01\ 1—1,035-74 0,01. 2,025 1,0537 > 

(14 0,05) 0,085 7 0,05(41,0252—1,05) 1.037) 


161,059 —0,7840041 
Ie 1,02572—0,7935660 
N. 0,9904381 — 1=0,97822328, 


1,05 


- 1081 = — 1 0,97822328 = 0,02177672, 


also durch Einführung und Benutzung der schon angegebenen 
Werthe: Ä 


) 
1,0526315789 — 16..0,02177672 4 Een 


0,0p, = ——,5.33,5658089—648.0,02177678 


1-0,016281389 — 0,2116914 — 2 
181,025” —0,7935660 
N. 0,4181254 — 3== 0,002618939, 
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1,0526315789 — 0,34842752 + 0,002618939 


) 0,09 = 70,27807073 —14,11131456 
070682299 
= 56 10705017 > 0.027032, 


18 0,70682299 — 0,8493106 — 1 
lg 26,167656 = 1,4177648 
N. 0,4315458 — 2 = 0,02701132. 


Hiernach bestimmt sich der Zinsfuss zu: 
7) p =5,402264, 
um ein Unbedeutendes kleiner als in No. 9), da n grösser ist. 


Will man nun die Richtigkeit des gefundenen Werthes prü- 
fen, so dient hiezu am besten die in No.2)$.59. zu der ersten 
Methode angegebene Formel. Sie lässt sich zu dem Ende in eine 


K.C 


bequemere Form bringen, wenn man, wie dortangegeben, R= 100 


und A=K.0,0v setzt. Dadurch fällt X aus allen Gliedern bis 
auf eines weg und man erhält folgende Gleichung: 


Bi 0,0v,\ 1—1,09,=2% 
8) 100 0:0Pı (14 0 1)" Ai 
1,00% 
2,09 5 0,09, ui 1,09, zn Sn 
+0,00 (i TI On FR - 


In dieser Gleichung hat man nun im Sinne der dort angegebe- 
nen Methode p=5, v—=1, 9=5,4, n=36 und $,,—=1249103,1843, 
K=30000000 zu schreiben. Hiernach entsteht, wenn man C 
belässt: 


C 1— 1,097-7 
ER %) ee 
9) 10 oz en 
1,0536 
ER ar: 7072  1249103,1843 
1 ( 72005 1,0372-1,05 } 30000000. 1,09772° 


Zur Berechnung bedarf man folgender Werthe: 


121,053° —0,7628148 
121,027? 0,8330719 
N. 0,9997 B9 — 1 —0,85063435 , 


181,027-72 = 0,1669281 — 118 0,14686829 
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1,0526 
7100772” — 1 — 0,85063425 = 0,14936575, 


1— 1,097-2? = 1—0,14686829 — 085313171, 
1,0272 — 1,05 = 0,004729. 


Werden nun diese Werthe eingeführt und die begleitenden Fac- 
toren auf die einfachste Form zurückgebracht, so geht No. 9) 
über in: 


G 2 135 0,041636772 
1007 —-.0,85313171 — 1756 ° 0,14936575 4 "10R 
150,041636772 = 0,6194770 — 2 
181,027°2°  =0,8330719 


N. 0,7864051 — 3—=0,0061151213. 


Man erhält hieraus durch Ausführung der angezeigten Multipli- 
kationen und Divisionen: 


o= — 0,94792412 — 0,004263983 + 0,0061151213 


0) pn 


= 0,94977526. 


Da nun die preussische Anleihe zu 95 begeben wurde und 
C=95 ist, so differirt das gefundene Resultat um 0,00022473 .... 
von demjenigen, das hätte gefunden werden sollen. Bringt man 
nun die gefundene Zahl durch Multiplikation mit 30000000. auf 
diese Anleihe zurück und vergleicht sie mit der Summe 


Br ] .30000000 = 28500000, 


I 
welche der Staat in Casse bekam, so beträgt dieser Unterschied: 
D = 28500000 — 27493257,8 = 6742,2, 


also eine so kleine Summe, die bei einer Anleihe von 30000000 
kaum in Betrachtung kommt. 


Hiernach stellt sich der Zinsfuss, in welchem diese Anleihe 
vom Staate verzinst wird, nahe auf 5,4 statt auf 5. Dieser Zins- 
fuss bedingt einen Curs von 


11) = 08 
für Jemand, der eine Geldanlage zu 5 Procent machen will. Die 


Schuldscheine dieser Anleihe werden gegenwärtig an der Börse zu 
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104 bis 105 ausgeboten, diess ist bei einem Staate von so muster- 
hafter Finanzverwaltung, wie Preussen, ein billiger Preis. 


$. 61. 


Fortsetzune. 


Für Jemand, der sich an dieser Anleihe durch Ankauf. von 
Schuldscheinen betheiligt, stellt sich die Sache anders, und man 
kann füglich zwischen objectivem Zinsfuss. der im vorigen Parä- 
graphen ermittelt wurde, und für den Staat als Schuldner silt, und 
subjectivem unterscheiden, der im folgenden erörtert werden soll. 
Kauft nämlich Jemand einen Schuldschein, so verzinst sich der- 
selbe um so höher, je niederer der Curs steht. Tritt hiezu der 
günstige Fall, dass der gekaufte Schuldschein schon im ersten 
Tilgungsjahre zurückgezahlt wird, so steigert sich der Vortheil' 
durch den Mehrerlös aus der voll zurückgezahlten Summe. Die 
Heimzahlung kann jedes Jahr erfolgen. Daher ist der Zinsfuss 
veränderlich und liegt zwischen zwei Grenzen, einem Maximum, 
wenn der Schuldschein im ersten Tilgungsjahr, und einem Mini- 
mum, wenn er im letzten (37sten) zurückgezahlt wird. 


Die Grenzen zwischen dem grössten und kleinsten. Werthe des 
Zinsfusses bestimmen sich auf folgende Weise: 


Kauft Jemand die Summe X zu dem Curse C, so zahlt er 
K.C 
100 ' 
p heimgezahlt, so bekommt er im ersten Halbjahre die halbjäh- 
rigen Zinsen im Betrage von K.0,09, und im zweiten Halbjahre 
denselben Zinsbetrag sammt dem Kapital X. Nennt man nun 
den Zinsfuss, worin sich diese Summen verziusen, x, und rabat- 
tirt die beiden Zahlungen mit, 1,02,, so muss der so rabattirte 
Werth der Ankaufssumme gleich sein. Man erhält daher folgende 
Gleichung: we 


Wird nun die Summe Ä im ersten Jahre bei dem Zinsfuss 


K.C_ K.0,0p, } K.0,0p, +K 


l) 100 — 10x, 1,02,% 
oder: 
c- A, 104m 
= 7020” 


und hieraus: 


2) 1,02, =s6+ DYEAL AC (100 + p1) + Pı?. 
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Wendet man diese Gleichung auf die preussische ‚Anleihe an, 
so hat man 9 =5, C=%, zu welchem Curse die Anleihe aus- 
gegeben wurde, zu setzen, und man erhält: 


3) 
0) 2,5 g er 
102,32 +7 ee v4.9.102,5+ 0,5) =: 190 + uv 38956,95 
2,5 + 19 
TE Tg, 


190 


Hiernach ist das Maximum des Zinsfusses. in welchem sich diese 
Anleihe für den Theilnehmer im &sünstigen Falle verzinst: 


4) x — 10,393. 


Für den Fall, als der gekaufte Schuldschein X im letzten 
Jahre n zurückgezahlt wird, findet die zweite oder dritte Methode 
des $. 59. zur Ermittelung des Zinsfusses ihre Anwendung. Wir 
_ wählen hiezu die dritte. Nennt man dann den höhern Zinsfuss, 
in welchem sich das Kapital verzinst, p, den Zinsfuss, worin es 
vom Staate verzinst wird, g, so hat man die Summen (Zinse 
und Kapital), welche der Käufer während der Tileungszeit n 
empfängt, in den Zinsfuss g wnzusetzen. Der hiedurch gewon- 
nene Werth ist dann nach dem in $. 59. Gesagten‘ der Summe 


K.100 


hr u gleichzusetzen. Hieraus ergibt sich die Gleichung: 
5 K.100  K.0,0p, _ K.0,0p, K. -0,0p, K 
”) O ET WT,Dg 1,0?  T0q2r 5 1,01?" 
oder ) 
ne — 1,09, 2% I 
En 0, KR: 04, - + f De em 


und hieraus: 
EN ÜgE 
An: 1,09, 2" aa ga 1,09, 72® 


6) 0,09, = 


Setzt man nun hierin C=%,  =25, nr =37,. so erhält man 
für das Minimum des Zinsfusses annähernd: 


100 1 0,925 

N) Pu = (5 3,0257) "1 —1,0%-74 
 1,0526315789....— 0,1608548 
= 33,5658089 EI 

0,8917768 

— 33,5658089 


— 0,02656801. 
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Hiernach stellt sich die niederste Grenze des Zinsfusses, worin 
sich diese Anleihe für einen Theilnehmer verzinst, auf: | 


8) p =93,3136 .... 


Die Grenzen liegen also zwischen 10,395 und 5,313.... Die Rich- 
tigkeit des in No. 8) gefundenen Werthes bestätigt sich, wenn 
man ihn nach der ersten Methode prüft. Eine Methode, wodurch 
der Zinsfuss p aus den Gleichungen : 


er 1,09% — ] 


S-K 1—1,0p-" 


0,09 und KK egngeh 
näherungsweise sehr leicht gefunden werden kann, habe ich in 
meiner Anleitung S.301 u. ff. gegeben, worauf ich verweise. 


$. 62. 
Aufgabe. 


Folgender, der Wirklichkeit entnommene Fall soll hier noch 
eine Stelle finden. 


Bei Begebung der grossherzoglich badischen Lotterie-Anleihe 
vom Jahre 1845 im Betrage von 14 Millionen Gulden fand eine 
wirkliche Concurrenz einiger Bankhäuser statt, die dem Staate zu 
einem bedeutenden Vortheile gereichte. Eine Gesellschaft meh- 
rerer Bankhäuser erbot sich, 1103 für jeden Schuldschein von 100 
zu zahlen. Die Anleihe wurde dieser Gesellschaft zugewiesen. 
Der Staat bekam 


14000000. 1,10625 = 14875000 


statt 14 Millionen und hatte einen Gewinn von 1487500 Gulden. 
Die Anleihe wurde zu 3,5 Procent bei einer Tilgungszeit von 40 Jah- 
ren abgeschlossen. Die Tilgung und Verzinsung geschieht halb- 
jährlich. Diese Bemerkungen geben Veranlassung zu folgender 
Frage, wobei wir der bequemeren Rechnung wegen für die An- 
leihe die Summe 10 statt 14 Millionen und ein Aufgeld von 10 
statt 10,625 Procent wählen. 


1) Eine Anleihe von 10000000 ist unter der Bedin- 
gung abgeschlossen, dass sie zu 35 Procent verzinst 
in 40 Jahren durch gleiche halbjährlich zu bezahlende 
Summen verzinst und getilgt werde Ein Darleiher 
übernimmt die Anleihe zum Curse 110 statt 100. 


a) Es fragt sich: Wie gross ist der Zinsfuss, wenn 
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die Schuld durch die erhaltene Summe in 40 Jahren 
getilst werden soll. 


b) Das erhaltene Aufgeld, das der Staat zu 4 Pro- 
cent verwenden kann, soll sammt den daraus fällig 
werdenden Zinsen zur Tilgung der Anleihe verwendet 
werden. Es fragt sich: reicht dasselbe zur Tilgung 
und Verzinsung aus oder muss der Staat halbjährlich 
. ausser den hieraus zu verwendenden Mitteln noch eine 

Summe zulegen, und welche? 


ec) In wie viel Jahren wird die Anleihe getilgt sein, 
wenn die Zinse des Aufgeldes zur Tilgung derselben 
verwendet werden? 


Auflösung zu a). Nennt man die Summe, welche halbjähr- 
lich zur Tilgung und Verzinsung einer Anleihe von 10 Millionen 
bei 3,5 Procent in 40 Jahren erfordert wird, L, so hat man zu 
ihrer Bestimmung: 

L L L L 


) 1000000= gs tot 1,01755 # -- [0175© 


1 —1,0175—80 


und hieraus: 
. 10000000 | 
>) L= 5879954773309. 


‚Um den Zinsfuss zu finden, hat man die halbjährliche Summe 
durch 80 Halbjahre zu rabattiren. Nennt man den jährlichen Zins- 
fuss ©, so wird die hieraus sich ergebende Summe dem Kapital 
sammt Aufgeld gleichzusetzen sein. Das Aufgeld beträgt: 


10000000. 0,1—= 1000000. 
. Hiernach ist: 


| j 9) : D 1 r 
3) 11000000 — 2352093 | 2332093  233209,3 


1,02, + 700,2 + 102,8 
sr —80 
— 2332095. 11° 
0,02, 
also : 


1—1,02,-% 11000000 
| — 0,02, = 353003 = 17.1679. 
Theil XXX VIE 13 


4) 
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Wendet man nun die in meiner Anleitung 8. 301. gegebene 
Methode an und sucht in der entsprechenden Tafel in der 80sten 
Horizontalreihe die Zahl 47,16792 auf, so fällt dieselbe zwischen 
46,407323 und 50,386657, also näher an erstere als letztere. Der 
fragliche Zinsfuss x, liegt also näher bei 1,5 als bei 1,25. Inter- 
polirt man, so ergibt sich derselbe zu 1,5 — 0,0477... = 1,45 ganz 
nahe und der Staat hätte hiernach das Kapital in dem Zinsfuss 
2,9 zu verzinsen. 


Untersucht man nun den gefundenen Werth nach. der ersten 
Methode des $.59., also mit Rücksicht auf No. 3) dieses Para- 
graphen, nach der Gleichung: | 


1— 1,014580 
5) K, = 233209,3. 90185 


so hat man: 
le 1,0145—8°0 = 0,4998360 — 1 =1g 0,3161084, 


1-0,3161084 _ 233209,3.0,6838916 
%=332093. —y = DM 


15233209,3 — 5,3677459 
18.0,6838916 — 0,8349873— 1 
5,2027332 
120,015 = 0,1613680— 2 
N. 7,0413652= 10999500, 


6) Kı = 10999500. 


Der so für X, gefundene Werth ist daher von demjenigen, der‘, 
nach No. 3) hätte gefunden werden sollen, nur um 11000000 
— 10999500 =500 von dem richtigen verschieden. Der gefundene 
Zinsfuss 2,9 ist daher ganz nahe genau und um ein ganz Unbe- 
deutendes zu gross. 


Auflösung zu b). Nach No.2) wird zur Tilgung der An- 
leihe halbjährlich die Summe 233209,3 erfordert. Man findet die 
Tilgungssumme des ersten Halbjahres, wenn man den halbjähr- 
lichen Zinsbetrag der Schuld 10000000.0,0175 = 175000 hievon 
abzieht, und erhält daher: | 


Aı = 233209,3 — 175000 = 58209,3. 


Soll nun das Aufseld von 1000000, das zu 4 Procent verwendet. 
werden kann, zur Schuldentilgung während 80 Halbjahren verwen 
det werden, so ergibt sich die Summe L, welche halbjährlich hie 
für disponibel gemacht werden kann, aus folgender Gleichung: 
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L L L | 
31000000 = 10% + 1.02% + 1.08 +... 1.0980 = L.— 


und hieraus: 

1000000.0,02 1000000 

"T-1,02-50 = 597213195 > 160,7. 

Hiernach muss der Staat ausser den Zinsen die halbjährliche Summe 
8) $ = 58209,3 — 25160,7 = 23048,6 


zuschiessen, denn er kann 25160,7 aus dem Aufgeld halbjährlich 
schöpfen. Aus eigenen Mitteln hat dann der Staat halbjährlich 
nur die Summe 208048,6 zur Verzinsung und Tilgung zu ver- 
wenden, um in 40 Jahren die ganze Schuld zu tilgen. h 

Dass diese Werthe richtig sind, ergibt sich aus folgender 
einfachen Prüfung: 


1—1,0175-8 1— 1,0175-8 
25160,7. 00% + 208048,6. 0.0075 


— 25160,7.42,8799347 + 208048,6.42,8799347 
— 1078889,3 + 8921110,6 = 99999999. 
Auflösung zu c). Da das Aufgeld zu 4 Pröcent benutzt 
werden kann, so beträgt die Tilgungssumme eines jeden Halb- 


jahres 1000000.0,02 = 20000. Sie wächst in diesem Falle nach 
dem früher Gesagten halbjährlich um 2 Procent. Die Anleihe wird 


007 Br 


‚ daher getilgt sein, wenn die halbjährlich verwendbaren Summen 


der Schuldsumme gleichkommen. Diess führt zu der Gleichung: 


1,02” — 1 

0,02 
Hieraus bestimmt sich die Zahl. der Halbjahre (nr) durch 
1811: __1,0413927 
* 181,02 .0,0086002 
Die ganze Anleihe wird also allein durch die Zinsen des Auf- 
' geldes in 61,5 Jahren getilgt sein, wobei der Staat in dieser Zeit 


nur die Zinse der Anleihe halbjährlich im Betrage von 175000 
zu zahlen hat. 


9) 10000000 = 20000. 


-10) — 121,089. 


$. 63. 


| Allgemeine Bemerkungen über Staatsanleihen und die 
vortheilhafteste Art ihrer Tilgung. 


Der Zweck der Aufnahme einer Staatsanleihe ist die Befrie- 
13* 
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' digung irgend eines eintretenden Bedürfnisses, das nicht aus den 
laufenden Einnahmen gedeckt werden kann. Diese Bedürfnisse 
können verschiedener Natur sein und in mancherlei Verhältnissen 
ihren Grund haben, wodurch sich wohl auch die Art, sie zu til- 
gen, bedingen wird. Hieher gehören Ausgaben von vorübergeh- 
ender Natur, wie der einmalige Ausfall in den Jahreseinnahmen 
und ein dadurch entstehendes Defieit, oder Ausgaben für blei- 
bende Einrichtungen, wie die Anlage der Eisenbahnen, Verkehrs- 
wege, ÜCulturverbesserungen, Binliae von Gebäuden, Einrich- 
tung neuer Industrie- Anstalten u. 


Es kann nun nicht die Absicht sein, bier auf eine Erörterung 
dieser Bedürfnisse einzugehen, da unsere Aufmerksamkeit nur 
darauf gerichtet ist, die vortheilhafteste Einrichtung der Tilgungs- 
pläne anzudeuten. 


Nach den in diesem und in dem vorhergehenden Kapitel an- 
gestellten Untersuchungen treten hauptsächlich drei Tilgungspläne 
hervor, die Berücksichtigung verdienen: 


a) Tilgungspläne, bei welchen die Zahlungssummen abnehmen, 
b) solche, bei welchen die Zahlungssummen zunehmen, und 
c) solche, hei welchen dieselben gleich gross sind. 


Es ist ersichtlich, dass im ersten Falle die Gegenwart und 
die ihr zunächst liegende Zeit mehr als die spätere Zukunft be- 
lastet und die Steuerkraft der Staatsangehörigen in .ungleichem 
Maasse in Anspruch genommen wird. Dasselbe gilt umgekehrt 
im zweiten Falle, in welchem die Gegenwart und die ihr zunächst 
folgende Zeit auf Kosten der späteren Generation erleichtert wird. 
Beiden Ungleichheiten begegnet die dritte Tilgungsart, indem die 
frübern und spätern Generationen gleichförmig belastet werden. 


Die erste Tilgungsart ist die ungewöhnliche, und es ist mir 
nicht bekannt, dass ein derartiger Tilgungsplan von den Finanz- 


verwaltungen gewählt wurde. Dennoch möchte es Fälle geben, 


er 


worin diese Tilgungsart gerechtfertigt wäre, namentlich dann, 
wenn ein vorübergehender Ausfall in den Einnahmen durch eine 


Anleihe gedeckt werden soll. Man kann wohl verlangen, ‘dass 
wenn der Fall eintritt, dass die Einnahmen zur Deckung der lau- 
fenden Verwaltungskosten nicht hinreichen, die Gegenwart ge- 
halten sei, ihre Bedürfnisse aus ihren Mitteln durch Einhebung 


vorübergehender höherer Steuerbeträge zu bestreiten. : Ist diess - 


aber nicht möglich oder wird dieser Weg nicht betreten, so ist 
es billig, dass die Jetztzeit in diesem Falle stärker belastet werde, 
als die Zukunft, und sich nicht auf Kosten der spätern Genera- 


u 


vw 4 N) 


der politischen Arithmetik. 193 


tion erleichtere. Jedenfalls dürften Tilgungspläne mit wachsen- 
den Summen hier nicht gewählt werden. Ein Gleiches gilt- bei 
solchen Einrichtungen oder Verbesserungen, welche hauptsächlich 
im Interesse der Gegenwart begründet sind. 


‚Häufiger wird die zweite Art gewählt, wornach die Anleihen 
durch steigende Zahlungssummen getilgt werden. . Diess ist der 
Fall bei der kerzoglich badischen Eisenbahn - Anleihe ‚vom 
Jahre 1845 ($. 56.) und ‚auch bei der Lotterie-Anleihe vom Jahre 
1840, worüber das Nähere in meiner ‚Theorie der Lotterie- An- 
lehen‘“ nachzusehen ist. Diese Tilgungsart mag zum Theil in 
der Neigung einer Finanzverwaltung liegen, die Befriedigung der 
dem Staate obliegenden Schuldigkeiten der spätern Generation zu 
überantworten. Doch ist abgesehen von dieser Möglichkeit, richt 
zu verkennen, dass diese Tilgungsweise bei vielen Fällen in der 
Sache begründet ist, Hieher gehören alle Anleihen, die für Eisen- 
bahnen oder solche Verbesserungen und Einrichtungen gemacht 
werden, deren Vortheile und Erträgnisse sich erst vollständig in 
der Zukunft entwickeln, also auch dieser zu gut kommen. Es 
ist daher gerechtfertigt, dass ‚die spätere Generation eine dem 


- grössern Vortheil entsprechende grössere Belastung übernehme. 


Ferner ist nicht zu übersehen, dass mit Verbesserung der Ver- 
kehrswege sich die Industrie und der Verkehr und dadurch‘ die 
Steuerkraft hebt, und daher der Zukunft eine grössere Belastung 
angemuthet werden- kann. 


Weniger als der zweite ist, so viel mir bekannt, der dritte 
\Weg betreten. Hierher gehört die preussische Anleihe vom Jahre 
1859 ($. 58.), die durch gleiche Zahlungssummen getilgt wird. 
Sie dürfte sich, obwohl wenig benutzt, als sehr vortheilhaft erweisen. 


Betrachtet man. nämlich den Staat im Allgemeinen, als nicht 
einem bestimmten Zeitraum angehörig und in seinem Bestehen 
nicht an einzelne Jahre geknüpft und eingeschlossen, sondern als 
von einem höhern Standpunkte aus die zeitlichen Bedürfnisse 


„beobachtend und ihre Befriedigung überwachend, die Wünsche 
und Hofinungen der Zukunft über den Interessen der Gegenwart 
nicht vergessend, und umgekehrt, ausgleichend nach allen Be- 


ziehungen, beständig in zeit- und sachgemässer Entwickelung 
begriffen, als einer und derselbe in allen Verhältnissen und Zei- 
ten, so dürfte eine gleichförmige Belastung seinem Wesen und 


der Förderung seiner Interessen am sachgemässesten entsprechen, 


und jedenfalls derjenigen vorzuziehen sein, welche eine Zeitpe- 
tiode vor der andern erleichtert, wenn nicht entscheidende Gründe 
eine Ausnahme bedingen. Treten diese aber maassgebend ein, 
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so wird nach dem Gesagten im einzelnen Falle immer die rich- 
tige Ausgleichung gefunden werden können. Wird in einem sol- 
chen Falle ein Tilgungsplan etwa mit steigenden Zahlungssummen 
für einen grössern Zeitraum gewählt, so dürfte dahin zu wirken 
sein, dass sich dieselben nicht schliesslich zu einer solehen Höhe 
erheben, dass die Durchführung illusorisch gemacht und selbst 
wieder eine neue Anleihe erfordert wird, um dem Staate die Ein- 
haltung seiner Verpflichtungen zu ermöglichen. Hiedurch würde 
die Tilgung der Anleihe nicht erwirkt, sondern auf einem spätern 
Zeitraum hinausgeschoben. 


Diese Bemerkungen finden z. B. ihre Bestätigung bei der Til- 
gung der badischen Lotterie-Anleihe vom Jahre 1840 im Betrage 
von 5 Millionen Gulden, die einen Zeitraum von 25 Jahren umfasst. 


Diese Anleihe ist auf den sehr günstigen Zinsfuss 3,5 basirt, 
wird aber nach einem so ungünstigen Plane getilgt, dass die an- 
fängliche Schuld von 5000009 nach 16 Jahren sich auf die Höhe 
von 5503176 Gulden steigert, anstatt zu sinken, und die eigent- 
liche Kapital- Abtragung in die letzten 8 Jahre des Tilgungsplans 
zurückgedrängt wird. Diess hat zur Folge, dass die letzten acht 
Zahlungssummen zusammen 5971675 (nahe 6 Million Gulden) und 
die drei letzten je eine Million in runder Zahl betragen, während 
eine Reihe von Zahlungen in den früheren Jahren nicht einmal 
die Zinse der Schuld absorbirt. 


Auf das Unvortheilhafte solcher Tilgungspläne habe ich sehon 
in meiner „Theorie der Lotterie- Anlehen“ pag. 43. u. ff. 
aufmerksam gemacht und verweise deswegen dorthin. 


ist nun ein Tilgungsplan auch auf ganz ungünstige Weise 
entworfen und festgestellt, tso kann allerdings, wie. ich schon in 
meiner Anleitung gezeigt habe, und wie auch aus den in diesem, 
dem ersten und dritten Kapitel aufgestellten Sätzen hervorgeht, 
nachgewiesen werden, dass die nach ihm fälligen Zahlungssummen 
(Zinse und Tilgungssummen) immer auf den Werth ‘der aulge- 
nommenen Schuld zurückführen, wenn sie in demselben Zinsfuss 
rabattirt werden, worin die Anleihe verzinst wird. Objectiv er- _ 
gibt sich also hieraus kein Nachtheil für den Sehuldner. Den- 
noch kann eine Schuld nach verschiedenen Tilgungsplänen zurück- _ 
gezahlt werden, und es wird sich zeigen, dass in dem einen oder - 
andern Falle eine grössere oder kleinere Gesammtsumme in dem 
nämlichen Zeitraum gezahlt werden muss, wenn man sämnitliche 
Zahlungssummen unter einander vergleicht, während die Rabatti- 
rung in dem einen oder dem andern Falle immer auf die gleiche 
Summe führt. Im zweiten und dritten Kapitel wurde schon in 
den bezüglichen Fällen hierauf hingewiesen. 
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Es ist nun klar, dass jeder Privatmann, der eine Schuld zu 
tilgen hat, denjenigen Tilgungsplan vor dem andern wählen wird, 
welcher von ihm im Laufe der Zeit die geringeren Zahlungssum- 
men fordert. Eine sorgfältige und sparsame Finanzverwaltung wird 
wohl dasselbe thun. Es dürfte sich daher der Mühe lohnen, den 
nähern Nachweis über die vortheilhafteste Einrichtung der Til- 
gungspläne zu geben. | 


8. 64. 


Fortsetzung: 


‚Zur Lieferung dieses Nachweises nehmen wir die Elemente 
aus dem dritten Kapitel und vergleichen die verschiedenen Til- 
gungspläne nach dem in $. 63. gegebenen Schema unter einander. 


a. Tilgungspläne bei gleichen Abtragssummen. 


Geschieht die Tilgung und Verzinsung jährlich und soll die 
Gesammtsumme;, welche im Laufe der Tilgungszeit zu zahlen ist, 
bestimmt werden, so hat man die in No. 1) $. 32. angegebenen 
Werthe zusammen zu zählen. Hiernach erhält man: 


a 2 


19) Ss, =nA +nK.0,0p— A.0,0p 


—nA+n(K—(n—]) au 


Geschieht die Tilgung jährlich und die Verzinsung halbjährlich, 
so ergibt sich die Gesammtsumme für die fälligen Werthe aus 
der Gleichung No. 8) $. 32. und man erhält: 

n(n—]) 


S,—= nA + 2nK.0,0p, — 2 T» 54. .0,0p;: 


Da nun 2.0,0p, = 2. 0,05 =0,0p ist, so entsteht: 


2) Sa —nA + nK.0,0p— ln: zu 


Nach No. 1) und No.2) ist $=S,. Diess führt zu dem Satze: 


3) Wird eine Anleihe durch gleiche Abtragssummen 
getilet, und geschieht die Tilgung jährlich, die Ver- 
zinsung aber jährlich oder halbjährlich, so ist die 


r r = 
rt Br 
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Summe sämmtlicher nach den beiden Tilgungsplänen 
fälligen Zahlungsleistungen gleich gross. 


Geschieht die Verzinsung und Tilgung halbjährlich und so, 
dass die halbjährliche Tilgungssumme die Hälfte der jährlichen 
A =34 Ist, so kommt die Gleichung No. 12) $. 32. in Anwendung 
und die Summe sämmtlicher nach dem Tilgungsplane fällig wer- 
denden Zahlungen ist: 


On On—1 
4) x Sz Be 2nd, + 2nK. 0,09, ia ln .. Aı . 0,0p, D 
Nun ist 24, = 4, 2.0,0p, =0,0p, On—1). A = An) A, =(n-H4, 


und hieraus durch Einführung: \ 


A 
5) S;=n4 +nK.0,0p—n(n—3)5.0,0p 
A 
—=nA+n(K — (n—}) 5)-0,0p. 
Vergleicht man nun S, oder $, mit S, und bemerkt, dass 


4A 4A 
(K—(n—1) 3)0,0p > (K- (n— 3) 5)0,0p 


oder 
nA 4 nA A 
(K— Be 7 5) 0,0p >. (K—i5- + 4) 0,09 
so folgt hieraus: 


6) Wird eine Anleihe durch gleiche Abtragssum- 
men getilgt und geschieht die Verzinsung und Tilgung 
halbjährlich und so, dass die halbjährliche Tilgungs- 
summe die Hälfte der jährlichen Tilgungssumme 
(Ad, =34) beträgt, so ist die Summe sämmtlicher nach 
dem Tilgungsplane fälliger Zahlungsleistungen klei- 
ner, als wenn die Tilgung jährlich und die Verzinsung 
jährlich oder halbjährlich in der gleichen Zeit ge- 
schieht. 


Derselbe Satz gilt, wenn die Abtrags- oder Tilgungssummen 
um gleich viel zu- oder abnehmen. 


Schon in $. 33. und $. 36. u. s..w. wurde im besondern Fall 
auf diesen Satz hingedeutet. Hier findet er sich bewiesen. 
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b. Tilgungspläne, bei welchen die Abtrags- oder Til- 
gungssummen in einer geometrischen Progression 
wachsen. 


Geschieht die Tilgung und Verzinsung jährlich, so ergibt sich 
für die Summe aller nach dem Tilgungsplane erforderlichen Zah- 
lungsleistungen aus No. 5) $. 39. durch folgende Gleichung: 


1,00" — 4.0,0p 1,0wr—1, nA.0,0p 
N SAG "+nK.0,0p — DO 2 O0 0er 


1,0wr—1 398) u Au De 


wenn A4.0,0p, um die Reihen zu ebene zu- und abge- 
zählt wird. Ist n keine ganze Zahl, so muss noch die Restschuld 
Sn zugezählt werden. 

 Geschieht die Tilgung jährlich und die Verzinsung halbjähr- 
lich, so entsteht aus No. 16) $. 39. für die Gesammtsumme aller 
nach dem Tilgungsplan fälliger Zahlungsleistungen : 


8) 


2 1,0ur —1 24.0,0p, 1,0u”r—1  2n4.0,0p, 
N = ZnK. 0,0p, + A. 0,0% m 0, O0 ® 0, Dw + 0,0 


,10wr—] 0,0» nA.0 ‚Op. 
—=nK.0,0p +4. a ar SO 
Auch hier ist erforderlichen Falls die Restschuld S,„ zu berück- 
sichtigen. Aus No.7) und No.8) folst, dass 5, —=S, ist. Der 
in No.8) aufgestellte Satz gilt auch hier. 


Geschieht aber die Tilgung und Verzinsung halbjährlich, so 


"kommt No. 21) $. 39. in Anwendung. Setzt man nun, um eine 


Vergleichung mit No.7) und No. 8) zu gewinnen, den Procent-. 
satz, um welchen die Theilungssumme halbjährlich wächst, o iv, 
und die halbjährliche Tilgungssumme, die vorerst in Frage steht, 
A,, so ist gie Gesammtsumme aller Zahlungsleistungen : 


ER 1,00, ?r —1 0 ‚Ipı 1 ‚Oo 2r—] 2nd, l) ‚Op, 
S, en 2nK.0,0p, +4), £ 0,0, Kr ER, A i 0,000, / 0 ‚dw, a 0,0, { 
A, .0, - 
wenn A Di zur Vervollständigung der Reihen zu- und abge-. 
£ 3 w 


ne un„. 90 
zählt wird. Da nun 2.0,0p9, =0,0p, es = ist, so geht diese 
| 


Gleichung in folgende über: 


/ 
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; 1,0w,2”—1 0,0p 0 0,0p 
9) Sy —=nK.0,0p+ A, . 0,0%, (1-5; a) + 2n A:- 0, 0.0%’ 
wobei. noch erforderlichen Falls S2„ zugezählt werd muss. 


Vergleicht man nun No. 9) mit No. 7) oder No. 8), so ist zu 
bemerken, dass es sich in beiden Fällen um Tilgung einer und 
derselben Anleihe X in dem gleichen Zeitraum n handelt, und 
dass die Anleihe getilgt sein wird, wenn die sämmtlichen Til- 
gungssummen der Anleihe gleich gekommen sind. Hiernach hat 
man für No. 7) und No. 8): 


1,0 ww — 1 
KA; 0,00 
und für No. 9): 
AN: 1,0, ?r ee i 
K — 4, . 0,0%, ’ 


und hieraus: 
:1,0wr —] 1,00, 2? —1 
10) Kl 0er =A, re 


Wendet man den Inhalt dieser Gleichung auf die Beurtheilung 
des Werthes von 8, und S, in Beziehung auf S, an, so zeigt 
sich in No. 7), No. 8) und No.9) dass die beiden ersten Glieder 
einander gleich sind und dass daher, wenn S, von S, oder S, 
verschieden ist, der Grund des Unterschiedes in dem dritten 


.d, 2n A, -®, ; ' 
Gliede a und nn liegen müsse. Um diess zu be- 


stimmen, dient die Gleichung No. 10). Aus ihr erhält man, wenn 
die rechte Seite mit 2 multiplieirt und dividirt wird: 


1,0ur—1 24, .1,0w,?27 — 1 1 ‚Our — 1 
0,08 77 :.2.0,00;, 0,0% 


— 24. 


und hieraus: 
A 1,00, 2 — } 
ei) 24  1,0w—1 


Da nun, wie früher gezeigt. wurde, 1,0w,?? —1> 1,0w — 1, 


wenn w=4w, so ist auch A > 2A, oder S= A, folglich auch 


nA.0,0p 0,0p 
0,0 0,0% 


Bieraus folgt, dass auch in dem vorliegenden Falle $S, > S, 
"ist. Es gilt daher auch der in No. 6) aufgestellte Satz jedoch 
unter der Voraussetzung: 


> InA,: 
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12) dass die Tilgungssumme des ersten Halbjahres 
kleiner als die Hälfte von der des ersten Jahres in 


A 
No. 7) oder No. 8) ist, A, < 5 


A 
Die. frühere Voraussetzung, dass A, =75, ist nicht zulässig, 


wie sich leicht zeigt. Setzt man nämlich A, =44 in No. 9), so 

geht diese Gleichung nach den gehörigen Veränderungen in fol- 
sende über: 

1,00, 2°—1 0, 102) nA.0,0p 

13) S,;=nK.0,0p +4. 0,0% (1 008 + 0.00 ’ 

da 2.0,0, = 0,0w ist. Es wird daher, da 1,002 —1> 1,00" — 1 


ist, $S,> 8, sein. Dieses Resultat steht im Widerspruch mit 
No. 10), weil offenbar 


1Ow—ı A LOm—1_ , 10wm—1 
000... 00m. 0000 


A. 


ist, also nicht, wie No. 10) verlangt, gleich gross sein kann. 


Wird dennoch A, =44A in No. 21) $. 39. oder in No. 9) dieses 
Paragraphen gesetzt, so ist die nothwendige Folge, dass Qn<n 
sein muss, um der Gleichung No. 10) zu genügen, und wenn der 
Tilgungsplan No. 21T) $. 39. in Kraft bleiben soll. Ist aber 2n<n, 
dann wird auch der Satz No. 6) wieder in Kraft treten. 


ce. Tilgungspläne, bei welchen die Zahlungssummen 
(Zinse und Tilgungssummen) gleich gross sind. 


Die zu gewinnenden Resultate ergeben sich in diesem Falle 
sehr leicht, wenn man beachtet, dass sofort nach No. 14) $. 39. 
der Zinsfuss und der Procentsatz, um welchen die Tilgungssum- 
men steigen, einander gleich sein müssen. Setzt man daher p=u, 
so hat man bei jährlicher Tilgung und Verzinsung aus No.7): 


14) S; =nK.0,0p +nA=n(K.0,0p + 4); 
bei jährlicher Tilgung und halbjährlicher Verzinsung aus No. 8): 
In h 1) 0p1 


15) S,—=2nK.0,0p, + Ö Op =n(K.0,0p +4); 


bei halbjährlicher Tilgung und Verzinsung aus No. 9): 
16)  S=2nK.0,0p, +2nA, = n(K.0,0p +2A,), 
undes it 9 =S,; ,<S, —=S,, da A, <44 ist. Diese Sätze 
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rechtfertigen sich auch einfach dadurch, dass K. 0,0p 44 ij in den 
beiden ersten Gleichungen die jährliche und X.0,0p, +4, in No.16) 
die halbjährliche Zahlungsleistung ausdrückt und A, <34A, sein muss. 


Hieraus entninmt man folgenden allgemeinen Satz: 


17) Die halbjährliche Tilgung und Verzinsung einer 
Anleihe ist unter den genannten Bestimmungen vor- 
theilhafter, als die jährliche Tilgung bei halbjährli- 
cher oder jährlicher Verzinsung, denn die aus ihr hervor- 
gehenden Gesammtzahlungen belasten den Schuldner in geringerem 
Maasse, als die jährliche Tilgung mit jährlicher oder halbjährlicher | 
Verzinsung. 


Der hier nachgewiesene Vortheil geht, wie man sieht, einzig 
aus der Einrichtung des Tilgungsplans hervor und empfiehlt sich 
von selbst allen sorgfältigen Finanzverwaltungen. In den meisten 
mir bekannten Tilgungsplänen ist diese Einrichtung nicht zur Aus- 
führung gebracht, ob sie gleich im Interesse des Staates liegt 
und sich leicht in der Wirklichkeit ausführen lässt, ohne die In- 
teressen der Staatsgläubiger im Mindesten zu verletzen. 


$. 65. 


Anwendung. 


Das Gesagte soll an besondern Fällen nachgewiesen werden. 
Wir wählen hiezu die schon behandelte badische und preussische 
Anleihe. 


Wird die badische Anleihe im Betrage von 10 Millionen Gul- 
den bei 4 Procent in einem Zeitraume von 44 Jahren durch gleiche 
Abtragssummen getilgt, so ergibt sich die Gesammtsumme, welche 
bei jährlicher Tilgung und jährlicher oder halbjährlicher Verzin- 
sung auf die Heimzahlung verwendet werden muss, nach No. }) 
und No. 2) $. 64., wenn 

10000000 


K = 10000000, p=4, n=4, A= —g — = 227273,72 
gesetzt wird. Es entsteht: 
1) 
M, 43 
S, =44.227272,72 + 44.10000000.0,04 + 5. 227272,72.0,04 
— 10000000 + 17600000 — 4600000 
— 23000000, 
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bei halbjährlicher Tilgung und ee nach No. 4) $. 64., da 
10000000 


A = 5 — =113636,36... 
2) 
Ss = 88.113636,36 + 88. 10000000 .0,02 — Se & .113636,36.0,02 
— 10000000 + 17600000 — 8700000 
— 18900000. 


Nach dem vom Staate aufgestellten Tilgungsplane ist zu zahlen 
hei jährlicher Tilgung und halbjährlicher Verzinsung nach No. 8) 8, 64.: 


3) 


1,068 _1 0,04 
$,=44.10000000.0,04+ 50000. —.g5— ( 06 


0,04 
+44.50000. 95 + Sa 


— 17600000450000. 199,7580319. 24 a, +12098.406 


= 17600000 + 3329300,5315 + 1466666,66 .... + 12098,406 
= 22408065,604. 


"Würde diese Anleihe unter den nämlichen Bedingungen durch 


halbjährliche Tilgung und Verzinsung zurückgezahlt, so wäre die 


Tilgungssumme des ersten Halbjahres für w =3: 


PUR 10000000.0,03 _ 10000000 
ı = 1,03 —_] 415,9853932 7 
‚1810000000. =7,0000000 


18415,985393 — 2,6190781 
N. 4,3809219 = 24039,30. 


= 24039, 3, 


Durch Einführung dieses Werthes in No. 9) $. 64. entsteht: 


4) 
1,0388 


8, =44.10000000.0,04 + 24039,3. on 3 +88. 24039,3.3 


= 17600000 + 3333333,33 + 1410305,6 
= 22343638,9. 
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Wiirde die Anleihe durch gleich grosse Summen in 44 Jahren 
zurückgezahlt werden, so hat man, um die Gesammtsumme. der 
Zahlungen bei jährlicher Tilgung und jährlicher oder halbjährlicher 
_ Verzinsung zu erhalten, zuerst die Tilgungssumme des ersten 
Jahres A bei 4 Procent zu bestimmen. Es ist: 


10000000.0,04_ 10000000 
A=— ga] = 118.128705 = 80615.46, 


1810000000 = 7,0000000 
18115,41287 = 2,0622542 
N. 4,0377458 = 86645,6. 


Durch Einführung dieses Werthes in No. 14) oder No. 15) $. 64. 
entsteht: 
5) ‚S; = 44(10000000.0,04 + 86645,46) = 44.486645,46 
— 21412400,24. 


Geschähe unter dieser Voraussetzung Tilgung und Verzinsung 
halbjährlich, so hat man die Tilgungssumme des ersten Halbjah- 
res A, zu bestimmen. Sie ist: 


4 —}0000000.0,02 _ 10000000 
ı=77,038-1 — 2335,6177011 


1g 10000000 = 17,0000000 
18 235,61770 = 2,3722080 
N. 4,6277920 = 42441,63. 


Durch Einführung dieses Werthes in No. 16) $. 64. entsteht: 
6) S; = 44(10000000.0,04 ++ 84883,26) — 44 .484883,26 
— 21334863,44. 


—42441,63, 


Aus der Vergleichung der gefundenen Resultate ergibt sich, 
dass in den verschiedenen Tilgungsplänen die Werthe der Ss 
(halbjährliche Tilgung und Verzinsung) einen Vortheil gegen die 
der $, (jährliche Tilgung und jährliche oder halbjährliche Ver- 
zinsung) zeigen. Bei der Heimzahlung durch gleichheitliche Til- 
sungssummen No. 1) und No.2) tritt diess am stärksten hervor, 
wobei jedoch zu bemerken ist, dass in diesem Falle die Gegen- 
wart und die ihr zunächst liegende Zeit stärker und zu Gunsten 
der spätern Zeit belastet werden würde. 


Die in No. 3)—No.6) gefundenen Werthe ordnen sich in der 
Reihenfolge, wie sie hier zusammengestellt sind. Der vom Staate 
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festgestellte Tilgungsplan erfordert nach No. 3) im Ganzen die 
Summe von 22408065,6, während eine einfache Umänderung in 
einen Tilgungsplan mit halbjährlicher Verzinsung und Tilgung nach 
No. 6) nur eine Summe von 21334863,44 erfordert, also im Gan- 
zen die nicht unbeträchtliche Erleichterung von 1063202,16 gewährt 
haben würde. Vergleicht man nun mit diesen Resultaten den in 
$.56. No. 7) und No. 8) gegebenen Tilgungsplan, so schliesst sich 
hieran der weitere Vortheil, dass die Jahresleistungen nicht die 
bedeutende Höhe erreichen, wie diess dort der Fall ist, wo sie 
sich schliesslich bis über 600000 erheben. Allerdings stehen die 
Zahlungssummen der ersten Jahre etwas höher. Dieser Unter- 


schied beträgt aber höchstens etwas über 30000, der sich übri- 


gens durch die steigenden Summen in No. 8) $. 56. bald ausgleicht. 


Wendet man nun diese Sätze auf die preussische Anleihe 
vom Jahre 1859 an, so ist die Summe, welche in 36 Jahren bei 
jährlicher Tilgung und halbjährlicher Verzinsung erfordert wird, 
nach No. 15) $. 64., wenn n==36, p=5, A=300000 gesetzt wird: 


7) $, =36(30000000. 0,05 + 300000) + Sys 
= 64800000 + 1249103,1843 — 66049103, 184. 
Geschähe die Tilgung und Verzinsung halbjährlich, so kommt 


No. 16) $. 64. zur Anwendung und man hat zuerst A, zu bestim- 
men. Es ist: 


30000000.0,025 30000000 
1 = Tr; 106,0800095 = 125249, 
1530000000 — 7,4771213 
15196,689122 — 2,2937803 
N. 5,1833410 — 152524.9, 


und durch Einführung entsteht: 


8) = 72(380000000.0,025 + 152524,9)=72.902524,9 
— 6498179,8. 


Der Werth von A, =152524,9 ist in No.8) grösser als 24 — 150000. 
Diess rührt von dem Zutritt der Restschuld S,,— 1249103,18 her. 


Würde man A, =34=150000, die Hälfte der jährlichen Til- 
'„gungssumme wählen, so würde sich der Tilgungsplan nach dem 
in $. 64. Gesagten etwas modificiren. Dann ist zuerst die Til- 
gungszeit zu bestimmen. Sie ergibt sich aus: 


1,025? — 1 30000000 


0,08 = 150000 7 ?00; 
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und beträgt nach den Tafeln 73 Halbjahre oder 36,5 Jahre, während 
der vom Staate angenommene Tilgungsplan 36,723 Jahre nach 
No. 6) $. 58. umfasst. | 


Berechnet man hiernach die zur Heimzahlung der Anleihe er- 
forderliche Gesammtsumme, so hat man die Restschuld für das 
36ste Jahr zu bestimmen. Sie beträgt: 


1,025”2—1 
Sr = 30000000 — 150000. 0,05 


— 30000000 — 150000. 196,6891225 
— 496631,625. 
Die Gesammtsumme beträgt daher nach No. 16) $. 64.: 


9) S; = 36(30000000.0,05 + 2.150000) ++ 57, 
— 64800000 + 496631,625 — 65296631,625. 


Aus der Vergleichung dieses Werthes mit S, in No.7) er- 
gibt sich eine Verminderung von nur 752471,559 Thir., die jedoch 
noch immer nicht unbedeutend ist. 


Die beiden hier betrachteten Anleihen sind nieht von beträcht- 
licher Grösse. Es ist aber klar, dass bei Anleihen von 100 und 
mehreren Hundert Millionen sich dieser Vortheil bedeutend stei- 
gert. Jeder Staat kann sich diesen. Vortheil aneignen, denn es 
ist nur eine Umänderung in der Tilgungsweise und der Einfüh- 
rung halbjährlicher statt jährlicher Tilgung nöthig, und diess kann 
zu jeder Zeit geschehen. 
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VE. 


Allgemeine Theorie der Krümmungslinien. 


von 


dem Herausgeber. 


$. 1. 
‚In der Abhandlung Thl. XXVIH. Nr. VIII. habe ich die Theo- 


‚rie. der Krümmung der Flächen so weit entwickelt, als dieselbe 
die Krümmung der ebenen Flächenschnitte betrifft. Den Haupt- 
zweck jener Abhandlung habe ich mit den Worten bezeichnet: 
„dass die betreffenden Formeln und Gleichungen sämmtlich in 
einer solchen Weise entwickelt werden sollten, dass sie ohne 
irgend welche Coordinaten- Transformation eine unmittelbare An- 
wendung auf alle besonderen Arten der Flächen gestatten“, wo- 
bei ich zugleich. die allgemeinen Formeln sämmtlich so dargestellt 
habe. dass sie unmittelbar aus der in der Form 


fa; y,)=0 


gegebenen Gleichung der Fläche bloss durch partielle Differen- 
tiation der Function 


u ka 4%) 


abgeleitet werden, wogegen man früher meistens die Gleichung 
der Fläche unter der- Form 


z=flz,y) oder z—f(z, yJ)=0 


zu Grunde gelegt, und die Formeln von’ den partiellen Differen- 
tialquotienten von z nach = und y abhängig gemacht hat. Dass 
aber die Gleichungen der Flächen ursprünglich unter der letzte- 
ren Form nur sehr selten, sondern bei Weitem am Häufigsten 
unter der ersteren Form gegeben sind, und dass also hier eine 
Lücke in der allgemeinen Theorie der Flächen auszufüllen war, 
unterliegt wohl keinem Zweifel. In der vorliegenden Abhandlung 
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will ich nun zur Vervollständigung der früheren die in so vielen 
Beziehungen wichtige allgemeine Theorie der Krümmungslinien 
der Flächen nach ganz ähnlichen Gesichtspunkten behandeln, was 
ich in meiner ersten Abhandlung nur unterliess, um derselben 
eine nicht zu grosse Ausdehnung zu geben. Eine solche Behand- 
lung der allgemeinen Theorie der Krümmungslinien scheint mir 
für die höhere Geometrie Bedürfniss, da die Form der Gleichung 
der Fläche: R 


= fl®, Y); 


die man namentlich bei dieser Theorie immer nur zu Grunde ge- 
legt hat, doch jedenfalls keineswegs im Allgemeinen die primi- 
tive Form ist und manche Unbequemlichkeit hat, wenn man auch 
bei der Anwendung auf besondere Arten der Flächen allerdings 
häufig wieder auf die letztere Form wird zurückkehren müssen, 
wo sich aber die erforderlichen Formels immer ganz unmittelbar 
und mit der grössten Leichtigkeit aus den ganz allgemeinen For- 
meln, die ich im Folgenden entwickeln werde, ableiten lassen 
werden. Auch werde ich die immer lästigen Coordinaten» Trans- 
formationen, wie etwa die häufig in Anwendung gebrachte An. 
nahme der Berührungsebene der krummen Fläche in einem ge- 
wissen Punkte derselben als eine der Coordinatenebenen im 
Folgenden ganz vermeiden, um mich, was mein Hauptzweck ist, 
immer ganz im Allgemeinen zu halten. Dass sich diese Ahhand- 
lung unmittelbar an meine oben erwähnte frühere Abhandlung 
anschliessen und die in derselben gewonnenen Resultate als. be- 
kannt voraussetzen wird, brauche ich nach dem Bisherigen wohl 
nicht erst besonders zu bemerken. Bevor ich jedoch zur Theorie 
der Krümmungslinien selbst übergehe, schicke ich einige Betrach- 
tungen über einen anderen, mit derselben unmittelbar zusammen- 
hängenden Gegenstand, — nämlich über die sogenannten conju- 
girten Berührenden, — voraus, und werde auch in dieser Abhandlung 
Alles auf ganz strenge Gränzenbetrachtungen zurückführen. 


In letzterer Beziehung erlaube ich mir, bevor ich zu meinem 
eigentlichen Gegenstande übergehe, noch eine schon in dem Ein- 
gange zu der Abhandlung über die Theorie der Berührung und 
Krümmung der Curven in Thl. XXX. Nr. XL. gemachte Bemerkung 
hier zu wiederholen und von Neuem auf dieselbe hinzuweisen. Für 
mich wenigstens hat nämlich bei: allen diesen ganz allgemeinen 
geometrischen Untersuchungen über Curven und Flächen Das bei 
Weitem das meiste Interesse, dass, wie in dem Gebiete der Zah- 
len, auch im Raume unter gewissen Bedingungen oder Vor- 
aussetzungen ihrer Lage nach ganz bestimmte räumliche Objecte 
existiren, welche als die Gränzen anderer ihrer Lage nach ver- 
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änderlicher räumlicher Objecte zu betrachten und aufzufassen sind, 
denen diese letzteren unter den in Rede stehenden Voraussetzun- 
gen oder Bedingungen sich immer mehr und’ mehr und bis zu 
jedem beliebigen Grade nähern, mit denen dieselben immer ge- 
nauer und genauer, mit jeden: beliebigen Grade der Genauigkeit 
zusammenfallend gemacht werden können. Nach meiner voll- 
vollkommensten Ueberzeugung ist diese Auflfassungsweise aller 
dieser Dinge die allein richtige und wahre, auf sie muss als die 
allein sichere Grundlage immer zurückgegangen werden, wobei 
man sich auch in der schönsten Uebereinstimmung mit allen ähn- 
lieben Untersuchungen auf dem Gebiete der Zahlen. befindet. 
Auch gewährt diese Auflassungsweise allein wirkliche Ueberzeu- 
gung und wahre — aber auch vollkommene — innere Befriedigung. 
Daher kann ich auch alle anderen Behandlunesarten dieser Gegen- 
stände, etwa durch das sogenannte Unendlichkleine, wozu man. 
in’neuerer Zeit wieder öfters gegriffen hat, — mögen dieselben 
auch die Betrachtung hin und wieder abkürzen, — nicht billigen 
und denselben meinen Beifall nicht schenken, weil sich bei mir 
immer mehr und mehr die Ueberzeugung befestigt, dass auch -bei 
allen diesen Betrachtungen im Gebiete des Raumes, eben so wie 
im Gebiete der Zahl, die Gränze das wesentliche und eigentliche 
Element ist, auf welches es allein ankommt. 


g. 2. 


Die veränderlichen oder laufenden Coordinaten werde ich auch 
in dieser Abhandlung, wie in Thl. XXX. Nr. XL., wieder stets mit 
kleinen deutschen Buchstaben bezeichnen. Sind nun 

4e—a) + BY—0) + 06-0) =0, 
A'’F—a) + B’y—b) + C'G—- c)=UV 


die allgemeinen Gleichungen zweier Ebenen und 


die Gleichungen ihrer Durchschnittslinie, so müssen; da (fgh) 
einen beliebigen Punkt dieser Durchschnittslinie, welche in beiden 
gegebenen Ebenen zugleich liegt, repräsentirt, dessen Coordina- 
ten den beiden Gleichungen 


Alf—a) + Bg-b) + Ch—o)=0, 
A (f-a) + B (9-5) F C'k—-c)=0 
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genügen; alle diese beiden Gleichungen erfüllenden Werthe von 
f; 9, h können aber,auch für die in Rede stehenden Coordina- 
ten gesetzt werden. Setzen wir nun ferner: 


nn m 


so ist: 
r=f+6GX, y=9+GY, 5=h+6Z; 
also: 
Af=a+ 6X) + B(g-b+GYP)F Ch-c+62)=V0, 
A(f—a+GX) + B'g—-b +GF)+Ckk-— ce +GZ)=0; 
folglich , - weil 
| Af—-a) + BQ-)+Ch-)=0, 
A'(f- a) + B/g-d) + Che) =0 
ist: 
AX+BY+CZ=0, 
AX+BY+CZ=V. 
Bezeichnet nun & einen gewissen Factor, so ist: 
X=6(BC'—-CPB'), 
Y=6(04' — AC'), 
Z=6(AB'— BA); 


und nach dem Obigen sind also die Gleichungen der Durch- 
schnittslinie unserer beiden Ebenen: 


If „—g zu 


wo f, 9, h natürlich immer den beiden obigen Gleichungen genü- 
gen müssen. Da diese Form der Gleichungen der Durchschnitts- 
linie zweier Ebenen, von der ich im Folgenden Anwendung machen 
werde, nicht ganz gewöhnlich ist, so habe ich, grösserer Deut- 
lichkeit wegen, dieselbe hier besonders entwickelt. 


$. 8. 
Wir denken uns nun eine beliebige, durch die Gleichung 
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charakterisirte Fläche, und bezeichnen einen beliebigen, aber be- 
stimmten Punkt auf derselben, durch (xyz), wo also 


ee f(2,y;)=0 


ist. Nun denke man sich auf der Fläche eine beliebige Curve 
gezogen, welche durch die Gleichungen 


a DA BER are 2 a JE | 


charakterisirt sein’ mag; nimmt man dann noch an, dass diese 
Curve durch den Punkt (zyz) gelegt sein soll, so muss auch 


ER | Ve ee Ar el 


sein. Wenn wir die Functionen f(x, 3%, 2) und F(z, y, 2), jede 
für sich‘, überhaupt als Functionen dreier von einander unabhän- 
giger veränderlicher Grössen x, y, 2 betrachten und als solche 
behandeln, so soll 


Ben nefe,yr), U=Fle,y,2 


gesetzt werden. 


Die Gleichung der Berührungsebene der Fläche in dem Punkte 
(2yz) ist bekanntlich: 
ou ou [0277 | 
6). 2 nt,0oNt, G—-2)=0*). | 
Ein zweiter Punkt der Fläche sei (21121), so dass also 


7) FE nee Tri f(zi; Yı , 14) =0 


ist, und, insofern f(&, , %ı; 21) als eine Function dreier von ein- 
ander unabhängiger veränderlicher Grössen 27, Yı, 2, betrachtet 
und behandelt werden soll, in ähnlicher Weise wie oben 


Be es 5 Hi 21) 


gesetzt werden soll. Dann ist die Gleichung der Berührungsebene 
der Fläche in dem Punkte (2,Yı2,) wie oben: 


ou 


ß) ou | 
in. we eat, wt, =. 


Soll aber, wie wir jetzt annehmen wollen, der Punkt (a,yı%) 
zugleich in der auf der Fläche gezogenen Curve liegen, so muss auch 


01 a ee a d- ABRe. PLE 76 51 1 


*) M. s. Thl. XXX. Nr. XL. S. 425. Nr. 61). 
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sein, wo wir, wenn F(z, Yı,2,) als eine Function dreier von 
einander unabhängiger veränderlicher Grössen &,, yı, z; betrach- 
tet und behandelt wird, setzen: 


Bye... 00 2006 00 a 


Bekanntlich ist nach dem Taylor’schen Lehrsatze: 
ou ou ou 
u 7 5, 17%) +, NHNr (a1mdcht; 
2 BER U U 
CO U=7, Tab Yıy)+t 7, 2 —2)+3; 


wo die Reste r und # in Bezug auf die Grüssen AT Y—% 
2 —: von der zweiten Ordnung sind. Insofern nun nach dem Obigen 


u=0, „=0; T=0, U, —=0; 
also auch 


u —u=N, U —- T=0 


gesetzt werden muss, ist: 


ou , ou Yıy , W 1 —: 2% 

0x er me. 
oU OU Yyy , 9U 2-2 MN 
neh 02 a ae 


also, indem man den Punkt (zıYı21) sich auf: der, auf unserer 
Fläche gezogenen Curve dem Punkte (xyz) immer mehr und mehr 
nähern lässt, da, weil die Reste r und # in Bezug auf x, — x 
von der zweiten Ordnung sind, 


Lim x — 44, Lim a —0 
LT 7 ed 5 + 
ist: 
u + on Lin Jı Pin TE 
7 ii er 
oU SU 79 OU im a en 
or 0 X ae 94 


woraus 
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du 3U_ du BU 
n—yd dr dr: dm 
a —z Qu DU Du ou’ 
öy 02 02 0y 
du 3U_du BU 
nee gig De 
Lin, —z du OU du 00 
dy 02 dr oy 


folgt. 
Wenn die Grössen X,.Y, Z so bestimmt werden, dass sie 
den beiden Gleichungen 


6) Ö ö 
Ze Eee 


f) 
a REETE tg (Y — te „(2 n)=0 


genügen, so sind nach dem vorhergehenden Paragraphen die 
Gleichungen der Durchschnittslinie der beiden Berührungsebenen: 
a) Be) NT 
du du) Du du, du du, Ou ou, 9u ou ou ou, | 


dy dr 02 Oyı 02 da, or dz 82 Oyı Oy da, 


Nach dem aeg Lehrsatze ist: 


ou _ ou ; » 
do : Fi a 3 (m IT 3 un 19) es (—2)+ Re: 
ou ou 


oyı —dy + Ban m, er * (gie Y) +3; er 2, z) + R,; 


ou du , u 2. 
re ty AO HE at Ra 


wo die Reste R;, Ry, Rz in Bezug auf die Grössen 2, —, 
Yyı—Y, 2177 von der zweiten Ordnung sind. Also ist: 


du ou du dur du u ou O?u 
id ya a) 
du. u 9u u 
+ (Wi 7) 
0u u gu Au 
ak du 028 5) a2 
ou OU 
öy {Fur 0x R, Pd 
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du Om du Od du u du u\ 
02'007 02 0 a - ee) 
ou u du u 
Hr a) 
fu u du u 
)@ —2) 


02 0202 0x 022 


s +7, Rı— 7, Re; 
du 0a _ du du _ (ou Du du du 2) 
da Oyı Dy da Na day ar 


ou u du Du 
+ da ya Bay) 
u u ou u 
+ I Bye ie) a 
ou ou 
%y 
und weil nun, wovon der Grund unmittelbar aus dem oben Be- 
merkten erhellet, wenn man den Punkt (Z1Yı21) sich auf der auf 


unserer Fläche gezogenen Curve dem Punkte (zyz) immer mehr 
und mehr nähern lässt: 


Rz; 


>» 


R 2 
Lim —- =0(0, Lim ha —(0), Lim Bin Udo 
u —% a — x a —% 


ist, so ist: 
Ou ou ou du, 
Lim Oy "ds 6 di yı 
z—=2 
Oy 0:02 02 dady 
ou u ou u Yı—y% 


Oy Öydz dr 'öy® Hinz nr 


ou u M u\,. 1—z 
u (oa "2 Ayo.) Lim Ze 


ou Our du du 


0202, 02 dm 


ou u ou Du 
02 022 dr 20x 
ou u du u\,. y—y 
r ( Bad an) mE 
ou u du =) . 12—2 
Lim 


02 "202 0x’ 02% 4a 


ee | 
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du ou 0a oa 

O2 öyı dy' dar 
a4—x 

du u du u 

de" dady ag dat 

ou O2u ou un) Lim Yıy 

dr Oy2 dy Oady RER 

du u ou nn) 1 — 

da Oydz du’ drde 1} 


Lim 


folglich, wenn man die aus dem Obigen bekannten Ausdrücke von 


Lim 7 En = und Kim 


I —% 


einführt: 
ou ou Du du 
du OU Au BU Lim dy Oz. d2 öyı 
ou. 2 02° ” 1 —E 
ou OU Ou ou 02u 0?u 
a le PP 5) 


( OU Du a2, du u du fe) 
a DR (5 "dude dd 


2 OU Bu (% O2u ou a) 
2 0 oy a =) y 022 02’ 0402)’ 


ou U a “7, )Lim 02 02, dx 0m 
oy 6 
ou U nn UN fu u Ou u 
Be 6 % Mi On = 02'022 dx De) 
ou © ou OU ou du O2u £ 
r in Az, 2) ie u) 
ou OU. du OU u ou ,O2u\, 
+ (3% —ay' =) (& "Bd 38) 
du ou du du 
u OU N 3 „oe! 7 ae 
ou OU FR % du 02u 
ee: Be "udy 2 2a) 
ou OU Bu ir fu ou O2u 
N u eg € dx" a en) 
ou OU du SUN (ou u du O2u 
(ee ee) 
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Für X, Y, Z können nach dem Obigen alle Werthe gesetzt 
werden, welche den beiden Gleichungen 

x a ze 

El rt Be D 


= 


u z)+ = (Y-yı) + = !(2—2)=0 


genügen. Für 


X I ya 


werden diese beiden Gleichungen, insofern sie, was noch irag- 
lich bleibt, für die Werthe &, y, z von X, Y, Z wirklich er- 
füllt sind: 


f) 0 Ö 
2, (2—2)4 2 u-nt nn @-2) =, 
f) du 6) 
Fer Nr 2) + dy, 3 !(y-y)+  a)=0; 


und die erste ist also zunächst oflenbar erfüllt. Was die zweite 
betrifft, so ist nach dem Taylor’schen Lehrsatze: 


ou; __ Qu ‚. ou _.du I OU 
Ee EI Wei N Bu hi. 


wo die Reste Rr', Ry, R;' ın Bezug auf die Grössen x, —z, 
Yı —Y, 21 —: von der ersten Ordnung sind; also ist: 


B) 
u ra (yı — En 2) 
= Dei (212) HK dy gı u, Er er "@& —2) 
+ Re (1 2) + R/(yı-Yy)t+ Bela —2) 
und die Grösse 
u 


a Um Br EI "(y— DE (4 = 


nähert sich a der Null als Gränze, wenn der u (21 Y121) 
dem Punkte (zyz) sich nähert. Hieraus sieht man, dass man, 
bei dem Uebergange zur Gränze, in der That 


X, Key; Re: 
setzen kann. 


Weil man nun die obigen Gleichungen der Durchschnittslinie 
der beiden oben betrachteten Berührungsebenen offenbar auch 
unter der folgenden Form darstellen kann: 
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r—X 
ou ou ou du, du 
ou BU ou AU ‚oy' Oz, ..02. Oyı 
Oo 2 02 dy. M—8. 
»„—Y 
du du, : du Ö da 
ou OU du 0UN\ dx da, . BEN 
Tu 23879 5 RT E 


3— 2 2 
FE ou Our Du du, ” 
ou OU. du 8U Bea er” oy da, 


ou’ 027 02 dy 1—ı 


so erhält man nach allem Bisherigen als Eekctungen dieser 
Gleichungen, unter der Voraussetzung, dass in der auf der ge- 
gebenen Fläche durch den Punkt (v2) gezogenen Curve der Punkt 
 @ıyız) sich dem Punkte (2yz) immer mehr und mehr nähert, 
offenbar die folgenden Gleichungen: 


12) 
r—ı 
fu OU ou 2) u ou =) \ 
IE (a Ti by 
ou OU Qu0 u du u 
+ öy 2 rd en) 
ou oU duo ou u du u 
Ba RE, )G re an) 


mo. son oU Ouo DCHZEnN u du ==) 


"dr dx 028 


ou OU Qud u du 02u 
Her FE das u 3a) 
ou oU du od u ou du u 
le 
en PEST ER 
n ou OU du IU\ du Du du Dun.“ 
0x dy ' )@ "Oydz oy' 5) 
ou OU Su u ou Pu 
+ (Wa y. a öy' =) 
du OU Bu ou u u u\ 
(Er  ) 
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Betrachtet man x, y, z sämmtlich als von einer einzigen ver- 
änderlichen Grösse, die wir, wie schon in Thl. XXX.Nr. XL., 
auch jetzt wieder etwa durch p bezeichnen wollen, abhängig, 
was wegen der beiden Gleichungen 

fs JENE, ER)SV 
verstattet ist, so ist bekanntlich: 
ou 02 du Oy du 
or op Toy doeh 52 pr 
ou dx ,8U &y OU % An 
ER NETT SFT ae 


v, 


und folglich, wenn @’ einen gewissen Factor bezeichnet: 


dr | („fd BU _ du BU 
op oy. 02.02 Oy 
U _ ge (du 80 u BU 
Op 02:02 02 0 
% og ou OU du OUN\, 
Op dx Oy Oy' dw)’ 


also können die Gleichungen 12) auch unter der folgenden ein- 
facheren Form dargestellt werden, wo man sich für p immer auch 
eine der drei Grössen z, y, z selbst gesetzt denken kann: 
Ka Ti = 

( 2:7 02u du ou \0z \ 

} Oy'Ozoz 2 000y) Ip 
u du OuN\ Oy 
+6 y'Oyoz 02 Oy2) 0 | 


13) 


u u ou O2u\ 02 
+ en "02 002) Op 


A a ey 
RR du u u Ru\de 
d2 002 da Ozde | 
ou O2u .. ou u \ 0y 
du u du u\ 02 | 
Fr de de 2) 99 
Fre 
—,. fdu. Bu. Bu 02u\0a. ı 
2 d20y  Oy da®) dp | 
} fd @u du, Du Yöy. | 
02. Oy2 . Oy Ox0y/ Op | 
| ou u Du Pu\ 02 | 
+ (Ba Ayos — 39 Due) 3 
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oder auch kürzer, mit Weglassung des Symbols 9, wenn man 
sich nur stets erinnert, dass in den Differentialen 0x, dy, Oz die 
Grössen 2, y, 2 sämmtlich als Functionen einer gewissen verän- 
derlichen Grösse, die auch eine dieser Grössen selbst sein kann, 
betrachtet werden müssen, unter der Form: 


14) 


N KW 
du ou du 02u FR 
Oy ‚Ozde dz en) Zi | 
ou u du u 
PTR RER RR) KG 
ou Du Du u \ 
F (5 "2 0 725) Pe) 


y—y 
DEN ou 02u du u 2 
02 022 Dr a) n 
ou u 9u Hu 
+ Bent. 2 
ou u du =) FR 


+ % dr 9x2 922 


ae. 
== du u En 02u 


DO. a Be B 


| 

" ou, 0?u ou )? 

) es au dry) | 
| (eu 20); | 
ey 0) 


Die durch die Gleichungen 12) oder 13) oder 14) charakteri- 
sirte Gerade nennt man die der durch die Gleichungen 


18.9,9=0, "FG, 9, ))—=U—V 


charakterisirtten Curve conjugirte Berührende der 
Fläche in dem- Punkte (zyz). 


$. 4. 


Wir wollen jetzt der Kürze wegen: 
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15) 


Ari fe ER E 
2..X0y Od 02 0a0yJ dp 


ou u du u\dr 


PT UND aa 10: 
ou ou Cu u\dy 
+ (Ge üeay ae oe) 
, ou Mu Du 02u\ dk 
0: 0er da 022) Op’ 
c ou u. du O2u\ 0x } 


In dr a) 
4" (& u ou O2u \dy 
02 Oy? Oy Oxdy/ dp 
0x Oyoz Oy 0202)dp ” 
setzen, so dass also die Gleichungen der conjugirten Berühren- 
den die folgenden sind: 


16) —- 


Dann überzeugt man sich zuvörderst mittelst der @leichun- 
gen 15) auf der Stelle von der Richtigkeit der folgenden Gleichung 
oder Relation: 


Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen 15) leicht der Ausdruck : 


0% oy 02 Tou u du ou IrN\? 
18) ter es Be dr Bein) 36) 


du Du du Od (ya Zu du TE: nz 
ag de Ile) Ip or Oyoz Oy'0zdr 5) sr 


ou u du O2u ou OuN\ du | dx 0y 
tz 090 Oy Oyoz 022 Oy2) dz\ Op’ öp 
ou u Ou O2u u u\Oulody 
— ydady de Bed (2 7 38) dp’ de 
du u gu u u O2uN\ du) dr. 
u 1 ee 
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Setzt man der Kürze wegen: 


Be... .@=(%) + +) + 5) 


so erhält man nach einigen, keiner Schwierigkeit unterliegenden 
Reductionen aus 15) die Formeln: 


20) 
„u 
ou ou 8 ou 00 
re 
„u 
ou ou dz du 989 
N ar Fr 0) 
„ou 
‚ou ou y du 90 
und hieraus also: 
Zi =, (AB BB OH — Aue 
f „ou 
| gr _M 00 
Op. du dp’ | 
„u 
= 9 dy du 00 
| re 
I.“ ou 
du 20 


oder nach gehöriger Entwickelung der Quadrate auf der rechten 
Seite des Gleichheitszeichens: 


bo) Ö Ö ö 0) 
2) (an, Se BE—0n +, Hr 


ED - 


Nach einem am Schluss dieses Paragraphen in der Anmer- 
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+ 


kung bewiesenen allgemeinen arithmetischen Satze ist nın wegen 
der Gleichungen 17) und 22): 


2 i D 
ei) Ch 2) LE! 
- Op 4 
Die Gleichungen der Berührenden unserer auf der Fläche ge- 
zogenen Curve in dem Punkte (xyz) sind bekanntlich *): 


A2+B240?— O2 


BUY sen. 


ee 
Bezeichnen wir nun die von dieser Berührenden unserer Curve 
in dem Punkte (zyz) mit der conjugirten Berührenden eingeschlos- 
senen Winkel im Allgemeinen durch o: so ist, wenn @” und @” 


gewisse Factoren bezeichnen, mit Rücksicht auf die Gleichungen 
16) und 24), nach bekannten Formeln: 


COSW— Ei GFÄ + 1 ” G"B + a GG 


oy 02 


COoSo — Grama + Bi + Gr E 


Nun ist aber bekanntlich: 


02? 0y vu | 
=) +) + +( „= G”2(424B240)=1; 


also: 


G" GG" — — + 


ve ,(& re) E)’ asrn2ron 


und folglich: 


0x oy 02 
3 pt Bd öp t Br Op 


—— 000.00 


NO Tarmıe 


wo man für 


°*) M. s. Thl. XXX. Nr..XL. S, 367. Nr. 3). 
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Oy 0% 
Op 


+05 


und A2+B2+C2 


die Ausdrücke 18) und 23) zu setzen hat. 
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Nach einer bekannten allgemeinen Formel findet man aus der 
Gleichung 25) ferner sogleich den Ausdruck: 


26) 


sino = 


(a Er ee ash 


KoHoKORSCCE 


wo, wie man nach einigen Transformationen und Reductionen findet: 


97) 
„eu ou ou „ou 
U _pde _ du Pd (da Pi Op y, % 
de dd ii TA 0 op J’ 
ou ou du ou 
BE _0du du dr du (da "br &y 8 
dr de din dalde de Tin’ di 3530)» 
ou ou du ou 
‚O2 02 _ du Cöy_dufde Tin, du y, & 9% 
dp Op Top dp Ay\op' dp " dp dp " äp 6) 
ist. Also ist: 
DBrE, dA nt — HC - Aa 
du un, ? ou 
MOROME Bi 
a: 
zodu 20 (dr Paz du ap, D 
Tan ti 3 
ou ou ou 
02 Om, dy Oy., dx S 
a, Feb a ae 2 
4 Op op "Op" dp ur Op 


Anmerkung. 


“ Wenn A2r+ By + Cz eine beliebige lineare Function der drei ver- 
änderlichen Grössen z, %, zist, so ist, wie man sogleich übersieht: 


Theil XXXVL. 


15 
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(Ax+ By + (2)? 
— (A424 B? 4 C2) (2? + y? + 22) — (42y? — 2A4Bxy + B?x?) 
— (Br? — 2BCyz + 029%) 
— (022? — 2CAzx + A%2), 
also: 
(Ax + By + C2)? 

— (424 B? 4 C2) (2?+y?+422) —(Ay— Ba)?— (Be Cy)?’— (Cx— Az)?. 
Findet nun aber zwischen den drei Grössen 7, Y, 2 die Gleichung 
Az + By+ C:=V 

Statt, so ist immer: 
(42 + B2 + 02) (2? + y? 422) 
— (Ay — Bx)? + (Bz— Cy)? + (Cr — Az)?, 


also: 
(Ay— Bz)’ + (Bz— Cy)? + (C 42)? 
42+.B’ + = pr 
und 
(Ay— Bx)? +(Br— Cy)? +(Cx 2)2 
ty 4a FT er ee Erg 


8.5, 
Auf der durch die Gleichung 


I Er RER 


charakterisirten Fläche, wo natürlich f(x, y.z) eine gegebene 
Function von. x, %, z ist,-die wir, wenn wir sie als eine Funetion 
der drei von einander unabhängigen veränderlichen Grössen =, y, z 
betrachten und als eine solche behandeln, . wie früher durch u 
bezeichnen, also unter dieser Voraussetzung 


0 rn Ru) 


setzen, wollen wir uns eine Curve gezogen denken, und uns nun 
die Frage vorlegen, wie eine solche Curve beschaffen sein muss, 
wenn die durch jede zwei einander benachbarte, d. h. unendlich 
nahe liegende Punkte derselben gezogenen Normalen der Fläche 
sich schneiden sollen, wobei wir es übrigens vorläufig noch ganz 


EN res ar 
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unentschieden lassen, ob ein solches continuirliches Schneiden 
der Normalen einer Fläche, die durch eine stetige Folge von 
Punkten der Fläche gelegt sind, im ganz strengen geometrischen 
Sinne überhaupt möglich ist oder nicht. 

Bezeichnen wir zwei Punkte unserer Curve im ‚Allgemeinen 
durch (zyz) und (zY12), so sind, wenn wir auf ähnliche Weise 
wie oben 


rt nefenn;n). 


setzen, die Gleichungen der beiden Normalen .der Fläche in die- 
sen Punkten bekanntlich *): 


33) 
un. 0a, in SO 


021 oyı 02; 


Sollen nun diese Normalen sich schneiden, so muss es einen bei- 
den gemeinschaftlichen Punkt (AYZ) geben, für welchen man 
also die Gleichungen 


Rem Pay Zur 


0x oy z 
2 Keypad. PR 
N or 
021 oyı 02, 
hat. Also ist: 
ou OU 
hi ou LO 
r=y+6,=ntG), 
ou 1 ou 
DausE nt 
folglich: 
ou ou ‚ou ou 
m1-e=67 Gi Yyır,Yy y Er 
ou ou 
1—:=G6G;5 Ga 
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Multiplieiren wir diese drei Gleichungen nach der Reihe mit 


du ou du du du Om du dr du du, Om du, 


I ey ee, 
und addiren sie dann zu einander, so erhalten wir die Gleichung: 


ou ou,  Ou =) ( 
RE RE ° 1 


öy O2 © 
du ou) Gu u 
00 00 0% ee si 


u ou OU 2) a 


welche die Bedingungsgleichung ist, die erfüllt sein muss, wenn 
die beiden Normalen sich schneiden sollen. 


Weil der Punkt (zyz) als einer bestimmten ‘Curve auf der 
Fläche angehörend betrachtet wird, so ist es verstaftet, sich 
%, y, z als Functionen einer und derselben beliebigen Veränder- 
lichen p zu denken, und anzunehmen, dass, wenn @ die Verän- 
derung Sp erleidet oder in 9 +Zp übergeht, die Coordinaten 
x, Yy, z in 21, Yı, 2 übergehen; dann werden wir unter diesen 
Voraussetzungen die obige Bedingungsgleichung des Schneidens 
der beiden Normalen der Fläche in den Punkten (yz) und (21%) 
derselben auch unter der Form: 


ou ou du du, \ 
öy d  & Oy'nı—® 
Ag BEP?) ; 


darstellen, und uns die Frage vorlegen können, ob es für diese 
Gleichung eine Gränzgleichung giebt, welcher dieselbe sich nähert, 
wenn man Sp sieh der Null, d. kb. wenn man sich den Punkt 
(21yı21) in der auf der Fläche gedachten Curve immer mehr und 
mehr den Punkte (zyz) nähern lässt. Diese Frage wollen wir 
jetzt zu beantworten suchen. 


Nach dem Taylor’schen Lehrsatze ist bekanntlich: 
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0x % fe)) 02 
m=at AP tl nut, HB, 1 36 19 +B.; 


wo die Reste Sr, By, Bi. in Bezug auf Sp von der zweiten Ord- 
nung sind; also ist: 


7 de Ur Yis, TEh4, oy My 42 Oz Mi, } 
dp "g'Apg’ Ap "Ip" Ap’ Ip = N Ag: 


und folglich, weil, wie gesagt, die Reste %,, %,, N. in Bezug 
auf fp von der zweiten Ordnung sind, also 


U FEB ReN ;? 
SHE Ein Da, 0; a 
ist: 
A RE 2 u a 0 RR 10 
Lim ern Li En a Lin a 


Ferner ist bekanntlich nach dem Taylor’schen Lehrsatze: 


| ER 
a dx + 0.2? rt un 2) nn z)+ Rr> 
ou, "Erde 
ne HR 
du, u 


dr te an + (a-D+R: 


wo die Reste R:;, Ry, Rz in Bezug auf , —a, yı —y, 1—2 
also auch in Bezug auf Ay, von der zweiten Ordnung sind, und 
man nur zu beachten hat, dass x, , Yyı, zı aus x, y, z hervorgehen, 
wenn man sich diese Grössen respective um 2 —2,  —y, 1 —? 
verändern lässt. Folglich ist: 


— no 


du dr u ou, fu Du - OU a) 
dd Dylan da day ya) Mn 


z) 


ou = ou I) 
De DT dp day 


ou ou u 
ce G "yo 9y' ne) Bi?) 


ou ou 
en 


R:> 


229 Grumert: 


‚du On, du da 
Oy id 0 MY 


also: 
ou our du ou, 


dx "Ayı dy'da Or, _ 
4 


ou A du dt 
oy' O2, 2% wer "oyı oyı 
Ay &} 


+ (& 022 
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du u Bu 02u 
)@- x) >. 


oy Or 02  Oxdy 


ou u du Hu 
+(& "dydz Be" le) 


ou 92u ou 0?u 
acRer 5) ) 
ou ou 
oy R; dz R, ’ 
ne | 
02 02? 9x 0202 (2) 


du u Mu Hu 


— — ._ 


02 Ox0y 02 ale) 


u ou Ou 2 
dr Dee) 
ou ou 


uf, 8; 


Du du De) me 
or d20y 0y 022) 
OOrs, ; „OU 1) Y—y 
02 Oy? Oy Oagy) 
du Du du Pu) 1a 
ee 

eher ie 

oz Ip Oy Ap’ 


du. Du du Bu) aa 
oy dx O2 "dady/ Ap 
ou u ou O2u NY 


+ dy öydz dr 02) Ip 


u du u\ ı—z 
02 Oy02/ Ap 
ou R; ou R, 


oy Ap 6r Ap’ 


BER ee 
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Me | 
02 da. dw 02.7. (ou Du du =) a1—% 
we. Ay: — (822 02 0202) Ay 
(% u ‚u u Yıy 
aarr "ordy 0x2 Oyi) Ay 
ed RR =) IR 
02 O2 0202) Ay 
„Qu Re du Be 


Weil nun, da R., R,, R; in Bezug auf 19 von der zweiten 
Ordnung sind, 


Ling, =0, Lin ZL=0, Lim, = 0 
ist, so ist nach dem Öbigen: 
Du Bug 08 Mu 
mia on) „oy ori. (9%, u Tu Du\or 
ar Ap = (d2'da0y dy 002) dp 
02 Oy2 0y Oawdy) Op 
du u Du u \ Oz 


Ba I ee) 


m a EM (du, Deu Ldu ru \ de 
Ay oy 0202 Oz Ow0y) dp 

ou u... 0u 02u\ Oy 

(0 Ey Op 

du u ou MuN\ &% 

ae) 

du du, Ou Ouı 

mE er (Du u du Eu‘ de 
Ap Ki 02 02? 0x 0:02 / 0p 

du 82u: ou Ou\0y 

2 Dady Da 2902) dg 

fu u du 02u\ % 

+02 de du 022) Op 


Nimmt man alles Bisherige zusammen, so ergiebt sich, dass, 
wenn /p sich der Null nähert, d.h. wenn in der auf der Fläche 


 sedachien Curve der Punkt (z1Y,12,) dem Punkte (zyz) immer 


näher und näher rückt, die Grösse: 


RT. m 
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du ou, u dar du ou,  Ou dt 
dy I de dy Kr x 92 da dz 94 y—y 
Ay 7 Ap "Ay 


ou ou 2 ‚Pa 


-— [1 [7 _—— 


sich der Grösse 


ou u du Mu\odz ı 
ou u u Hu oy 0x 
es pP | dp 
ou u du u\ Or | 
ap ir  i  2y0r) 
ou u du Mu\or 
02 da? da 020) Ip 
ou u du u\dy! dy 
dr du du Ayo) ip 8 
ou ou du u\ Or | 
(er p } 
ou Mu du u\dz , 
Ba By dy Bea) 
ou u du u \oy | & 
a ee 
ou u Om Ou\ dk 
+ d 


oder der Grösse 
ou Ö2u du le) 
oy Ozdz Oz Oxrdy) \0p 
ou u Du u\ fOy 
Fe y ee) 2). 
En N 
\dx Oydz Oy 0202) \0p 


ei gu fu du u u u a 02 Oy 


a de du Dy  (dee — 92) 8 Du ie 
‚mw u du O2u u  O2u\ du , dy 02 
Tea andy Be öde (de 90) du dd 
DB Se u du Bu u  Oru\ du, dr dx 
dr " Byoz dm Bady (08 Are) ag in 


ale ihrer Gränze nähert. 
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Setzt man nun:- 
| 33) 
ou u du Du ) (5) 
oy O2 Or  dady) \dp | 
t(& u ou u ) & r 
02 O2dy dx Oydz) \0p 
+ (De ae 3, 305) 5) | 
een on ey 
02 6:02 Oy'Oydz \0d22 Oy2) Or Op dp 
N ee LFD 
oy daoy 02 Orde \0y? 92 bar $ dd 
Du. Du _ (u udn ii 
z Oydz Om drdy \02 da) Yin dp‘ 
so wird diese Gleichung, in Verbindung mit der Gleichung 
34) U f(z,9; )=0 
oder mit der daraus abgeleiteten Gleichung 


ou 0x , du dy du 
at 


35) 


v, 


eine stetige Folge auf der durch die Gleichung 
f%,9,9=0 


im Allgemeinen charakterisirten Fläche liegender Punkte (xyz) 
bestimmen, welche so beschaffen sind, dass die, je zwei suc- 
sessive auf einander folgenden Punkten entsprechenden Normalen 
der Fläche mit der möglichst grössten Genauigkeit sich 
schneiden, und es wird also durch die beiden Gleichungen 33), 
34) oder 33), 35) eine auf der in Rede stehenden Fläche liegende 
Curve bestimmt, welche die Eigenschaft hat, dass die in je zwei 
successive auf einander folgenden Punkten dieser Curve errichte- 
ten Normalen der Fläche mit der möglichst grössten Ge- 
nauigkeit sich schneiden. Mau sieht hieraus zugleich, dass 
von einem Schneiden der stetig oder continuirlich auf einander 
folgenden Normalen der Fläche in strengen geometrischen Sinne 
nicht die Rede sein kann, wie dies schon Moigno sehr richtig 
gegen Monge bemerkt hat *). | 


*) M. s, Legons de caleul differentiel et de caleul inte- 
gral par Moigno Tome I. pag 384 No.199., wo Moigno sehr 


a 
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Curven von der in Rede stehenden Beschaffenheit, die also 
im Allgemeinen immer durch die Gleichungen 33), 34) oder 3). 
35) charakterisirt werden, wo 


fw,9, 3=0 


die Gleiehung der Fläche ist, auf welcher diese Curven liegen, 
hat man Krümmungslinien genannt, aus einem Grunde, wel- 
cher sogleich näher erläutert werden wird. 


8. 6. 


Aus den beiden Gleichungen 33), 35) kann man eine der drei 
Grössen 


richtig sagt: ‚.En partant de cette double propriete, on serait tent& de 
definir avee Monge les Jignes de courbure des lignes qui renferment 
ia suite des points d’une surface pour lesquels les normales infiniment 
voisines se. rencontrent successivement; mais cette definition est 
r&ellement defectueuse, parce que de fait deux normales ne se 
rencontrent pas, quelque voisines qu’on les suppose. Ce qui est vrai, 
c’est que le rapprochement des normales correspondantes a deux points 
tr&s voisins pris sur une ligne de curbure, est plus intime que dans toute 
autre direction; comparde au. petit arc qui separe ces deux normales 
sur la surface, et que nous supposeront €&tre un infiniment petit du 'pre- 
mier ordre, leur plus courte distance serait un infiniment petit du second 
ordre, tandis qu’elle est en general du premier ordre ou de meme ordre 
que l’arc.‘“ Uebrigens bemerken wir, dass Moigno seine Entwickelung 
der Theorie der Krümmungslinien gar nicht auf diese eigentliche oder 
primitive Definition derselben gründet, sondern auf eine Eigenschaft die- 
ser Curven, welche wir weiter unten in $.8, beweisen werden, .und die 
er pag. 380. No. 198. seines Werkes auf folgende Art ausspricht: „On 
appelle ligne de courbure d’une surface courbe toute ligne qui, etant 
tracde sur cette surface, est tangente en ce point @ une section normale 
de plus grande ou de moindre courbure.“ Auf die in Rede stehende 
primitive Definition ist. wie wir glauben, von uns zuerst in völlig stren- 
ger und überzeugender Weise in der vorliegenden Abhandlung die Theo- 


vie der Krümmungslinien gegründet und in neuer, ganz allgemeiner. 


Weise entwickelt worden. Die anderen Schriftsteller, welche von dieser 
Definition ausgehen, bedürfen aus dem angegebenen Grunde, so weit 
unsere Kenntniss reicht, sämmitlich mehrfacher Berichtigungen, nament- 
lich Brandes in seinem Lehrbuche der höheren Geometrie. 
Thl.1l. S. 210. und S. 211., der übrigens. wie ziemlich überall, so auch 
hier, seinem Vorbilde Monge blindlings folgt. Solche Fehler haben 
ihren Ursprung hauptsächlich in dem Gebrauche des sogenannten Unend- 
lich - Kleinen und alles dessen, was damit zusammenhängt, vorzüglich 
in dem Unterlassen ganz strenger Gränzenbetrachtungen, die allein zu 
völliger Ueberzeugung bei dergleichen Dingen zu führen geeignet sind: 
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0x .Oy © 
ER Op. 0p' dp 
eliminiren. Wählen wir dazu die dritte,Üso liefert uns zuvörderst 
die Gleichung 35) die folgenden Ausdrücke : 


Er (&)-(&) = EEE RB.OUL 
x Op  dy dp’ 
du Oy © du 0x Rt ou (Oy 
2 dp Op ee "Ip op 156 Sy“ I» 
ou Or Or _ Now =) du dx dyıl. 
02 dp dp ldx\dp yo dp 
welche, in die Gleichung 33), nachdem man dieselbe mit =) 


multiplieirt hat, eingeführt, zu der folgenden Gleichung führen: 
6 u du )(%) 3 
"or 02 dady) \0p 
(E) (E O2u gu 2iol 
dzdy dx Oydz) \dyp 
ou ou du 2) Br oy\? 
Fe da‘ 35 AurPe Op 
(2) “ Fu Du u (ou Hu a 02 0y 
0x 0202  üy yo: 022  Oy2) | dp Op 
Oufou Ou du  O2u u O2u\ du 
BE ldg dady u Eis Air er )iel 
du 08 du (0y 
0x Op’ Op +56 ) | 
Ou(du u du u u u ou 
+ 9 jd2 Bye Da Daay (0 323) 5, 
(du (Oo) de 
0x \0p Oy dp Op 
—(. 


Ordnet man diese Gleichung gehörig nach den Potenzen und Pro- 


f) 0 
ducten von Se und eg so findet man als Factoren von 
Op Op 


=) und (52 
die Grössen: 


ou\? 0u\?,/0u 9u ou at () -(& =): ou 
ni) + 5) OR de IydeT Du Köder eree 
ou  92u\ 0u 4 ou 


2 da2)/ de Yy 2 


srumertl: 


232 
und 


m 02u 
y d20x 


02u 


(2) ou 
ö (5) 


oder die Grössen: 


=). 
ı_ On fu (u 
ox- dy \02 0208 
Zu On On Ei 
O4 02. \0x 022 


Rn (5) + 
du u 

;) dx dy 
u 

SR 


und 


in 
0x2 020r 
ou O0u 


Setzen wir aber wie früher in 


9? = ) + 


O?u 
"0x? 

Ru 
"drdy 

02u 


04: 020 


und die beiden Factoren 


u mu) 3, 
02 020y 
O?u 


dy? 


+(3) 4 ou 
FAoy G 3% 


+): 


AORTA. 


Fay'öy® 


DEN? 
von (6) un 
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a (5) 


gs, 
öx' dy 02° 


ou 02u ) 
02 day 


ou OU ou 2uN\ 
dy Oyoz t% ) 
ou ou . ou u 


Oy dry Tr a) 


u 


dx Oydz 
ou 62u 


ou u ou u 
du u . du u 

ou u ou u { 
er) 


(2) 


ou O2u 

02 20’ 

du O2u 
Era 
du Pu | du De, 
oy Aydz " 02 022’ 


d (2) sind also: 
p 


19): 


+(5, ouN\? 


Beh 
7) "dx oy 
ou u 


soft. Eu, Mu) _du (du 30_du 30) 
Oyoz Oz Ox0y) Oy\dr Oz 0 0x 
und 
-90(5 u u )- ou (ou 89 du ii 
"0X 02 dry 02\0y' 02 dr dy 


0x 
Ferner ist Aa Factor von FR 


p'0p’ 


fe) 
J wie man leicht findet: 


u 


0y0: 


A 
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R (5) + ( IR ( ou s ou u 
1 | 2 y 205) 
N er (): ou ou „gu 02u 
AR "or 022. u 5) 


(3) - 6 JE 2m 0?u 
oy 82'022 ’ 
oder, wie man mittelst leichter Rechnung findet: 
Br ) + n) + 5): (> ou Du O2u 
0x dy Oy?2 6 re) 
+ 2% n) 4 a ( du du O2u 
002" Oz 5) 


| du du Be 021 ou u , ou u 
n) - (5) h "" d:02; + dy  Oyoz r 0: 3) 
0a du fou u  Ou (pe ou 0 
Tan de da are Fu dr % Be) 
f du Oufou u du u, ou =) 


a de dd Pay  Oyer 


Ta Rn ae 


du (du 80 Bu 2) du (fu 88 Bu >) 
P) ray \oy Or 02.04) 


u ou ou >) ‚92 u ou Mu =) 
Oy2 %: du Oyoz a 


da\02 0: 02 0% 
0x Ö 
Folglich haben wir zwischen Fe und = die Gleichung : 
x 07) [ol x 


36) 


du u Bu ) du du 90 ei 00 ut (5) 


VE ET STR 


du u ou Hu\, dufeu 00 E 00 j Oy\? 
nt Re Se 2) 5) 
ou u Ou u 9 Sufou 09  Ou 00 
(Eee) Na 24 
ou du u ou (ou 00. 9u 009 op Op 
-1(&- dyoz Em) 02'062 02° N 
0. 


Man kaun diese Gleichung auf verschiedene andere Arten 
ausdrücken, worüber wir jedoch nur Folgendes bemerken wollen. 


Es ist: 
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ou u. u u - u du deu eu Ci Sy 
0x Oydz 02 020y)/\0p oy 020 02 Oady)\0p 
Eee ou eye (ee) 02 | 
Gi 02." 0x 020% Oy? az 0y Oyoz Op Fr 
I 02 du 0y ou 99 du 00 et 0u00 Hu 0ON\ dy 
 \dy op dx dp or" 2 dr en Er 
=0u 
oder: 
ou u u Aal =) (% ou du 2 (er) 
da Oyoz 02 Omdy/\  \dy’dzde 02 da0y 9 
+ Ri 2) (Zee le: oy 
02? % 0x dr oy2 dz 0y Oydz/_ido Op 
0x | Ou Oy , du 02\ 00 
ou dx du dy z 09 Oy Op" ddp) dr 
\öy'öp” dan) | _ (00 du 80 Ay , 80 de) du ( =) 
or 09 ' dy Op" dz op) dr 
also, weil 
du dx ‚du dy du % 00 dx ‚80 dy ‚00 & 90 
tt a a et 
ist: 
37) 
ou u du O:u ou O?u du O2u ay 
en u (Aröre un) |, 


u du 
+ I (Ge 67 


Nun ist aber: 


und 


ou u | (7 fu ou ou 1 
da 0208) ou? 62 dy’d 2) 
ou dx du Oy\odu 00 
ie) 
du u. du ou 
a you >) = 02 0zdy da Oyoz 
oy \0x or 3) 
02 
ou Mu 0a u 
o (ou 5) = 02 day dy drdz 
0X 0% dr 


=) 
02 


0x dy 
Op "Op 


Ei 


02 
du Or 


m 
41) a0?‘ Low\öy 02) Op 0g 
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ou ou ou u 
2 du de de de del 
02 \02'2/7 ouN\? IR 
5) 
du u 9m u 
o (du: Ou\ 0202 dy' dydz , 
dy dy 5) du\? ’ 
| 3) 
also nach dem Obigen: 
0 (du ‚du\ (0x ou ,du\ (dy 
dy u) De r oy' 5) 693 ou. 
0 du ‚ou ou ‚ou 0x 0y 0% 
TE) - Fr Eu FÜRT 
ou Oz Du Oy\0O 
\oy Op dm dp)ip 
oder: 
ou ‚ou\ 02 0 fou ‚du\ Iy Iox 
hi 2, 3)5-2% 8% EN 
in ou ‚Ou\ &y 09 fou du\ 9a dy % 
12:2) 8) al 
ou dx 9u oy 09 N 
—\dy' op drin /üp 
oder: 
E ‚ou\ 62 9 fu ‚Ou\ Oyioz 
Oy ne: 02/ 99 0x mE) op 
si 3 a ae De) 0% 
a0, 9. Lde\öy 02) 09 Oy\oy 82) öpNöp | du 
Ca du dr Mu 0Oy 07 
O4 0m dx dp : 
Es ist aber: 
00 
01.02 0.02 9.02 1 9099 _, 
do 92.0 op @* 9 0' 
also: 
Be ee 
oy\0x 02/0 Hr\0x" dr "dp dp 


0%y 0 ou, du | 
Op Ay\dy 2)" = % = 
a as = 


04 po dm dp 


Br 
c 


Pe u >} ” 


z 
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oder: | 
"3 (du Du) de _ 2 (du du) Ayyea 
156 x 02) Op Oa\0x 0: 35 lin 
I- BE n 0u\ 0y 9 du Ou\ da dy 
0x\0y 02) dp Ay\cy 92) dp_ip ou 
42) 0.0 —? gu Oz du Oy Ba 


0y op dx’ dp 


also: 
0x 
30 


ou „Au 
0x 02 


\ la 


0 (9u ‚u Oyroz 
2 Eee 


|? ou .öu\ Oy 8 du duN daHdy 
” ER = Bda\oy' 02/ Op Ay 2) 09! du 
43) af Tue de op. 
04 Op 0m dp 
Setzt man x für @, so ist: | 
2. or eu; 2 (0 
i oy\02 &/ 02\dx 8) 0x 
| I ik 1) - .(: ‚Du oy pe | 
0 = da 2 Ki} 0 
44) al u} a, a 7 tr 
öOy du dr 
GE 


Wenn die Gleichung der Fläche unter der Form 


45) 


z=f(z,y) oder z—f(a,y)=0 


gegeben ist, so ist u=2— f(x, y) zu setzen, und es ist folglich: 


gu N) LE Du ONE 
de Or N. oy a OB 
Bu__ de, Pu__ de Bu_g, 
022. Da aa ya. ent 
02u 027 02u ou 
edy Baly ya 
Weil nun hiernach und nach 19): 
0 du u du u du u 0%: K 0% 
dd Be öde 0 De De td de’ 
09 du u, 0u u | ou u 2,0% Y Oz 02 
Oy or day "Ay öye " dr dyde Ba dady oyoy? 
99 _du Du Du Du du m, 
02 00 Oz0x ' dy oyoz ' 02 2? 


2. 


x 
»- 
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ist, so erhält man aus der Gleichung 36), nachdem man dieselbe 
. mit © multiplieirt hat, die folgende Gleichung: 


= 9 _® Ka ER 0: ek =) 
o.x20y N ör'ön2 + dy' ne 
ar 0% 02. 092 udz a)! (62) 
Bee a 0x ' Szöyt dy oy? cp 
or 92 Oz (02, 0% 7 7a) | 
0x? öy \0a dx dy En oy? 02 dy_ 
022 02 (öz 0% Ai 027 )} Op op 


tn dx. 022 LET 0x dy 


also, weil nach dem Obigen und nach 19) 


(+) 


0% 02. 02..0%,for\? 
zu + (2 =) 5 
2. 0202 0% f0y in 
ee ) le Tr "öyöys' nl 0; 
02 ey 
4, .) am 1+(z She Op op’! 
und, wenn man = für @ setzt: 
z 02.03. 0%. (Oy\ 
nr a Are | 
2 Ö 
#04 (5 1a -lı dx | 
07 a = | 


+(z le - nm, 


Ferner ist: 
9° fou :)= ON AL > )= 022 
Oy\0z 02) dady’ Oa\dy /T  daoy’ 
3) __, 2 (ie du) 3, 
oe \0x 02/7 022” Oy\ay Oy2’ 


ist: 


also nach 40), indem man x für setzt: 


*) Diese Gleichung stimmt ganz mit der von Brandes a. 32.0. 8.211. 


gegebenen Gleichung überein; die oben wegen denselben gemachte Be- 
ımerkung betrifft seine Methode, nicht das Besultat. 
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00,0% 0% dy 0% 0% dy\dy 


ä5)..:. dx day Oy? 02 (002 "dry dn)dr 
OS Ö2.,...02°,0% e 
oy 0x 0x 
oder: 
027 027 0°z 
8 EEE, 0y) 2a — % ar 
= TITTEN 
du 0 


Es ist aber: 


0z 0% 022 02 0% 0° 
PT Fa U ; u Fr N 3; 


also: \ : 
| z z 
50) D . . ” . A 
% RENNER 
0 
und folglich: 
DE 000 .2y 
BI} a... + oe RR 
z 02 


oder: 


z Ir 
oror e- 


Nun ist, wie man leicht findet: 


ne 


022 
a +32 5,09) 0 — (= ee ar) 02, 


O2 02 
=0, 022.0, 3 


und folglich: 


02 Ö2 
05 dr dgn y=ö(s, 2 — 2 öy) 42 


also nach 51): 
02 02 02 
0 0x — + öy) Bi 3,0°y 


3.022 Shi X 
p4 v4 2 2 
550% 5,09 a 3,09 
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oder: 
02 © 0y 02 02y 
oy 6x dr da’ 0x2 
PR TR | Shell rate re 
ee OR AR ee 
oy dx dx 0y dx 0x 
folglich: 
Bien. Rt =) +(% )\ 
9%, 02Y 
oz 0z O0y\? 0x 2 
= de de) Ey 
oy dx dx 
oder: 
02 02 
“ 1+ (2 “r R er, 
ne 02 92 Oy\? m a 
oy 0x 0x oYy Or dx 
oder auch: | 
i 902 02% 
55) Ne) =) + 7 ir Anzenas 
i ud 90: oy 702" dr oy 
oy da dx oy dx dm 


‘8. 


Wir wollen uns jetzt mit der Auflösung der Gleichung 36) 
beschäftigen, und setzen zu dem Ende: 


Od 3 0% 
56) er Gy » 


wo natürlich nur von einer Bestimmung der Grösse @, die Rede 
sein kann. Der Kürze wegen wollen wir noch 


57) 
a=(5 u u RT Er) 
du" O2dx 5) de\oy dr de dy)’ 
du Du iu Du)g du (in 30_ du 20 
02 0:0 02 02? oy\oy a 00) 
ou u du Ru ou fOu 00 du 
1% Oyoz le 0262 0% a 
a u) _u(te 20 _ 30 
or Oydz 02 Oz0y) Ay\dz' dr 02 0x 


B= 


= 
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setzen, wodurch die Gleichung 36) folgende Gestalt erhält, indem 5 
man zugleich die Gleichung 56) benutzt: | 


Löst man diese Gleichung auf, .so erhält man: 


— B+N B? +44C 
eg 


Weil nun bekanntlich en un 2 ee: = 0 ist,” so- 


ist, wenn wir 


02 OL 
setzen: 
60) 6]) 
du ou, du, A Be 
ee G.=0, und folglich: 02 EFT 3 y 


Die beiden Werthe, welche G, und G,, haben kann, wollen wir 
jetzt von einander unterscheiden, und demzufolge 


— B+NYV B2+44C B N B2+44C 


62) FR BAN. ER 34 : 
vu_—B-—N B?+44C __ B ‚N B2+4AC, 
ET 00 A az re 2A ae 
so wie entsprechend: 
I du ou ou 0 ou 
G; Br "= re N" ı U EL ee 
setzen; dann erhalten wir leicht die Formeln: 
y B’e C 
64) A A ° Gy + Gy" — a G, Gl" = — A 
und 
oa on ou. du 
EN N: 


ou ER A G Er 
z) G; Az = ) Tor u) = 6 


also sıach 64): 


du EL. ou 
| 7, (&: '+@ )=- oy 


ra 

65) Pat 
3 Ge =) © B du u C 2) 
02 A'dr2'0y A’ \0y) 


9 
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Aus diesen Formeln erhält man leicht die Relation: 


66) u ) (14 6 6," 46.0.) 


ou RT 
Ey (6) = Re Baaray =) 


oder: 
= 2 RD, { 
67) . . D . IT (l 4- G, Gy + Gr,’ Gz") 
ou ou. du 9u\? 
A) + ) = Bat el) +2) | 
2 
ou s vıigı9nı vI1iyvvn 
A () (146, 6" 40.6." 
2 ou ou u , „fou 
El) Aare 


Dh, 


welche wir nun, den Zähler des Bruchs in 67) auf der rechten 
Seite in’s Auge fassend, zuvörderst etwas näher betrachten wollen. 

Wir unterscheiden in diesem Zähler den © als Factor ent- 
haltenden Theil von dem © nicht als Factor enthaltenden Theile. 
Der Factor von ® in dem ersten dieser beiden Theile ist, wie 
man leicht findet: 


TE ORORC) 
Oy 0202 0x Oyoz 
ou eh 3) (6) 4 du Ka ou 
—ay a! uerSE nt 2). +(2 = | 
du du fou u , ou u ‚du u 
ou er du ou du u , 9u u 
a da Ordy r oy yet 02 5) 
_(; G ou Bu =) 
"20x 0x" Oyoz) 
also. offenbar: 


” %. \d2dy0y de 


Der ® nicht als Factor enthaltende Theil unsers Zählers ist, wie 
man sogleich übersieht: 


du ou 09 Qu =) 
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3 2 2 : 2 - 
EEEEDENENS 
du fou 00 = ou 
ra\öe' 20 ante Ya) (5 
also offenbar: 
1: 25 
Folglich ist der ganze Zähler: | 


ou of d« 09 ou 5) ou ou 89 ou 2): 


"02 (da dy dy da 4 N oy Oy'dx 


d.h. der Zähler verschwindet, und wir haben daher die folgen- 
den Gleichungen: 


0u\? ö ö 
69) . .A1(2r) N 3 a 01(5 .) + 1=0, 
oder: 
 foa\r., ou Qu du 
70)... 4-0,(%) =-4(% ") Bau rl . 
oder: 
du ou guN\? 


1)...(4-0y@=4(r “+8  ( 


Zugleich haben wir nach: 66), 67), 68) die merkwürdige ı und 
wichtige Gleichung: | 


72) . ” . . N 1 + Gy Gy + Grz' Gz" = 0. 
Nach 69). ist: 


Bunt =) + Eye, nt) % 
+140,(5:) (5) Fee 
=al(e) + IB EGEIDEIOMT 
1401 (3) + +2) 164) +(& race) (5): 


und folglich: 


er ET 
NEE 


* 


also: 
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oder, wie sogleich erhellet: 
| 2 (B?+440),(5%) (3 AR 


ou gu\? 
=,4+09@8-4(7,) —c(z) ?—14ce(t) 
Auch ist nach 71) offenbar: 


fi) 2 
Dt (BrrAdo) 2) 5) 


=1(4- 0@-4(7;) +05) »+440(22) (5)" 


Nach diesen beiden letzteren Gleichungen ist also: 


ro) 
= (44 0)@ - @- -e(&)r (2) () 
relo) 
.(B2+440)0 ()(6 3) 
= 1(4- 0) a0) +e A Bei) 


Bi) ” (ouN? ou 
+4100 (5) dy, (3 N 


und durch Addition dieser beiden Gleichungen erhält man die 
BEnSER. 


75) (B?+44C) et nv) ie); a): e( | 
=1(44+ 0,9 - (5) EZ 3) () ( Mi 
ld O.- 4(5;) 4 c(%) re) N 


woraus sich unmittelbar das wichtige Resultat ergiebt, dass die 
Grösse B2+44AC stets positiv ist, folglich die, obigen 
Werthe von G, und G; stets reell. sind. 


Da es nach dem Bisherigen für jeden Punkt (xyz) unserer 
Fläche zwei reelle Werthe von @, und zwei entsprechende reelle 
Werthe von G, giebt, so werden jedem Punkte (xyz) un- 
serer Fläche offenbar zwei Krümmungslinien ent- 
sprechen. 
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Weil die Gleichungen der Berührenden der Krümmungslinie 
im Punkte (2yz) im Allgemeinen bekanntlich *) 


LTE WYi.52 
0% 008“ 


Op Ip 


folglich für die beiden in Rede stehenden Krümmtngelinien in 
nach dem Obigen leicht von selbst verständlicher Bezeichnung 


—ıt TUE BZ, ra 14 TYAIRER 


Se Bay @ 


sind, wo man sich nach dem: Obigen 


ZDVER 

( a > (5 u) = a 
(% AR =) (% N 7, ox\" 
END AR 2) ER 26) 


gesetzt zu denken hat, und weil also wegen der Gleichung 72) 


offenbar 
DIOEOIOEIOR SL. 


ist; so ergiebt sich nach bekannten Sätzen und Gleichungen der 
analyfischen Geometrie das wichtige Resultat, dass die bei- 
den in Rede stehenden Krümmungslinieni indem Punkte 
(zyz) jederzeit auf einander senkrecht stehen. 


Wenn wir die Winkel, welche die Berührenden der dem Punkte 
(2yz) ‚entsprechenden Krümmungslinien mit den positiven Theilen 
der Coordinatenaxen einschliessen, durch 9.0,© bezeichnen; so 
haben wir, weil deren Cosinus sich bekanntlich wie die Differen- 
tialquotienten - a r zu einander verhalten, zur Bestimmung 

p $p 
der Cosinus dieser Winkel nach 35) und 33) AND RAn EN die 
beiden folgenden Gleichungen: 


ou ou ou ar 
3,0004 Dr cos 4 7..c0s@ #05 


*) M. s. Thl. XXX. Ne. XL. S. 367, Nr, 3). 


der Krümmungslinien. - 2450 


m u mn 


ou u ou u n 

+ € "ordy 0m’ 325) RR 
ou u u u 2 

n (Bee an 2° 


\ 
| E 
en ou. u ou u u u\du | 


du u Bu =) 


0m DO du" Oydr (da 7 2): $ C0sdcoso 
ou u du u ou Oa\ du & 
— n, a re Tr Er COSWCHS® 
ou u du u u  g2u\ du ir | 
ud 241: Pr Pf Fa: 7% Fa Eu 7,5 0080 eos0) 
und ausserdem die bekannte Gleichung: cos 62+ cos #2 + cos 02—1. 


Diese Gleichungen stimmen aber, wie man sogleich übersieht, 
vollkommen überein mit den Gleichungen, welche wir in unserer 
„Allgemeinen Theorie der Krümmung der Flächen für 
jedes beliebige rechtwinklige Coordinatensystem“ in 
Thl. XX VII. S. 184. zur Bestimmung der Lage der Normalschnitte 
der grössten und kleinsten Krümmung der Fläche in dem Punkte 
(2y2) gefunden haben, woraus sich also die merkwürdige Eigen- 
schaft der Krümmunsgslinien ergiebt, dass in jedem Punkte 
der Fläche die Richtungen der beiden diesem Punkte 
entsprechenden, auf einander senkrecht stehenden 
Krümmungslinien mit den bekanntlich gleichfalls auf 
einander senkrecht stehenden Normalschnitten der 
grössten und kleinsten Krümmung in diesem Punkte 
zusammenfallen., Dieser merkwürdigen Eigenschaft wegen 
haben die Krümmungslinien ihren Namen erhalten. 


Für irgend eine Curve sind nach 16) die Gleichungen der eon- 
jugirten Berührenden in dem Punkte (zy:): en ii BE Au 
und nach 18) ist allgemein: 

0x Y,m% _ [da u du u \ fdxr\® 
er a) (5) 

du Du du Fu)" „(de Fu du Eu) (Ben 
Raven dz0y de Oydz)\ dp r Eee) (5) 

zdu Du du Du _ (du Buy ou, dr dy 

tar dr Om oydz  \002 7 0y2) 92) dp dp 

dw. Bu du. Eu (Ei you zQy de 

ey dry Dr irn \dy er) dr Op "dp 

ed Oydz dm öney \der dar 38 op dp 

16* 
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Ist nun die in Rede stehende Curve eine Krümmungslinie, so 
verschwindet nach 33) die auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens stehende Grösse, und in diesem Falle ist also 

0x oy 02: 
woraus sich unmittelbar die neue ne allgemeine Eigen- 
schaft der Krümmungslinien ergiebt, dass in jedem ihrer 
Punkte die entsprechende conjugirte Berührende der 
Fläche auf ihnen senkrecht steht. 


Auf diese Weise haben wir jetzt die wichtigsten allgemeinen 
Eigenschaften der Krümmungslinien sämmtlich streng bewiesen, 
und die allgemeine Theorie dieser merkwürdigen Curven für jedes 
beliebige rechtwinklige he, nern Aayere entwickelt. 


WiR. 


Mıscellen. 


Zwei Sätze von höheren. arithmetischen Reihen. 
Von Herrn Reallehrer Dr. J. G. Molitor in Kitenheim im Grossherz. Baden. 
2. 


Ist eine arithmetische Reihe der mten Ordnung gegeben mit 
der constanten Differenz ö,, eine zweite von der nten Ordnung 
mit CD„ = ö,, eine weitere von der rten Ordnung mit CD, = 6; 


u.8s.f., und diese werden gliedweise multiplicativ verbunden, so 


ist die so erhaltene Reibe von der (m+n-+r+....)ten Ordnung 
mit der constanten Differenz: 


1,2.3% A = 
CDimpntrt. = 19 m I I.n 1 Inn 01 aba. 


31. 
Ist a), @,, Ag,.... eine Reihe der mten Ordnung mit der con- 
stanten Differenz d, so ist: - 
a"; Ag", Ast, ei 
eine Reihe der (nm)ten Ordnung mit der constanten ‚Differenz: 


1.2.3....mn ,, 
(1.2.3....m)® 


% y u" n 
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i Br ß log % ’ "L. 
WIEE. 
Ueber das bestimmte Integral 
1(zm —])dz 
logz 
0 
Yon 
Herrn Professor Dr. J. PE Wolfers 
in Berlin. 


Die Veranlassung zur Bestimmung dieses Integrales fand ich 
bei'm Studium von L. Euler’s Integral- Rechnaner Thl. IV. Sup- 
plement V. pag. 261. u. f. Ich schicke hier einige kurze Paragra- 
phen dieses Werkes, unter Hinzufügung weniger Bemerkungen, 
voran, theils weil dieselben an und für sich interessante Betracht- 
ungen enthalten, theils um zu zeigen, wie ich zu meinem Ver- 
fahren gekommen bin. Am a. ©. 


$. 2. wird das einfachere Integral 


Je Tre 


betrachtet und gezeigt, dass dasselbe einen bestimmten Werth 


habe. Setzt man nämlich 


so stellt unser Integral fyd: den Flächeninhalt einer Curve dar, 
deren Abscisse z und Ordinate =y ist, und es wird diese Fläche, 
von z=0 bis z=1 ausgedehnt, wenig grösser als 4 sein. Es 
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ı (gm — I)ds 


. 
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0 

wird für 20, auch die Ordinate y=(0; für z=1 aber nimmt 
4 

die Ordinate Y= Tag: zunächst die Form } an. Wenn man nun 


nach bekannter Weise statt des Zählers und Nenners ihre Diffe- 
rentialquotienten setzt, erhält man sogleich für z=1 


yressel, 


Um von der Gestalt der Curve eine Vorstellung zu bekommen, 
bilden wir noch | 


dy zzlogz— +1 
d: z(log2)2 


Für z=0 wird dieser Ausdruck 


dy', E « MUNLL 1 N 
dz  Iog0 (log0)? iu 0(10g0)2° 


Die beiden ersten Glieder auf der rechten Seite verschwinden 
offenbar; um uns von dem Werthe des dritten eine deutliche Vor- 
stellung zu machen, setzen wir 


logz=—$, wonach = 


mithin für z=0, &=» wird. Wir haben nun allgemein 


5 
1 c 14: ty tt 
UT u en u 


| + 
offenbar =&, wenn z=0 oder &=w ist. Wir haben daher im 
Anfangspunkt der Absecissen 
dy 
dz 
und es steigt die Curve daselbst senkrecht über die Abseissen- 
axe empor. 


==, Ss 


Für z=1 nimmt = die Form r an, nach vollzogener Diffe- 


rentiation des Zählers und Nenners erhält man 


dy 1 u 
d: — logz +?’ d.h. für z=]1 
u. 
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log 3 


woraus sich die Neigung der Curve im obern Endpunkte gegen 
die Abseissen - und Ordinatenaxe ergiebt. 


Für die mittleren Abscissen wird, für z—e-, 


e:—1 e-1 
a 


wenn also z sehr klein und & sehr gross ist, wird sehr nahe 


1 
y=z: 


Dieser Werth ist demnach weit grösser, als die Abscisse z, und 
wenn man die entsprechende Curve verzeichnet, deren Anfangs- 
punkt durch A, Abscisse z=1 durch AB, Ordinate y=1 durch 
BC bezeichnet werde; so wird man sehen, dass der Flächenin- 
halt AMCB zwischen der Curve AMC, Abseisse AB und Ordi- 
nate BC wenig grösser als der Flächeninhalt des Dreiecks ABC=ı 
sein wird. 


$. 8. Neuerdings aber, als ich mit andern Untersuchungen 
beschäftigt war, habe ich wider Erwarten gefunden, dass dieser 
Flächeninhalt gleich dem hyperbolischen Logarithmen von 2, also 


= 0,6931471805..... 
sei. Dieses Resultat hat sich auf folgende Weise ergeben. 
Da in Wirklichkeit 


ee 
0g:= 


ist, weil durch Differentiation auf beiden Seiten 


dz__0zx-1dz Mi; dz 


4 Be, 


entsteht und beide Ausdrücke für z—=1 verschwinden; so schreibe 
# 
ich statt O0 den Bruch 2 wo i eine unendlich grosse Zahl be- 


zeichnet. Es wird alsdann 
1 


logz =i@@—]), 


also die Ordinate 
z—1 1222 


a 


K@—1) il) 
17 * 


(zm — I)dz : 
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so wie die Integral - Formel 


(iz) 
—. 
e il — 2) 
ß | 
1 


Setzt man jetzt !=x, so wird 
mc, 
wobei man bemerke, dass für beide Grenzen der Integration z=0 


und z=1 zugleich auch z=0 und z=1 wird. Da ferner 
dz =iri-! dx ist, wird die Integral- Formel 


fÜ del — ei) 


ir 


0) 
$. 4... Da nun aber 


ae: 
elta at 


so erhält man 


— 


I dz(l— a) ae, «HM za az 
1-22. 0 ae 


Die Reihe auf der rechten Seite verschwindet für 20, und e 
wird daher der gesuchte Werth: 


I. —D)d 1 1 [i 1 
fe De hin tra t Ce 
0 


wo i unendlich gross, und daher die Anzahl der Glieder in Wirk- 
lichkeit unendlich ist. Nichts desto weniger wird, weil die ein- 
zelnen Glieder unendlich klein sind, diese Reihe eine endliche 
Summe haben, welche man folgendermaassen auf eine gewöhnliche 
Reihe zurückführen kann. 


$.5. Die gefundene Reihe kann betrachtet werden als die 
Differenz der folgenden zwei harmonischen Progressionen: 


1 
A=1+43+3+..- 4527’ 


1 
B=1+43+434+4... 472775 
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10) 


indem: A— B die gefundene Reihe darstellt. Weil aber die An- 
zahl der Glieder in der Reihe A=2%i—1 und in der Reihe 
B=i—1, also jene doppelt so gross als diese ist; so kann man, 
um eine regelmässige Reihe zu erhalten, die einzelnen Glieder 
der Reihe B sprungweise von dem zweiten, vierten, sechsten, 
achten u. s. w. Gliede der Reihe A subtrahiren, auf welche Weise 
man gleichzeitig zum Ende beider Reihen gelangen wird. Genau 
genommen, ist diess nicht streng richtig, indem A nur dann doppelt 
so viele Glieder als 3 haben würde, wenn das letzte Glied in 
ersterer 


Üi—2 
wäre. Da indessen i=» ist, so wird in jedem Falle das übrig- 
bleibende Glied nn als verschwindend klein anzusehen sein. — 
Man erhält auf diese Weise 
A—B=1-—-}+3—141+3—}1+.... in inf., 
und da aus 
logw =w—1 — 3(w— 1)? +3(w— 1’ — i(w—D*+.... 


für w=2 


s2=1—3+3—i+.. . 


lo 


folgt; so wird oflenbar 


12 — 1)dz > 
et 
0 


$. 6. Eine ähnliche Schlussfolge kann der allgemeinen Inte- 
gral - Formel 
? (zm — 1)dz 
f logz 


angepasst werden, und man wird endlich 


1 (gm I)dz ; 
fi en log(m+1) 
0 


finden. 


So weit habe ich den Inhalt der angeführten Paragraphen, 
dem Wesen, wenn auch nicht dem Worte nach hier mitgetheilt, 
muss aber bemerken, dass eine ganz ähnliche Schlussfolge, wie 


I (zm— 1)d2 
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| in-$$. 3.—5., mich nicht zu der in $.6. aufgestellten allgemeinen 
Formel hat gelangen lassen. 


Setzt man z.B. m =2, so folgt zwar aus 
@—l)de 
Jogz 
. 
indem man wie vorhin in $. 3. loegz—=i(z@ —1) und z= #2 setzt, 


1 (2 N)dz 1 1 
un logz Str tor 
(0) 


welche Reihe man ebenfalls als den Unterschied der harmonischen 
Progressionen 


1 
A=1l+43+3+...+527° 


1 
B=1+4344+.... 47 


betrachten kann. Es wird daher auch in diesem Falle 


ı (22 — 1)dz i 
F logz —=A—B; 
Ö 


allein ich habe nicht ermitteln können, wie man deu Werth von 
A—B auf die Form 


loe3—=1—1.2 41.2 — 2.8... 


bringen soll. Dagegen ist es mir gelungen, die Richtigkeit der 
in $. 6. aufgestellten allgemeinen Gleichung 


1 (zm — ])dz 
fe FT ae 
(0) 


darzuthun, und zwar auf eine ähnliche, jedoch theilweise von der 
obigen abweichende Weise. Diesen Beweis will ich hier führen. 


Aus dem vorausgesetzten Integrale 


(zR — V)dz 
(1) logz 


eliminiren wir vermittelst der obigen Gleichung 


1 
log2 = i(@ — 1) 
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(0) 


nicht wie in $.2. logz, sondern umgekehrt z; wir haben zu die- 
sem Ende 


z=(l+ = loga)i und :="—=(l+ Hlogz)mi, 


und es geht der Ausdruck (1) über in 


/= + rloga)mi — 11dz 
2) logz 


Hierbei muss daran erinnert werden, dass ö eine unendlich grosse 
Zahl bedeutet. Der Zähler in (2) wird daher, wenn wir die Bi- 
nomial-Coefficienten nach der vielfach angewandten Weise be- 


zeichnen: 
(1 + 2loge mi 1— mi. logr z+(mi)g' 4(og2)°+ (mi); 1 (lögz) 
+.... in inf., 
oder weil z.B. 
2 
re 


1 _ mi(mi —1)(mi—2) 1 i 
(mi). 7 a za ah al 


1 
m (m — 7)(m— 


wegen i—=», statt (2) jetzt 
m? m? m 
(3) Sdzim + 5rlog? + 37 (log)? + m(logd)’+...) 


Durch partielle Integration wird aber: 
(4) 
Jdz =1, 
Sdzlogz =zlogz—z, 
‚fdz(log 2)2=z(logz)?—2fdzlogz=z(log:2)?—2zlogz + 22, 
Sdz(log2)’= Dide 23-3 /d:(logz)2= z(logz)?-3z(logz)?+3.2.2logz-3.2z, 


Sdz(logz)*=z(log2)*—A/dz(logz)?= z(log2)*—4z(logz)?+4.32(logz)? 
— 4!zlogz+4!z, 


u. Ss. W. 


Für die obere Grenze z—1 gehen diese Werthe offenbar über in: 


I (gm 1)dz 
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I fd: 1, 
Sdzloegz =—L, 
d:(loe:2)”? = +2, 
Re [di (og 3) 
fd: (log2)? =— 
Sdz(log:)?=+4!, 
\ u. sw. 


Für die untere Grenze z—=0 kommt es darauf an, zu untersuchen, 
welchen Werth ein Product von der Form 


z(logz)" 


in diesem Falle annimmt. Allein gerade wie oben in $. 2. gezeigt 
worden ist, dass für 2—= 


1 _——— 
:(log2)2? — 
‚ folgt sogleich 
2 (logz)r = (0. 
Für die untere Grenze z=(0) werden demnach alle Werthe in 


(4) gleich Null, und indem wir die Werthe (5) in (3) substituiren, 
erhalten wir 


uIRR (zu — ])dz m? 2m? 3!m*  4A!m?® 
; 0 


= u — N 


logz en Tara are a 


= m — 3m? + 3m? — 4m* + !m? — 


— D)d: h 
Ja er NER le —=log(m +1). 
0 


Hiermit dürfte der Wunsch erfüllt sein, welcher a.a. O. 8.7. 
ausgesprochen war, nämlich nach einer andern leichten und ge- 
wöhnlichen Methode, das vorstehende Integral auf dieselbe Summe 
zurückzuführen, welche Untersuchung dort als eine höchst schwie- 
rige erschien. 


oder 


Dass wenige Seiten und Paragraphen später in jenem Werke 
dieses bestimmte Integral nach einer ganz andern Methode auf 
denselben Logarithmen reducirt wird, möge hier am Schlusse be- 
merkt werden. 
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IX. 


Ein geometrischer Lehrsatz. 
Yon 


Herrn Doctor Otto Böklen 


zu Sulz a. N. im Königreich Würtemberg. 


Lehrsatz. Gegeben sind zwei feste Punkteim Raume, 
durch welche zwei bewegliche Gerade gehen, dieei- 
nen konstanten Winkel mit einander bilden und deren 
kürzeste Entfernung ebenfalls konstant ist, so hat 
die Kugel, welche durch die beiden festen Punkte 
und durch diejenigen zweiPunkte aufden Geraden geht, 
die die kürzeste Entfernung derselben angeben, einen 
konstanten Durchmesser. 


A und B seien die festen Punkte, durch welche zwei beweg- 
liche Geraden gehen, die von einer dritten, auf beiden zugleich 
senkrecht stehenden Geraden in C' und D geschnitten werden, so 
ist der Durchmesser der Kugel, welche durch die vier Punkte 
ABCD geht, gleich 


N AB?cosec?«— CD2cotg?«; 


@ ist der Winkel zwischen den Geraden ACund BD. Man ziehe 
. durch DB die Linien BE parallel und gleich CD, ziehe AE und 
AB, so ist Winkel AEB = 90°; also 


AE=N AB? — BE? = VW AB? — CD2. 


Ferner ziehe man CE, so ist nach dem Obigen ACE =; der 
Halbmesser des um ACE beschriebenen Kreises ist 
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E 
r=coseca.n- 


Da nun CD senkrecht auf der Ebene ACE steht, so folgt sogleich, 
dass der Halbmesser der durch die Punkte A, E, C, D bestimm- 
ten Kugel, welche auch durch B geht, gleich ist 


V.+C2 
a: 


Also ist der Durchmesser dieser Kugel 
N (AB?— CD2) cosec2« + CD? = Y AB?cosec?«— CD? cotg?a. | 


Der obige Satz kann auch auf zwei andere Arten ausgesprochen 
werden: 

Gegeben sind zwei Punkte auf einer Kugel, durch welche zwei 
bewegliche Sehnen gehen, so dass die Verkindungslinie ihrer 
andern Endpunkte senkrecht auf beiden steht (ihre kürzeste Ent- 
fernung angibt); so ist der Winkel zwischen beiden Sehnen kon- 
stant. 

Gegeben sind zwei feste Gerade im Raume und eine dritte 
Gerade von konstanter Länge, welche sich mit ihren Endpunkten 
auf den beiden ersten Linien bewegt; dann hat die Kugel, welche 
durch die Punkte der kürzesten Entfernung auf den festen Gera- 
den und die Endpunkte der beweglichen Geraden geht, einen kon- 
stanten Durchmesser. 

Um den momentanen Drehungspunkt der Geraden AB von 
unveränderlicher Länge, deren Endpunkte sich auf zwei festen 
Geraden AC und ZD bewegen, zu bestimmen, nehmen wir wie 
vorher an, dass CD senkrecht auf AC und BD zugleich stehe; 
oder dass die Punkte C und D die kürzeste Entfernung der 
Geraden AC und BD angeben. Ferner ziehen wir, wie oben, 
BE parallel und gleich CD, AL und CE; so ist in dem recht- 
winkligen Dreieck AEB: 


AE=W AB? —- BE? = const. 


Während der Bewegung der Geraden AB dreht sich auch die 
Linie AE, oder die Projektion von AB auf der Ebene AEC; da 
nun die Linie AE konstant ist und ihre Endpunkte sich auf den 
Schenkeln des festen Winkels ACE bewegen, so ist ihr momen- 
taner Drehungspunkt X von A ebenso weit entfernt, als der Fuss- 
punkt des von C auf AE gefällten Perpendikels von &*). Bei 


*) Siehe den Aufsatz des Verfassers Im Archiv: „Die Hypocy- 
cloide mit vier Aesten“. (Nr. H. in diesem Theile S. 105.) 
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der Bewegung von AB bleibt die Ebene AEB stets parallel der 
Geraden CD, also ist ihre momentane Drehungsaxe parallel CD; 
da nun X ein Punkt dieser Axe ist, so findet man diese selbst, 
wenn man durch X eine Linie parallel CD zieht; diese schnei- 
det AB in F, somit ist Y der momentane Drehungspunkt von 
AB. Wir haben somit folgende Aufgabe gelöst: 


Gegeben sind zwei feste Gerade im Raume, auf 
welchen sich eine dritte Gerade von unveränderlicher 
Länge mit ihren Endpunkten bewegt. Man soll den 
momentanen Drehungspunkt der letzteren Geraden 
bestimmen. 


x. 


Ueber den durch drei Punkte einer Ellipse gehenden 
Kreis, und über den Krümmungskreis der Ellipse. 


Von 


dem Herausgeber. 


Dieser Aufsatz, welcher zu verschiedenen neuen eleganten 
analytischen Ausdrücken führen wird, hat den Zweck, eine weitere 
fruchtbare Anwendung der Anomalien*) in der Lehre von der 
Ellipse zu zeigen, und zugleich die Theorie des Krümmungskrei- 
ses dieser Curve aus einem neuen Gesichtspunkte darzustellen, 
welcher sich sehr zu einer elementaren Behandlung dieses Ge- 
senstandes eignet; auf die Abhandlung Thl. XXIV. Nr. XXIX. 
wird des Folgenden wegen hier ein für alle Mal verwiesen. | 


#) M.s. Thl. XXIV. S. 372. 
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\ | 
Die Anomalien zweier Punkte einer Ellipse seien x, und ,, 
so sind bekanntlich 


acosuy, bsinug und acosu,, bsinz, 


die Coordinaten dieser Punkte; die Gleichung der durch diese 
beiden Punkte gehenden Sehne der Ellipse ist: 


1).. dzcos3 (ww + U) + aysinz (uy+%,) = ab cos!(uy —U,), 
und die Osordifäleh des Mittelpunkts dieser Sehne sind: 
za(cosug + CoSsu,) = acos 3(ug + U,) cos!(uy — 4) ß 
3b(sin a, + sina,) = bsin 3(uy + u,) cos (ug — uy). 


Durch diesen Punkt lege man eine auf der Sehne senkrecht 
stehende Gerade, deren Gleichung 


Aller Ber Fi ge Az+Dy+1=0 / 


sein mag; so haben wir zur Bestimmung von A, B die beiden 
Gleichungen: 


Abcoss3(u, tu) + Basin tu, + w)=0, 
| Aacos3(u + u) + Dbsinz(ug + u))cos2(w -u)=—]1; 


aus denen sich leicht: 


{ a 
AZ TED eos Alu +17) cos Hu u)” 
HAHN b 

D=+ 


(a? — b2) sin4(ug + U) cos (ug — u) 


ergiebt. Also ist die Gleichung der auf der Sehne 1) in ihrem | 
Mittelpunkte senkrecht stehenden Geraden: | 


4) | 


AL DE ll 3 1 0 | 
(a?—b?) cosz(upt+4,)c0os3(u0—- u) (a?—6?) sin 3(up+%, )cos 3(u—u,) 
—1, 
oder: 
ax by 
5) — (a? — 6b?) cos 34(u, — 14): 


cost, +) siniawH+t 2%) 


Ist nun x, die Anomalie eines dritten Punktes der Ellipse, 
und sind X, Y die Coordinaten des Mittelpunktes des durch die 
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drei, durch die Anomalien 9, 4, %, bestimmten Punkte der 
Ellipse gehenden Kreises; so hat man nach der vorstehenden 
Gleichung für diese Coordinaten oflenbar die folgenden Gleichungen: 


6) 
ax Bra" 
costu +) sinkt) (a? — 52) cos!(w— u) > 
aX bY 
a nn a (ad TERTEE 
cosy(u, +%) sind 4%) (a2 — 52) cos (un 25) > 
aX bY 


Te a DEI 2 N _—— . 
cost. +u,) sinz(ug + uo) (a 6°) 08 z(uUn — 0) 


Bestimmt man aus zweien dieser Gleichungen, etwa aus den 
beiden ersten, die Coordinaten X, F}; so erhält man, weil, wie 
man leicht findet, 


sin (ug + %,) c0Ss3(u, — U) — sinz(u, 4 %,)cosz(u, — us) 
—= — sin 3(tg —Ug) 08 3(u, + %o), 
cos (tg + U) c0S3(u, — u) —c0s3(Ü, + Us) coss(u, — us) 
— sin $(4, — ug) siny(ug + %,) 


ist, für X, Y die folgenden merkwürdigen, ganz symmetrisch ge- 
bildeten Ausdrücke: 
7) 


a2 b2 
Am eo + u,)cos3(u, + 5)c0sz (U5 4 uo), 


a2 — 52 


y=— sin ilup + u) sin dl +12) sind(uy + u) 


Wenn «, ß, y drei beliebige Winkel sind, so ist jederzeit: 


4cos4(«-+Pß)cost(ß-+7)cost(y+e) 
= cose+cosß +cosy+cos(e+ß +7), 
Asin$(@ + B)sin(ß +7) sina(y-+«) 
=sine+sinß+siny—sin(@+ß-+ 5 


ER 


also nach 7): 
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9) 


a2 _ 02 


X= 15 tcos (un + % +5) + (cosuy+ cos +cos14)}> 


a— ie, ? 
Yr= 7 tsin (io + % 4%) — (sinay + Sina, +sin%)}- 


Bezeichnen wir den Halbmesser des durch die drei Punkte, 
deren Anomalien «9, %,, u, sind, beschriebenen Kreises durch R; 
so ist: 


R?2 — (acosw— A)? + (bsinuy— P)2, 

R?= (acosu, — A)? + (bsinu, — P)2, 

R? = (acosw — X)? + (bsinu, — P)2; 
also nach 7): 


10) 
a2 — 52 
R?2= }acosw— 7008 3(u0 + %,) cosz(u +42) c083(94+%0) }? 


2_ 92 
+iösinwo + — sin 2(20 + %)sin 3(&, + 9) Sin 3(25 + wo) ?, 


oder: 
11) 


2_ 22 £ 
R?= jacosu, _ cos 3(%, + U) cosz(u, +5) cost, -+u,) 2 


2.732 “ 
+ 1ösinay + sin (up 42) sin du, 4) sin kunt), 


oder: 
12) 


2 


PER 
R?= tacosw— = cos z(Up + %,) cos} (2, +%,) c085(u, + %0)}? 


a? 2 


: DER. Ä ; 
+tÖdsinag+ z sin 3(20 + 4) sin $(2, + %,) sin 4{u, + w,)}?- 


Aus der Gleichung 
R? = (acos w— A)? + (bsinu, — F)2 
erhält man: 


R®= a2cos Up +6? sinug? — %aXcosıuy + bY sin) + X2+ F2. 
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Nach 9) ist aber: 


aXcosuu +bYsinw 


a—12 J coSUycos (uUyt%, +42) +cos u,(cos Uptcosu; +C0s%,) \ 
u 4 ß) 


+ sinzy sin (ut, +%2) — sin z,(sin vo + sin a, +Sin a5) 


also: 
aXcosuy+b Ysinu, 


0252 ; cos (u, + 45) + cosug(cosu, + cos, +4 CoS %5) } 
ER — sin zo(sin“y + Sin u, + sin «“,) : 
und folglich, wie man sogleich übersieht: 


a2 cos un +6? sin ug —2(aX cos u, +b Ysinu,) 
2 
= —Zte0s (up + 2,) + cos (u, 4 u) + cos (ug + u) — 1} 


2 
+Zteos(u +24) + cos (u 4%) + cos (u +) +1} 


130, 2152 h 
ER Sr ; —tcos(u9+%,)+ cos (u, +9) +cos(u tut = 


Folglich ist: 
13) 


E (tot +u,)+(cosuytcos u, +4 cos = 


a 


na b? 2 
R?= ( —) | 
: | Sin (Ft) — (ein Heinen + ein 
| a Be u 


a?— b2 a2 + 52 


5 fcos(zy-+ 2) +08 (2 4%) + cos (ut u))4 9.773 


oder nach dem Obigen: 
14) 


| ge 4üp + 41) c08 $u + Uz)CoS Hp + 0)? 
a 
R? = (a? — 2)? 
E (up + u) sinz (u, + %) sin} (u, 2] u 
+ BEN 


N 2142 
en 9 teos (Wo + U) + cos (tn +2) 4008 (ug+W)) + - = i 


j N 
f 
17 
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Ein anderer Ausdruck für R? ergiebt sich auf folgende Art. 
Man setze der Kürze wegen: 
| U 008 3(ug +%) cos 3(u, + %;)c0s3(u: +%o), 
15)... 


V=siny(a, +u,)sin (u, + 2) sin 3(ug + 9). 


Dann ist nach dem Obigen: 
2_ 92 2.34% 
R? = (acos Mn U)? +(bsina, + —— v2, 


2_92 2_b2 
R? = (acosu — —. U)? +(dsinu, + 2: nv)”, 


Pr ZER ©. 21292 
R?= (a cos ug ——— U)? +(Ösina, ra We} 
also, wenn man die Quadrate auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens entwickelt, dann die Gleichungen nach der Reihe mit 
sin (4 —%,), sin (u —%), Sin(wy— u) 
multiplieirt, und hierauf zu einander addirt, weil 
% COS Uysin (%) — ug) + cosu; sin (u — Uy) + C0su,5in (w— u) = 0, 
sin 49 Sin (4 —%,) + Sin; Sin (ug — 9) + Sin u, Sin (u, —ı4) =O 
und 
sin (U —u,) + sin (u, — Us) + sin (u,— u,) 
—= — 4sin’y(uy — U) sin 3(t, — U5) Sin Lu, —u,) 
ist, wenn man der Kürze wegen noch 
16) 
U, = 008 ug? sin (u — u) + cos 1?sin (ug — ug) + C0suz2sin (uy— ıy), 


V, = sin? sin (u, —%,) + sin ,?sin (ug — u.) + sing? sin (up — %,) 


setzt: 
a? — b2\ ? a? — b2\ 2 
Das su 2 ir 
ID...2. PB=e(-) V24() v> 
a?U, +b?V, PIE 
 4sin (ap— 2) sin$(t —u,) sin 4(ug — ug)” 
oder, weil 


U, + Vı =—4sin z(u, — u) sin (u, — 45) sin 4(u9— Uo) 


| 


# \ 
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U\? PN} 
a. 2.22 Il I 1. 
Baker lg) 4 (eh 
(a" Er v, 
oder: 
Ir Seh = 62.2 (F — 3% .) + (+) 


(a —b)U, 


"Asin (u, — ,) sin 4a, — %,) sin lu — u) 
Dureb Addition der beiden letzten Gleichungen erhält man: 


20)... 2R?= a2} 1092} (Ü IE (7 5) | 


Ska —6%)} 0820 Sin(u —13)+ eos Sin(uy— 2) +C0s2ugsin(u0—un)! 
4 sin (u, — u,) sin 4(u, — ug) sin Lu, — uo) 


Wenn man im Vorhergehenden u für u, schreibt, und an- 
.nimnit, dass, indem die Anomalie x einem bestimmten unveränder- 
lichen Punkte der Ellipse entspricht, die Anomalien x, und x, sich 
der Anomalie x nähern, und dann zu den Gränzen übergeht, 
welchen unter dieser Voraussetzung die Coordinaten X, Y und 
der Halbmesser Z# sich nähern; so erhält man offenbar die Coor- 
dinaten des Mittelpunkts und den Halbmesser des Krümmungs- 
kreises der Ellipse in dem ‘durch die Anomalie. « bestimmten 
Punkte. Bezeichnet man aber diese Gränzen der Kürze wegen 
jetzt durch X, Y und R selbst, so erhält man aus den Gleichun- 
gen 7) und 14) zur Bestimmung der Coordinaten des Mittelpunkts 
und des Halbmessers des Krümmungsskreises in dem durch die 
Anomalie # bestimmten Punkte der Ellipse unmittelbar die folgen- 
den Formeln: 


21) . X Er Y=-° 3 in 2 
und: 
R?— (a2— 22 (er 4 (X y} PIE und. ei ug 
also: 


Theil XXXVL, 18 


cos u3 
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R2 — (a2 — 42)? (* 


sin ) | 
. I(a? — b?2) 


2 da s 
3 (cosu?—sin u2) + ar (cos u? + sın u2), 


welche Formel man leicht auf die folgende Form bringt: 
aa bh 
R?— 78 sin u6 + 73°08 u® 
— a2} cos u?(1 — cosu*) —2 sin u?(l1 — sin a4) } 
— b?}sin rl — sin ut) — 2 cos u2(1 — cos #)}. 
Aber 


cosu2(l — cos u?) — 2 sin u2(1 — sin u*) 


V 


cos u?sin u2(1 + cos u?) —2sin u? cosu?(l + sin u?) 


= — sinu?cos u?+ cos utsin u? — ?sin utcosu?2 


= — sin u?cosu?(l — cos u2) — 2sin ut cosu?—= — 3sinutcos u2, 


sin u2(1 — sin u) — 2cosu?(] — cos) 
—= sinu?cosu?(l + sin u?) —2cos u2sin u2(1 +4 cos u2) 
= — cos u?sin a? + sinu*cos u? — 2cosu?tsin u2 
= — cos u?sinu2(l — sin u2) — 2 cos utsin u — —3cosutsin u2; 


also nach dem Obigen: 


4 4 
a. ' b 

R? = 7,sin u‘ + 3a?sin utcosu? + 3b2sin u?cosut + —cosu®, 
6b? a2 


folglich offenbar: 


(a?sinu?+ 62 cosu2)3 


a?b? ’ 


Saytamd  iyal). Al pa 


Ganz Dasselbe erhält man noch leichter aus der Formel 


R2 = (acosu— A)? + (bsinu— F)2, 


nämlich, wenn man für X, Y ihre Werthe aus 21) Setzt, aus der 


Formel: 


a? 52 | a? — b2 
R?=(a— Hz t08 u2)? cosu2 + (b,+ re sin #2)? sin a2, 


weil hiernach 


=» . = ag dis 
u 
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? b? a2. 
R? — (asinu? + — cos u?)? cos u? + (bcosu?+ zysin u2)?sin u? 


— (u?sin u? + b2cos un)? | (7 ) + )}, 


also 
(a?sinu? + b?cos u2)® 
a2b? 


R?2 — 


ist, ganz übereinstimmend mit dem vorher Gefundenen. 


Setzt man 


x . 
COSU=-,> „SMU 
a 


| 
iS 


so erhält man aus 21) und 22) die bekannten Formeln: 


2__h2 VA ©) 
23) . IR re 2 x, r= 
und 
oa) 
te) dar rorns 
ee Ar 
eu — 


18* 
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XT. 
Klementar - seometrischer Beweis der Grundeigenschaft 
der kürzesten oder geodätischen Linie auf einer belie- 
bigen Fläche und darauf gegründete Entwickelung der 


allgemeinen Gleichungen der kürzesten oder geodäti- 
schen Linie. 


Von 


dem Herausgeber. 


Wir gehen von der folgenden einfachen’ geometrischen Auf- 
gabe aus: 


Im Raume seien zwei Punkte und eine Ebene gege- 
ben; man sollin dieser Ebene einen Punkt bestimmen, 
welcher in derselben eine solche Lage hat, dass er 
von den beiden gegebenen. Punkten gleich weit ent- 
fernt ist, und dass die Summe seiner Entfernungen 
von den beiden gegebenen Punkten ein Minimum ist. 


Wir wollen die beiden gegebenen Punkte durch A und 2. 
die gegebene Ebene durch E bezeichnen. Weil der gesuchte 
Punkt, den wir durch M bezeichnen werden, von den beiden 
Punkten A und 3 gleich weit entfernt sein und in der Ebene E 
liegen soll, so ist klar, dass dieser Punkt in der Geraden liegen 
muss, in der die gegebene Ebene E von der in dem Mittelpunkte 
€ der Geraden AB auf dieser Geraden senkrecht stehenden Ebene 
E' geschnitten wird, welche Durchschnittslinie wir durch L be- 


zeichnen wollen. Legen wir nun durch die Gerade AB eine auf - 


der gegebenen Ebene E senkrecht stehende Ebene E”, so ist der 
a 
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Punkt WM, in welchem von dieser Ebene die: Gerade L geschnit- 
ten wird, der gesuchte Punkt. 


Um dies zu beweisen, sei M’ ein beliebiger anderer Punkt 
in der Geraden Z. Man denke sich MA= MB und WA=M'B 
gezogen. Weil die Ebene Z’ auf der in der Ebene E” liegenden 
Geraden AB senkrecht steht, so steht die Ebene E' auf der Ebene 
E” senkrecht; nach der Construction steht aber auch die Ebene E 
auf der Ebene E” senkrecht; also steht die Durchsehnittslinie 
L der Ebenen E und E' auf der Ebene E”, folglich auch auf den 
beiden in der Ebene E” liegenden, einander gleichen Geraden 
MA und MB senkrecht. Folglich sind die Dreiecke AMM' und 
BMM' bei M rechtwinklig, daher 


MA<M'A, MB<M'B 


also: 


MA+MB<MA+MB, 


also ofienbar M der Punkt in der’ gegebenen Ebene £, welcher 
von den gegebenen Punkten A und B gleich weit entfernt ist 
und der zu erfüllenden Bedingung des Minimunms genügt. 


Hieraus ergiebt sich unmittelbar der folgende geometrische 
Satz: 


Wenn A und D zwei beliebige Punkte im Raume 
sind und Eeine beliebige Ebene ist, und man legt durch 
den Mittelpunkt C der Geraden AB eine auf AB senk- 
recht stehende Ebene #, durch die Gerade AB aber 
eine auf der Ebene & ET stehende Ebene E”; 
so ist der gemeinschaftliche rn en M 
der drei Ebenen Z, E', EL’ derjenige Punkt der Ebene 
E, weleherin dieser Ebene eine soleheLage hat,dass 
er von.den beiden Punkten A.und B Slaich weit ent: 
fernt, und dass die Summe MA+MB seiner Entfer- 
nungen von den Punkten A und BD ein Minimum ist. 


Umgekehrt: 


Wenn A und DB zwei beliebige Punkte im Raume 
sind und & eine beliebige.Ebene ist, und der Punkt M 
hat in der Ebene Keine solche Lage, dass er von den 
beiden Punkten A und 2 gleich weit entfernt und dass 
dieSumme MA-+MB seiner Entfernungen von den Punk- 
ten Aund B ein Minimum ist; so ist der Punkt M der 
sgemeinschaftliche Durchschnittspunkt der Ebene E 
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und zweier Ebenen E' und E”, von denen die erste £' 
in dem Mittelpunkte C der Geraden AB auf dieser Ge- 
raden senkrecht steht, die zweite E” durch die Ge- 
rade AB senkrecht gegen die Ebene E gelegt AR". 


Da nämlich zuvörderst der in der Ebene E& liegende Punkt 
M von den Punkten A und DB nach der Vorsussetäinktißleieh 
weit entfernt. ist, so muss derselbe offenbar nothwendig in der 
in dem Mittelpunkte C der Geraden AB auf dieser Geraden senk- 
recht stehenden Ebene Z%’, also in der Durchschnittslinie der Ebe- 
nen E und E’ liegen. Läge nun aber der Punkt M nicht auch 
in.der Ebene E”, und wäre also nicht der gemeinschaftliche Durch- 
schnittspunkt der drei Ebenen E, £', E", so sei M' dieser ge- 
meinschaftliche Durchschnittspunkt; dann wäre nach dem vor- 
hergehenden Satze 


MWA+MB<MA+HMB, 


also MA+ MB kein Minimum, wie doch vorausgesetzt wurde, 
womit also. unser Satz bewiesen ist. 


Wenn nun auf einer Fläche zwischen zwei Punkten in der- 
selben die Kürzeste gezogen ist, so ist zuvörderst nach einem 
bekannten Princip klar, dass auch jeder Theil dieser Kürzesten 
die Kürzeste zwischen seinen Endpunkten sein muss, weil ja, 
wenn es zwischen diesen Endpunkten eine kürzere Linie auf der 


Fläche als den in Rede stehenden Theil geben sollte, es natür- 


lich auch zwischen den beiden ersten Punkten eine kürzere Linie 
auf der. Fläche geben würde als die, welche wir als die kürzeste 
annahmen, was ungereimt ist. 


ist jetzt M ein beliebiger Punkt in der zwischen zwei gege- 
benen Punkten auf einer beliebigen Fläche gezogenen Kürzesten, 
so denke man sich, dass in diesem Punkte zwei.einander gleiche 
Elemente MA und MB dieser Kürzesten zusamnienstossen: dann 
muss nach dem obigen Prineip der Punkt M unter allen auf der 
Fläche liegenden, von A und 2 gleich weit entfernten Punkten 
derjenige. sein, für welchen MA + MB em Minimum ist. Denkt 
man sich aber die Fläche in der unmittelbarsten Nähe des Punk- 
tes M durch ihre Berührungsebene ersetzt oder 'repräsentirt, so 
ist klar, dass auch in dieser Berührungsebene der Punkt M eine 
solche Lage haben muss, dass WA + MB ein Minimum ist, woraus 
sich nach den oben bewiesenen geometrischen Sätzen von selbst 
ergiebt, dass die Ebene AMB auf der Berührungsebene der Fläche 
in dem Punkte M senkrecht stehen muss. Weil nun aber die 
Ebene AMB ofienbar die Ösculationsebene der Curve in dem 
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Punkte M ist*), so ergiebt sich hieraus als Grundeigenschaft 
jeder Kürzesten auf einer Fläche, dassin jedem ihrer Punkte 
ihre diesem Punkte entsprechende Osculationsebene 
und die Berührungsebene der Fläche in demselben 
Punkte auf einander senkrecht stehen. 


Mittelst dieser Grundeigenschaft der kürzesten oder geodäti- 
schen Linie und der aus der analytischen Geometrie bekannten 
Theorie der Berührungsebene einer Fläche und der Osculations- 
ebene einer Curve ist es nun leicht, die allgemeinen Gleichungen 
der kürzesten oder geodätischen Linie aufzustellen. 


Für r, 9, 3 als veränderliche oder laufende Coordinaten sei 


fe, 9,5)=0 


die allgemeine Gleichung einer Fläche, und (2, y, 2) sei ein belie- 
biger Punkt auf derseiben, wo also auch 


Me. %, 2)—=0 


ist, und, insofern f(x, y, 2) im Allgemeinen als ®ine Function der 
veränderlichen Grössen &, y, z betrachtet wird, der Kürze wegen 


u= f(x, y, 2) 


gesetzt werden soll. Die “leichung der Berührungsebene der 
Fläche in dem Punkte (z, y, z) ist**): 


ou ou ou 
ne, 0-N+,G-9=0. 


Denken wir uns nun den Punkt (x,y,z) als einen beliebigen, ei- 
ner bestimmten: Curve auf der Fläche angehörenden Punkt, so 
ist die Gleichung der Osculationsebene dieser Curve in dem Punkte 
(25 Y; z) Se): 


(9y0%2 — 0202 y)r — x) 
+ (82022 — 020%) —y) ) —=0, 
+ (d202y — 9y0?x)$— 2) 


wo man sich bekanntlich x, y, z sämmtlich als von einer ge- 
. & .. . en . D a 

wissen veränderlichen Grösse abhängig denken muss. Soll nun 

aber die in Rede stehende Curve, welcher der Punkt (x, y, 2) als 


”) M.s. Thl. XXX. S. 380. 
") M.s.a.2.0. 8.425. Nr. 61). 
) M.s.a.a. 0.8.3381. Nr. 25). 
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angehörend betrachtet worden ist, eine kürzeste oder geodätische 
Linie auf der Fläche sein; so muss nach dem Obigen in jedem 
ihrer Punkte ihre Osculationsebene auf der Berührungsebene der 
Fläche in demselben Punkte senkrecht stehen, also nach dem 
Obigen in Folge der allgemeinen Principien der analytischen Geo- 
metrie 


a (yo? —.020?y) 
OU 2 
+ de (02022 — 020%) ? = 0 


+ 2 (0.202, —0y0?x) 


sein. Daher sind die allgemeinen Gleichungen einer Kürzesten 
auf unserer Fläche: 


u /(2 9,2) 0: 


Pi 0. (Ayößz = 820%) 


er 


+ 7 (020?2 — 0x0%z) 


+ % (0.202, — dy0?z) 
oder auch: 
ou ou ou 
OU 2 no 2 
7, (0y0°z — 020°) 
ou \ 
r 3 (020?2 — 020%) !) —U. 


-+ .: (02092y —Oyo?z) | 


Der weiteren Ausführung dieses Gegenstandes wegen ver- 
weisen wir auf die Abhandlung Thl. XXil. Nr. IX.; hier kam es 
uns zunächst bloss auf die obige elementar-geometrische Ablei- 
tung der Grundeigenschaft der kürzesten oder geodätischen Linie 
an, auf welcher die ganze weitere Theorie dieser Linie beruhet. 
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XHB. 


Ueber die gemeinschaftliche Form aller jener ganzen 
Zahlen, deren jede so beschaffen ist, dass der Kreis, 
durch rein geometrische Construction, in eine ihr gleich 
grosse Anzahl gleicher Theile getheilt werden kann. 


Von 


Herrn Professor Hessel 


in Marburg. 


Einleitung. 


Gauss hat, in seinen Disquisit. arithm. (Lipsiae 1801 *)) 
S. 592. bis 665., besonders S.662. bis 665., gezeigt, dass, wenn 
m eine Primzahl (ünd grösser als 2) ist, die Peripherie eines 
Kreises nur in dem Falle durch rein geometrische Construction 
in m gleiche Theile getheilt werden kann, wenn m eine solche 
Primzahl ist, welche, bei ganzem nicht negativem Werthe der 
Zahl n, die Form m = (2" +1) hat”). 


Da jedoch das. Aufsuchen solcher Primzahlen, welche diese 
Eigenschaft haben, mühsam sein würde, so fügt er selbst die 
' weitere Angabe .bei, dass, wenn (2”+1) eine Primzahl sein soll 


(die grösser als 2 ist), sie die Form [()2”+1] haben muss: 
Er zeigt nämlich, dass, wenn » durch irgend eine von 1 und 


*) Vergleiche auch Intelligenzblatt der allgemeinen Literaturzeitung 
von 1796 Nr. 66. S. 554. 


2#) Auch 2 ist unter der Form (2r-}+ 1) als (2°-+1) enthalten, 
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von 2 verschiedene Zahl & theilbar wäre (also z.B. =3.1 oder 
=5.2 oder =5.7 u.s. w. wäre), die Zahl (®+l)=(2-°+1) (in 
welcher & eine von I und von 2 verschiedene ganze Zahl und £ 
eine beliebige ganze Zahl bedeutet) durch die ganze Zahl (2° +1) 
theilbar sein würde, indem 


25-°+1 
IH em DUS—1) — YEE-2) + IE-I)+.... 


ist, und (weil & eine ganze Zahl ist) die Division zu einem letzten 
Gliede 2°-2= 2° im Quotienten führt, also aufgeht. 


Er zeigt also, dass in einem solchen Falle die Zahl 4) 
—(2° +1) durch jede der beiden ganzen Zahlen (241) und 


(2°+1), von denen jene > Q2+T1), d.h. >5, diese S@r, 


d.h. 22 ist, theilbar, also keine Primzahl sein würde. 


Gauss hat offenbar auf die Primzahl von der Form (2r+]) 
deshalb mehr Gewicht gelegt, als auf die Primzahl von der Form 


[(2)2?” +1], weil jene auch die Primzahl 2 umfasst, diese aber 
(wenn man nur Werthe von y vor Augen hat, welche nicht ne- 
gative ganze Zahlen sind)”) die Primzahl 2 ausschliesst. Auch 
wollte Gauss zunächst nur für solche Zahlen m sein Gesetz 
aussprechen, welche Primzahlen sind. 


Fragt man aber nach der gemeinschaftlichen Form aller je- 
ner Zahlen ın, deren jede die Eigenschaft hat, dass die Peripherie 
des Kreises durch rein geometrische Construction in m gleiche 
Theile getheilt werden kann, (gleichviel ob m eine Primzahl ist, 
oder nicht), so führen nachstehende Paragraphen zu einer, auf die 
Arbeiten von @auss gegründeten, nicht uninteressanten TUaE 1: 


$. 1. Bedeutet % eine beliebige ganze BrGHE ORT, 


Zahl, so ist die Zahl 


*) Wenn mar also den einzigen negativen ganzen DEREN 


= —n. bei welchem (2)?? also auch [(2)??-+F1] eine ganze ‚Sans sein 
kann, nieht. mit berücksichtigt. 

**=) Da die Lehre von Gauss, über die wir kier reden, nicht .allen 
denen gerügend bekannt ist, denen sie bekannt sein sollte, und da sie 
nicht bioss rein mathematisches Interesse hat, sondern auch für gewisse 
physikalische und insbesondere für gewisse krystallographische Lehren 
von Wichtigkeit isi, so kaun vorliegende Arbeit auch dazu dienen, an 
dieselbe zu erinnern. 


des Kreises in gleiche Theile. al 


»=[9” +1] 


eine ganze Zahl, ‚die grösser als 2 ist. — Es ist nämlich: 


bei der Werth von py ° 


Hy=0| 3=2 =1 PH Zz2 +1=3 


Dur we —2 . 107 41-2 + 1=5 
)y=2| Ber = (r4l=% +1=17 
)y=3| = =8 |” +1=28 + 1=2357 
)y—4| Wer =6 |)” + 1=2154 165537 


6) y=5| W=3 —=32 12) +19) — 232? +1 —-42949672967 


„Pr 32 9411-29, H=2R, +) 


$. 2. Um anzudeuten, dass irgend eine Zahl p entweder auf 
der ersten oder auf der nullten Potenz vorhanden sei, dient be- 
kanntlich 


das Zeichen p!+V. oder das Zeichen p!lH-VN), 


wo, bei + im Exponenten, oder, bei geradem Werthe der gan- 
zen Zahl v, der Ausdruck den Werth p!=p annimmt, während 
er, bei — im Exponenten, oder, bei ungeradem Werthe von », 
den Werth p°=1 annimmt. 


$. 3. Der Ausdruck 
P, = [p}e+-9 = [0% + 1parn 


umfasst daher nicht nur jede der Zahlen 3, 5, 17, 257, 65537, .... 
sonderu auch die Zahl ]. 


Es ist dabei P,=1, wenn bei dem betreffenden Werth der 
ganzen nicht negativen Ordnungszahl y der Werth von v,, der 
eine ganze positive Zahl bedeutet (also >0) ist, einen ungera- 
den Wertl hat. Ist dagegen, hei dem betreflenden Werthe von 
y, die Zahl v, eine gerade, so ist | 


#) (2)2° 4 1292 1° ist keine Primzahl, sie ist —641 . 6700417, 
wie Euler gezeigt hat. 
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P,=p=[@°"+1]>1. 


$. 4. Sind y=a und y=Pß zwei verschiedene (ganze nicht 


negative) Werthe von y, so sind 
Pa = [(2)2° + 1Pa+-D’o — ptH-D°e) 
und 
Ps= [O4 1paH-y a — p kn 
nur dann einander gleich, wenn 
MS, 
also jede der beiden Zahlen v„ und v5 eine ungerade Zahl ist. 


Ist dagegen jede der beiden Zahlen v. und vg eine gerade 
Zahl, oder ist nur eine derselben gerade, so ist P, verschieden 
von P;. 


$. 5. Es sei in dem Ausdruck 

m= (2%).P,-Pı- Pa... Pr... Pu 
I) m eine ganze positive Zahl, 
2) x eine ganze nicht negative Zahl, 


3) (2%) die höchste der Potenzen von 2, die in der Zahl m 
als Factor enthalten ist, 


4) bei jedem der Werthe von y, welche die ganzen nicht ne- 
gativen Zahlen, von y=0 bis y= u sind, stets 


Der pyhat-o'% —= [2)2’ + 1paH-n % 
und es habe dabei 


5) die ganze Zahl v, nur dann ungerade Werthe, wenn die 
Zahl | 


?, = [2 +1] 
keiner der primären Factoren von m ist, sei es deshalb, 


I. weil unter jenen Primzahlen, welche kleiner als die Zahl 
py Sind, solche y, yı.... vorkommen, bei denen 


Py \kein eigentlicher (unächter) Bruch ist, 
y !d.h. weil », keine Primzahl ist; 
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oder deshalb, 


ein eigentlicher unächter Bruch ist, 


Y Py 
\ kein Product aus Primzahlen ist, 


1. D) weil 7 d.h. weil 7 keine Primzahl und auch 


oder 
H. 2) weil m \ein eigentlicher ächter Bruch ist, d. h. 
h Py ! weil p,> m ist; 


— 
— 


6) es habe daher auch Pu einen solchen Werth, der <m ist. 


Diess vorausgesetzt, so ist es, nach Gauss möglich, durch 
geometrische Construction die Peripherie eines gegebenen 
Kreises in m gleiche Theile zu theilen, also falls m> 2 ist, 
ein regelmässiges mseitiges Polygon darzustellen. 


Ist dagegen M eine solche ganze Zahl, welche unter der so 
bestimmten Form von m nicht enthalten ist, so ist es nicht 
möglich, durch rein geometrische Construction die Peri- 
pherie eines Kreises in M gleiche Theile zu theilen. 


$. 7. 1) Die Zahl m, von der hier die Rede ist, lässt sich 
also darstellen in Form eines Products von gewissen Potenzen 
gewisser Grundzabhlen. 


m. 
< 


3) Jede der Grundzahlen hat entweder den Werth —2, oder 
einen Werth p, von der Form 


Py — [2)” +1], 


2) Jede der Grundzahlen ist 


in welcher y eine ganze nicht negative Zahl ist. 


4) Die zu diesen Grundzahlen gehörenden Exponenten der 
Potenzen derselben sind ganze, nicht negative Zahlen. 


5) Der Exponent x der Grundzahl 2 ist entweder 0, oder 
1, oder grösser als 1, aber nie so gross, dass 2°7> m wird. 


6) Der Exponent, welcher zu einer der Grundzahlen von der 
Form 


= +1] 


sehört, ist, 
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a) falls p, eine Primzahl ist, 
entweder =0, oder =]; 
b) falls p, Eu e DERBEaH ist, 


nur = 0. 


7) Da ut und 2: —m sein muss, so ist: 


D) 20 
und 
log2* —logm 
also 
zlog2 <logm; 
= logm 


Da ferner der Werth von ?,, d.h. von (2) + 1, <m sein muss, 


so ist 
29log2 <Iog (m—1), 

„—zlog(m—1)). 
2 Top We 

folglich 

un l H 
ylog2 < log = 5 >—)= —=loglog(m — 1) —loglog?, 
also | 


u loglog(m— 1)—loglog 2 


RR. D. [082 


und, da y nicht negativ zu sein braucht, 
2 per] 
) Y > 0 


Anmerkung. Bezeichnen wir einen Exponenten, der nur 
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die Werthe O0 oder I haben kann, der Kürze wegen, durch ,, r,, 
723 +... Ty oder %...., und wir setzen das eine Mal: 


T 


—09r T, 
©) m— 2: .pg7°.P1.Po2...:Py I....Dut, 


wo bei jedem der Werthe der Zahl y von y=0 bis y=u stets 


Pr = [9 + 17°, 


und das andere Mal: 
2 m 90°. Q1 73. 9°2: Q3’8.... ER gw ® - 


wo bei jedem der Werthe der ÖOrdnungszahl n von n—=0 bis 
n = w stets 


Un = (2° +1) 


ist, so gelten für r„ dieselben Gesetze, die eben für z, unter 
"Nr. 6. ausgesprochen wurden. Es ist aber die Anzahl der Werthe 
= (2” +1), welche keine Primzahlen sind, beträchtlich grösser 
als die Anzahl der Werthe p,, welche keine Primzahlen sind, 
so dass die Factoren-Reihe PD) meist eine sehr grosse, die Fac- 
toren-Reihe ©) dagegen in jedem für die Praxis irgend wie 
in Betracht kommenden Falle gar keine und, abgesehen von der 
Praxis, in Vergleich mit der entsprechenden Factoren-Reihe y), 
nur sehr wenige überflüssige Factoren enthält; denn die 
sechs kleinsten Werthe von ((2)2” +1) sind 3, 5, 17, 2357, 65537, 
429349672967, von denen nur der letzte keine Primzahl ist, 
während in der Reihe der Zahlen (2*+1) von (2141) bis (232+1) 
eine sehr grosse Anzahl von Gliedern vorkommt, die keine Prim- 
zahlen sind. 


Man reicht z. B. zu allen Werthen von m, die kleiner als 
42949672967 sind, aus mit der Formel: 


m = (2?) .Po"° .Pı"!.Po’2.P3'°. par, 


und zu allen Werthen von m, die _ 65537 sind, mit 


A| 


m — (2*). Po" .Pı?\. Pa’? -P3’®, 


u. 8. w: und es ist z. B.: 


6 s 
u 5 
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252} 

3= 20,81 
4— 22,30 
5-=20,50,51 
6=21.31,50 
5==23,90:50 


10= 21.30.51 
1222. 31,50 
15=%.31.51 

16— 24.30.50 
17=20.30.50. 171 
20—22.30.51,170 
24—23.31.50.170 
30=21.31.51.170 
32—29.30.50, 170 
34— 21.30.5017 
40—23.30.51.170 
48 = 22.30.50.170 
60 — 22.31.53.170 
64= 20.30.50. 170 
68= 92.30.50. 171 
0=2.30.51.170 


U. S. W. 


Ten — 


- gr 
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XIII. 


Ueber die Anzahl congruenter Divisoren einer Zahl. 


Von 


Herrn Dr. ©. Traub 


in Lahr im Grossherzogthum Baden. 


Die Anzahl derjenigen Theiler (einer Zahl), welche dieselbe 
lineäre Form haben, spielt bekanntlich in vielen Sätzen der höhe- 
ren Arithmetik eine grosse Rolle. Man vergleiche hierüber die 
berühmte Abhandlung von LejeuneBDirichlet: „Recherches 
sur diverses applications de l’analyse infinitesimale 
a la theorie des Nombres.“ Seconde partie. Crelle, 
T. XXI Da, so viel mir bekannt, allgemeine Formeln zur Be- 
stimmung der Anzahl congruenter Theiler noch nicht aufgestelit 
worden sind, so möchte eine elementare Behandlung dieses Ge- 
gensfandes den Freunden der Zahlentheorie vielleicht nicht un- 
willkommen sein. N 


Bevor wir zu dem eigentlichen Gegenstande dieser Abhand- 
lung übergehen, wollen wir die zum Verständniss des Folgenden 
nothwendigen Sätze vorausschicken. 


® 3. 


Fundamentalsätze aus der Theorie der Potenzreste. 


1. 


Ist a eine Zahl, die mit M keinen gemeinschaftlichen Theiler 
hat, a’ der Exponent, zu welchem a nach dem Modul M gehört, 
so bilden die Reste der Potenzen: 


L SD 33 er Baal a > Re a 


Vheil XXXVI 19 


f} 
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eine Periode von a‘ Gliedern, und man erhält dieselben, wenn 
man dem Exponenten X der Reihe nach die Werthe 
0,43.288, .... (@ 1% 


beilegt und die Reste der entsprechenden Potenzen nach dem 
Modul AMT bestimmt. Geht man über den Exponenten A=a’—] 
hinaus, so wiederholen sich die bereits erhaltenen Reste in der- 


selben Ordnung. 


g.2. 


Nimmt man allgemeiner beliebig viele unter einander ver- . 
schiedene Zahlen 
ad, di. 


von welchen jede mit M keinen gemeinschaftlichen Theiler hat, 
und bestimmt für jede Combination 


Br We 
die kleinste positive ganze Zahl, welche der Congruenz 
X= alh%c®....I (mod. M) 


genüct, so sagen wir, es bilden die auf diese Weise erhaltenen 
Zahlen, deren jede mit M keinen gemeinschaftlichen Theiler' hat, 
eine zusammengesetzte Gruppe von Potenzresten, und wir be- 
zeichnen dieselbe mit 


a: 105 grateıl); 


Sind «, b’', e’,....!‘ die Exponenten, zu welchen die Zahlen 
ante, 1er nach dem Modul M gehören, und betrachtet man 
zwei Dorbindtlanen 

DR 

A, B, &, Ber & 


von Exponenten, für welche die Congruenzen: 


V=N (mod. a‘), 
B=Blmod.b‘), 
&=&(mod.c‘), 


P=L% (mod. 


Statt finden, und sind die jenen Combinationen entsprechenden 
Zahlen der Gruppe X und X’, so erhält man 
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X='A(mod.M). 


Um daher alle Zahlen der Gruppe [a, db, c....Z] zu erhalten, 
kann man sich darauf beschränken, nur solche Combinationen 
A,8,€,....2 zu betrachten, welche den Ungleichheiten : 


V 


«> A 


a 3 


b'>B7_0, 


e>E0, 


Nr eV | 


rs220 
Genüge leisten. 
Wenn daher im Folgenden nicht ausdrücklich das Gegentheil 
bemerkt wird, so sollen unter: 
td: 
w. Du sun, 
a”, Dr: Y; EN A: 
N ABTEI 
I RR 
A”, B”, E”, Ba gar 
immer solche Combinationen von Exponenten der a, b, e,....] 
verstanden werden, welche die obigen Ungleichheiten erfüllen. 


$. 3. 
Folgende Sätze sind nun Jeicht zu beweisen: 


l) Das Produkt beliebig vieler Zahlen einer Gruppe [a, d, c,...!] 
gehört in dieselbe Gruppe von Potenzresten. 


2) Sind 2, u, v, w,.... beliebig viele Zahlen aus der Gruppe 
[a, d, e,....!], so enihält die neue Gruppe [t, u, v, w,....] 
nur solche Zahlen, welche in [a, d, c,.... 2] vorkommen; aber 
nicht alle Zahlen der letzteren Gruppe werden im Allgemeinen 
auch Glieder der ersten sein. 


3) Nimmt man insbesondere an, es seien 27, 29, 23,...27 
19% 
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die sämmtlichen incongruenten Zahlen aus der Gruppe [a, 5, c,.... 2], 
so sind die zwei Gruppen [,, 22, 23, ....xf] und [a, b, c, .... 2] 
identisch, d.h. jede Zahl der einen kommt auch in der andern vor. 


$. 4. 
Es seien wie vorhin 
25; 795 735 Yy> oe. Tf 


die sämmtlichen incongruenten Zahlen der Gruppe [a, 5, Cy=.l], 
ferner 
m; My; Mz3; Ma; w..o.0 mf 

die Exponenten, zu welchen jene Zahlen nach dem Modul M ge- 
hören. Ist dann m der grösste der Exponenten, so sind m;, mg, 
My; .... mp die sämmtlichen Theiler der Zahl m. ‘Der Beweis 
beruht auf folgenden zwei bekannten Sätzen: Sind 2, Q, R, S,... 
beliebig viele Zahlen, von welchen jede mit M keinen gemeinschaft- 


lichen Theiler hat, ferner 9, 9, r, s,.... die Exponenten, zu 
welchen P, &, R, 8,.... nach dem Modul 47 gehören, und sind 


I) je zwei der Exponenten relative Primzahlen, so gehört das 
Produkt P.Q@.R.S.... zum Exponenten p.g:r.s.... Da der 
Voraussetzung nach die Congruenzen 


Fr =1?.:(mod,M)..: ..22 28 . (a) 


Statt ünden, so ergiebt sich daraus: 


(P-Q@.R.S....)pgs-.-=1(mod.M). ... .. (b) 
Es gehöre nun P.Q@.R.S.... zum Exponenten x, also 
(P.-Q.R.S...)"=1(mod.M),......(eo) 


so folgt hieraus durch Erhebung zur. Potenz qrS.... und Berück- 
sichtigung der Congruenzen (a) 


Pr.q.r.8....— 1 (mod. M), 


woraus hervorgeht, dass &.9.r.s.... durch p theilbar. ist (Disq. 
arith. art. 48.). Da aber diese Zahl zu jedem der Exponenten 
95 7, S,.... daher auch zu ihrem Produkte relative Primzahl ist, 


ta are 


# 
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so muss & durch p theilbar sein. Ebenso beweist man die Theil- 
barkeit von x durch die andern Exponenten (> 7, Sy...., Woraus 
dann hervorgeht, dass z ein Vielfaches von ».g.r.$.... sein 
muss. Da aber x die kleinste Zahl ist, welche der Congruenz 
(ec) genügt, so ergibt sich aus (b) = pgrs.... als Exponent, 
zu welchem das Produkt P.Q@.R.S.... gehört. Sind aber 


2) P, 9» 7, S, .... nicht je zwei relative Primzahlen, und ist 
t die kleinste Zahl, welche durch die Exponenten p, 9, 7, 85 «... 
theilbar ist, so kann man eine Zahl finden, welehe zum Exponen- 
ten t gehört. Denn man setze t=p'g’r's’...., wo je zwei der 
Zahlen p', g’, r', s', .... keinen gemeinschaftlichen Theiler haben 
und p', g’, r', s',.... aliquote Theile von 9, 9, r, s,.... sind. 
Ueber die Art und Weise, wie diese Zerlegung vorzunehmen ist, 


sehe man Disg. arith. art..73. in der Anmerkung. Die Zahlen 
r s 


N N 
Pr’, Qr, Rr', $®,.... gehören alsdann, zu den Exponenten p‘, g‘, 
r’, $’,....; daher ist nach dem vorigen Satze p'.g'.r’.s’.... oder 
t der Exponent, welcher dem Produkte 


ET LTR 

Pr’, Qr. Rr. Ss'.... 

zukommi. Ist daher m die kleinste Zahl, welche durch die Ex- 
ponenten mj , Mg, My, .... Mmf theilbar ist, und setzt man 


Mm— U -Ug-Ug-.:--Uf> 


wo die Faktoren u, , Us, Hz; --.- uf je zwei relative Primzahlen 
und aliquote Theile von m, , Mg, my, ....my Sind, so ist die Zahl 


m 
ni] m, m, el 

>: = Ka — fi 
A Iy"ı j Kole Lats RER zf 5 


(siehe $.3. 1)) in der Gruppe Ja, d, c,....2] enthalten und ge- 
hört zum Exponenten m. Um noch einzusehen, dass zu einem 
beliebigen Theiler $f. von m auch Zahlen der Gruppe |a, d, ec, ... 1] 


m 


gehören, bemerke man, dass A diesen beiden Bedingungen 


genügt. 
| $. 5. 
Es sei x eine bestimmte Zahl aus der Gruppe [u, 6, e, ... 2] 


und es werde 
aldi ed.... =x(mod.M), 


so sollen hieraus alle Combinationen der Exponenten A, B, €, .... I 
abgeleitet werden, für welche die Congruenz 
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MbBeE... F=xz(mod.M)....:... d) - 


Statt findet. Zur Bestimmung dieser Exponenten hat man daher 
auch die Congruenz: 


albBc8,.... = aWb%c®.... I" (mod.M) . ..:(W) 


Bedeutet nun (X) die Zahl X, wenn A > U‘, und die Zahl Ya, 


wenn A<Y, und haben (B), (C), (D), .... (2) eine ähnliche Be- 
deutung, so kann man, weil in Folge unserer Voraussetzung 
(siehe $. 2.): 

a” = 1(mod.M), 

DB’ =1(mod. M), 


‘= 1(mod. M) 
statt obiger Congruenz jetzt auch die folgende schreiben: 
aA... [M= aWb%c®%....I® (mod. M), 


in welcher die Exponenten auf der linken Seite nicht kleiner sind 
als die entsprechenden Exponenten der Rechten. Man erhält daher: 


arod cd... ta D-W.HD-8,... [9-2 —1}=0 (mod. M), 


also auch 
asbßer....*=1(mod. M),.. au edan ni (2) 
wo wir der Kürze halber | 
A)-W=e, : 
(DB) —d' = ß, 
(G-7 = DE EN (3) 
B-VYV=A 


gesetzt haben. Die Exponenten «, ß, y,....A sind alle positiv 
und genügen den Ungleichheiten : | 
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Aus jeder Auflösung der Congruenz (}‘) leitet man daher vermit- 
telst der Gleichungen (3) eine Auflösung der Congruenz (2) ab. 
Die Gleichungen (3) können auch in Form von Congruenzen ge- 
schrieben werden, wie folgt: 


ae = N— N (mod. a‘), 
B=EB—-D (mod. db‘), 
y=C—E(mod.c), } .:...- (4) 


ı =R8— (mod. ’); 
und män ersieht leicht, dass zwei verschiedene Combinationen 


A, B, CE, KALT, 
Yo» Dos Eos .-..%o; 

welche die Congruenz (1) erfüllen, auch zwei verschiedene Com- 
binationen 

u Dalysun.h, 

ao» Pos Yo» ----Ao 
geben müssen, welche der Congruenz (2) genügen, so dass man 
aus n verschiedene Auflösungen der Gongruenz (l) ebenso viele 
verschiedene Auflösungen von (2) erhält. Denn wäre dieses nicht 
der Fall, sondern 

e=a,(mod.«a’), 


B= P, (mod. b’), 


= 4,(mod./‘); 
so würde man vermöge (4) zu folgenden Congruenzen gelangen: 
Y-AV=EA—N (mod.a‘), . 
-%=B—DB'(mod.b‘), 


Fir 8 Er EP A Ve u u De; 


H-F=R—V(mod.’); 
aus welchen man erhält: 


N, = Almod.a‘), 
B,=B(mod.b‘), 


IE a BE}. 


% =) gt (mod. v). 
Da aber 
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a>A 2 0, 
a’ > No a 0, 


>38 20, 


so würde sich 


Ye Ya 
also die vollkommene Uebereinstimmung der zwei Combinationen 
A. Cu. Rn 
ge a SE 
ergeben. Die allgemeinste Auflösung der Congruenz (1) wird da- 


her in Funktion einer beliebigen Auflösung ausgedrückt durch 
die nachstehenden Congruenzen: 


A=a+N'(mod.a‘), 
B=P+B(mod.d‘), 
E=y+E(mod.c), & 2 m a (5) 


BEE TR ee Dr Se a Tee Dr er 


=4+%(mod.”); 


wo 4,2, €@,....? so zu bestimmen sind, dass sie den Ungleich- 
heiten 
«> > 0 
SB? 0, 


nt una 
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genügen. Nehmen wir nun an, es gebe n verschiedene Combi- 
nationen der Exponenten «, ß, y,....A, nehmlich: 


’ 
RT PR N 
ie Br Y Na A: 


Te a er 


ar), Bw) H yr) in.) 


welche die Congruenz (2) erfüllen, so leitet man mittelst (5) ebenso 
viele verschiedene Auflösungen der Congruenz (1) ab, wenn. die- 
selbe überhaupt eine zulässt. 


Denn würden zwei verschiedene Combinationen 
a", pP“, RE wi 20 


dieselbe Combination A, 3, C,.... ergeben, so erhielte man 
vermöge (5) folgende Congruenzen: 


+ =0a’”+W(mod.a‘), 
B’+B’ = P"+D’(mod.b‘), 


“+P=AT + (mod.)) 


und hieraus: 


a = 0, 
ß’ — Dr, 
ET A 


was der Voraussetzung wiederspricht. Wir erhalten daher fol- 
genden Satz: 


Bestimmt man in der Congruenz (l) für jede Combination 
A,2, €,....2% der Exponenten, welche den Ungleichheiten 


genügen, die Zahl X so, dass sie ein Glied der Reihe ], 2, 3, ... 


- 
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.. M—1 wird, so erhält man eine jede der Zahlen 2, 2, 23, ...2f 
gleich oft, nehmlich rmal, wo somit » durch die Gleichung‘ 


alten senf, 


bestimmt wird. 


$. 6. 


Sind die Exponenten a‘, b‘, c',....!' je zwei relative Prim- 
zahlen, so ist n=1. Denn es sei 


a®bßer....” = 1(mod. M), 
so folgt, wenn man zur Pontenz b’c’d’....!’ erhebt, 
ar.db’ed’...l!— I(mod. M). 


Da nun a zum Exponenten a’ gehört, der zu b’c’d‘....! relative 
Primzahl ist, so folgt hieraus (Disq. arith. art. 48.): 


e=0(mod. a‘). 
Ebenso findet man: 

B=0(mod.b‘), 

v=0(mod.e‘), 


»=0(mod.?); 


so dass sich e=ßf=y=...=A=0 als einzige Auflösung der 
Congruenz (2) im vorigen Paragraphen ergiebt. Man zieht aus 
- dem vorigen Paragraphen auch noch leicht die nachstehende Fol- 
gerung: 
Lässt die Congruenz (2) nur die einzige Auflösung e=P=y=... 
„=i=0 zu, so ist die Anzahl der incongruenten Zahlen der 
Glenns Ta,.byces 2. .„uligteich arbiel.;.. 1% 


$. 7. 


Es sei a der kleinste Exponent, die Null ausgenommen, von 
der Eigenschaft, dass a? einem Produkte von Potenzen aller fol- 
senden Zahlen d, c, d,....! cangruent wird, was wir, ohne die 
Exponenten anzudeuten, auf folgende Weise ausdrücken wollen: 


a=(b,c,d,....D)(mod. M). 


Damit aber. hieraus keine Verwechselung entstehen kann, so 
sollen zwei Ausdrücke (b,c,d,....l), deren entsprechende Ex- 
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ponenten nicht alle übereinstimmen, durch Accente unterschieden 
werden. Eine ähnliche Bedeutung wie a sollen b, e,d,....1 
haben, so dass: 


a=(b,c,d,....!\ 
bB==(e,d,....)) 


Da der letzten Zahl Z gleichsam die 1 folgt, so ist I[=/‘ der Ex- 
ponent, zu welchem / gehört. 


$. 8. 


Bedeutet a=gp(M) die Anzahl derjenigen Zahlen, welche 
<M sind und mit dem Modul keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben, so ist nach dem allgemeinen Fermatschen Satze: 


at = bV.cHde%.... 1% 
bY= cudu....ie 
Br Wet... 1u 
P EN Bat (mod. M), 
ku lu 
a 1 
woraus hervorgeht, dass die Exponenten a,b, c,....l in der 


Reihe 1, 2, 3, .....« enthalten sind. 


8. 9. 


Dieses vorausgesetzt, kann man jeden Ausdruck 


(a, b, c,....2) (mod. M) 
auf die Form bringen: 
avi .c%....F, 


wo die Exponenten W, B’‘, &, ....%' die Ungleichheiten 


as >0, 695820, e>e2o, 


EFT Ye Va ee ne eK FF TE ae Eee IE 
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erfüllen. Ist nehmlich in dem Ausdrucke (a, b, e,....2) der Ex- 
ponent von a gleich X und A>a, so kann man setzen 
A=ar+W, 
wo jetzt für W’ die erste der vorstehenden Ungleichheiten Statt 
findet. Man erhält daher 
al — a (at). 


Da nun der Voraussetzung nach a® congruent ist einem Produkte 
von Potenzen aller folgenden Zahlen d, c,d,..../, so erhält 
man auch: | 


(a, b, c,....D=a!lb, c, d,....D)(mod.M). 


Ist nun der Exponent von b in (d,c,d,....!) gleich 3, so zeigt 
man auf dieselbe Weise, dass 
CE FE A 


gesetzt werden kann. Durch wiederholte Anwendung dieses Ver- 
fahrens erhält man daher folgendes System von Congruenzen und 


Ungleichheiten: . 
(0,6, 9%... DEallb, land. a>1 20, 
(b, %......D=0b8%(e, sad >20, 
(,d,..D=c®(d, e........ y\ c>E>0, 
REDE \arlgr) ar hei. a (mod. M) BEE Zu 
(k)= kr e>820, 
Ver (>? 20 


und hieraus 
(a, b,c,....D=a®b®%c®.... (mod. M), 


wo die Exponenten der rechten Seite die gegebenen Ungleich- 
heiten erfüllen. 


$. 10. 
In einer Congruenz von der‘ Form 


(a, db, e,....)).x= (a, b, c,....1)' (mod. M) 


kann man, wie in $.5. schon gezeigt wurde, es immer so einrich- 
ten, dass die Exponenten auf der rechten Seite nicht grösser 


ne eaeatı nun 
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sind als die entsprechenden der Linken, so dass aus obiger Con- 
gruenz unmittelbar eine andere von folgender Form: 


z= (a,b, c,....2)" (mod. M) 


abgeleitet werden kann. 


$. 11. 


Dieses vorausgesetzt, sei wie in $.7. a der kleinste Expo- 
nent mit Ausnahme der Null, für welchen 


a = (b, c, d,....!) (mod. M) 
gesetzt werden kann. Ist dann auch für den Exponenten 2>0 
a®=(b, c, d,..../)' (mod. M), 


so ist x ein Vielfaches von a. 
Da vnehmlich in Folge unserer Annahme z>a sein muss, so 
setze man 
| 2.= lda-.2"; 
wo jetzt x’<a wird, so erhält man 
at = ar’ (at)! 
oder 
a = a”(b, c, d,....Dt = a”(b, c,d,....D”. 
Da aber auch vermöge der Voraussetzung 
a z=(b,.c,d,..:.l), 
so folgt | 
a®(b, c,d,....D’=(b, c, d,....!)' (mod. M) 
und hieraus nach $. 10. 
ar == (b, C, d, . vo». A 


Nun ist ©’<a, also diese letztere Congruenz nur möglich für 
xz—=0. Es wird daher z=1ta, d.h. ein Vielfaches von a. 


Zusatz. Da 
ae = bb’ ce ....I"(mod. M), 


so ist nach dem Vorigen a’ ein Vielfaches von a. Ebenso zeigt 
man dass 5b‘, c‘,....”’ Viellache von b, c,....[ sind. 
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$. 12. 


Zwei Ausdrücke von der Form: 
albBc®....!E, 2 
arod ce... IF, 


in welchen die Exponenten folgende Ungleichheiten: 
a>a4>0, a2 20, 
>80, >20, 
[>220, 13220 


erfüllen, sind nach dem Modul Y nur dann congruent, wenn gleich- 
zeitig 


hg Ei 
BB, 
2 


d.h. die zwei Combinationen A, B, E,....8; W, Bd, &, ..! 


übereinstimmen. 


Man nehme an, es seien obige Ausdrücke congruent, so er- 
hält man 


allb,c,d,....D=a”(b, c, d,....l)'(mod. M) 


und schliesst daraus A=W. Denn wäre dieses nicht der Fall, 
so darf man, ohne der Allgemeinheit zu schaden, A>A voraus- 
setzen, und erhält nach $. 10.: 


al-W = (b,.c, d,....2)”(mod.M), 
was der Voraussetzung Ben denn es ist 
a>A—W>0, 
da doch a der kleinste Exponent ist, für welchen 
a=(b, c,d,....) 


gesetzt werden kann. Da nun A=W, so geht die Congruenz: 
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albB 8... Rz a!l'b%c® .... I” (mod. M) 


in die einfachere 


bEcE... R= bet .... I (mod. M) 


über, woraus auf dieselbe Weise B=®9’ abgeleitet wird, und 
fährt man so fort, so erhält man endlich: 


a0, Bd, Ball, 


d.h. die zwei Combinationen W, B, E,....%; W, DB, &%, ....U 
sind identisch. 


$. 18. 
Aus $. 9. und $. 12. folgt nun: 


Die Anzahl der nach dem Modul M incongruenten Zahlen 
der Gruppe [a, d, e,..../] ist gleich abe....[=f. Da !l=/ so ist 
f ein Vielfaches des Exponenten, zu welchem die Zahl / gehört. 
Weil man aber die Buchstaben a, b, e,....l beliebig anordnen 
kann, so ist f theilbar durch sämmtliche Exponenten a’, b/, c',..... 
Da man ferner (siehe $. 3., 3)), ohne der Allgemeinheit zu schaden, 
annehmen darf, dass a, 5b, e,....l, abgesehen von der Ordnung, 
nit den Zahlen 


übereinstimmen, so ist f ein Vielfaches des höchsten Exponenten 
m, der zu der Gruppe [«, db, e,....2] gehört ($. 4.). 


$. 14. 


Sind a, b, e,....Z2 die sämmtlichen Zahlen < M, welche 
mit M keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so ist f=gY(M) 
—u; fehlen aber noch die Zahlen 9, 9, T,....2©, y, z, so be- 
trachte man die Gruppe [p, 9; ----%; z, a, d,....2]. Haben 
als dann 9, 4,....9, 3; 4, b,.... 1 die frühere Bedeutung, so 
erhält man: 

N ee 1 0 PETE 
Da ferner 


so schliesst man daraus: 
Big... 9-3: 


Die Anzahl der incongruenten Zahlen einer, Gruppe ist daher im- 


# 
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mer ein Theiler von (MM) =u. Der Beweis lässt sich auch auf 
eine ähnliche Weise führen wie Art. 49. der Disgq. arith.; der dort 
vorgetragene Satz ist ein specieller Fall dieses allgemeineren. 


= 


g. 15. 


Legt man in der Congruenz: 
X= al0B.... (mod. M) 


den Exponenten YA, 8, €,....% alle Combinationen von Werthen 
bei, welche den Ungleichheiten 


a>A1>0, 


(>82 20 
genügen, so sind die entsprechenden X alle incongruent ‚(siehe 


$. 12.) und stimmen, abgesehen von der Ordnung, mit den Zahlen 
DS le, ar: vg überein, so dass. man die Congruenz 


%1-2%9:%3.... 2 DaWPSc®,... I (mod. 7) 
erhält. Um in. dem ausgeführten Produkte IT den Exponenten von 


a zu finden, bemerke man, dass in den f Faktoren des Produkts 
IT der Exponent X jeden Werth der Reihe: 0,1, 2, 3,....a—1 


so olt annimmt, als 4 Einheiten enthält. Jener Exponent ist daher 


1 


Fa 42434... 40) = Sf. 


a 
Ebenso findet man die Exponenten von d, c, d,....!in dem aus- 
geführten Produkte II der Reihe nach gleich 
b—-1,c-—1 I—1 
Bee af geh 
so dass die obige Congruenz jetzt in die folgende: 


a—1 b—1 I—1 


—.J,—.JS ———.f 
It... za! bRN ....!?2 


übergeht, woraus man erhält: 
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l 


(212983... a)? tan-lp-r,,. den, 


Da nun f durch die Exponenten a‘, b, c‘,.....’ theilbar ist, so 
kann man dafür einfacher 


(21%9%3....2)?= I(mod. M) 


schreiben. Ist f theilbar durch 2a‘, 2b‘, 2c',....27’,; so. erhält man 
21.%.2%3....27 = 1(mod. M). 
Dieses wäre der verallgemeinerte Wilson’sche Satz. 


u 


$. 16. 


Sind a,b, e,....Y’ die kleinsten Exponenten, die Null aus- 
genommen, für welche man 


a=(b,c,d,....!)‘ 

0" = (a,c,d,....!) 

ce = (a, b,d,....l) } (mod. M) 

WM (a,b, 6,.:...%) 

' setzen kann, und schreibt man die Congruenz 
ashfeV....A=1(mod. M) 

auf folgende Weisen: 

| au Bee... WA, 

GB ar-ueey.... UA, 


rare —B,,.. UA, 


BE iO Sri Brad, 09 Te 


so ergibt sich aus $. 11., dass «, ß,y,....A Vielfache von 
a,b‘, €, ....U sind. Es ist aber insbesondere a’— a. 


$. 17. 


Bemerkt man ferner, dass die Congruenzen in $. 7., nehmlich 


DE (te, d,....D; 
ce =(d, e,....D, 
auch auf folgende Weise geschrieben werden können: 


Theil XXXVI, 20 
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babe, d;......DE (a, b,6%....D), 
ce = a%b% ld, e,....DE (a,b, 6, ....d", 


dB a 0%d%Ke, ....D= (a, b, 6, ....D”, 


[ ee ve a ne Ed Tai he > Ei cn 5 ee Pe 2 a N, a ur 


so schliesst man aus $. 16. und $. 11, dass a, b, e,....T Viel- 
fache von a‘, b/, c/, ....l’ sind. 


8. 18. 


Sollen die Exponenten «a, ß, y, ....4 der Congruenz 
arbBer...... = 1(mod. M) 


genügen, so kann man dem Exponenten «& einen beliebigen Werth 
a‘, der in der Reihe 


0, a, 2a, 3a, (5-1) 


enthalten ist, beilegen. Es gibt alsdann = verschiedene Com- 


binationen «&, ß, y,....A, worin « den gegebenen Werth «’ hat. 
Denn zur Bestimmung von ß, y,....A erhält man: 


bBeY.... = a®-« (mod. M). 


Da nun a'—«’ durch a theilbar ist (siehe $. 11. Zusatz), so er- 
gibt sich aus 


am(b,c,d,....) 
die Möglichkeit obiger Congruenz. Der Ausdruck bBer.... A 
bed. 
kann nun (siehe $.5. und $. 13.) auf a = n verschie- 


dene Weisen =1(mod. M), also auf ebenso viele Weisen =a«'-« 
werden. 


18. 


Eigenschaften gewisser endlichen Reihen. 


Nachdem wir in den vorhergehenden Paragraphen diejenigen 
einfachsten Sätze aus der Theorie der Potenzreste erläutert haben, 
welche zur Behandlung der Aufgabe nothwendig sind, müssen 
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noch, bevor wir zu unserem eigentlichen Gegenstande übergehen 
‚ können, gewisse endliche Reihen untersucht werden, was in den 

folgenden Paragraphen geschehen soll 


$. 19. 

Es seien A, B, C,.... L beliebige positive oder negative 
sanze Zahlen, ferner m ein Vielfaches sämmtlicher Exponenten 
a a 


. U der Gruppe [a, d, ec, ....2], und es soll die SRNKıE 


DRANTABBE N. 0 —ı2 

EP a' a 5 eis ee Sr 
bestimmt werden, in welcher P eine Wurzel der Gleichung 
am —1=0 ist, und wo die Summation über alle Combinationen 
A,B, E&,....% auszudehnen ist 


welche den Ungleichheiten 


> ao, 
1>820, 
7 >820 
und der Congruenz 
alb® .... = x(mod. M) 
genügen. i 


4U,B,6,. 


Wir setzen voraus, dass es mehrere Combinationen 


X gebe, welche diese Congruenz erfüllen; denn 
sonst würde sich obige Summe auf ein einziges Glied reduciren 


1) Ohne der Allgemeinheit zu schaden, darf angenommen 
werden, dass Peine primitive Wurzel der Gleichung 2» —1=0 
ist, und dass die Coefficienten 4, 3, C, .... L den Ungleichheiten: 

ad«> A 2 0, 


W>B20, 


?>1L20 
genügen. Denn es sei P’ eine primitive Wurzel obiger Gleichung, 
so kann man auf einzige Weise P= P’* setzen. Man bestimme 
nun mit Hilfe der Congruenzen 


20* 
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A'=nA(mod.a‘), 
B'= nB (mod.b), 


die neuen Coefficienten 4’, B', C',..... L‘ so, dass obige Ungleich- 
heiten erfüllt sind, so verwandelt sich unsere Summe, wenn man 
bemerkt, dass im Exponenten des allgemeinen Gliedes jedes Viel- 
fache von m weggelassen werden kann, in die ähnliche Summe: 


m m m 
—-——- 14A-—BB—..—— DR 
3EPp' a' b’ 4 r 


in welcher die verlangten Bedingungen erfüllt sind. 


2) Ist jetzt ferner m—= tm‘, wo auch die Zahl m‘ durch «‘, 
b’, c',....7’ theilbar ist, so: kann man die letztere Summe noch 
in eine ganz Ähnliche verwandeln, in welcher statt m die Zahl m’ 
steht. Setzt man nehmlich P't= Py, so ist Py‘ eine primitive 
Wurzel der Gleichung 2’—1=0, und obige Summe verwandelt 
sich in die folgende: 

Ep GAR pt 

Man darf daher insbesondere m’ als die kleinste Zahl voraus- 
setzen, welche durch die Exponenten a‘, b‘, c’, ....’‘ theilbar ist. 
Vorerst sollen aber die Voraussetzungen in (1) und (2) noch nicht 
gemacht werden. 


Es sei W, 8, ©, ....Y irgend eine der Combinationen von 
Y,B, E,....%, für welche 
albdce.... = x(mod. M) 


und a, ß, Y, ....) die allgemeinste Combination , welche: der 'Con- 
gruenz 


abPcY ....1*=l(mod. M) 
genügt, so kann man nach $. 5. setzen: F 
A=W+o(mod.a‘), 
B=B’+Pß(mod.d’), 


ne Titten er) 


wodurch unsere Summe S; übergeht in: 


m 


zp „AU+)-5B&+B)-.. 7 U +) 
2 
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wo sich die Summation jetzt auf alle verschiedenen ‚Combinatio- 
nen von a, ß, 7, ....A bezieht, welche den Ungleichheiten 


«>20, 


>80, 


"3120 
und der Congruenz 
a®bßer....A=1 (mod. M) 


Genüge leisten. Man kann in dieser Summe den konstanten Faktor 


m m m 
— AV — — BB’ — ..— — IV 
pe —=P a B I 
welcher ein Glied der Summe $; ist, vor das Summationszeichen 
setzen, und erhält alsdann: 


Sep: Sı; ee (l) 
wo analog mit der früheren Bezeichnung 
| m m m 
sp BR  GiRL 
gesetzt wurde. Weil aber jedes Glied »,’ der Summe $; zu 
dieser Umformung. gebraucht werden kann, und da S, von dem 
besonderen Werthe dieses Gliedes durchaus unabhängig ist, so 


erhält man, wenn 9.', px”, Px",....9:®) die einzelnen Glieder 
der Summe $S; bedeuten: 


Sr 9% Sı a El S, =»: S wiesen A Sı- PL (2) 
Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, jenachdem 8, von 


Null verschieden ist oder nicht. 


Es sei 1) S, nicht gleich Null. Dieses findet z. B. Statt, 
wenn die Coeflieienten A, B, C,..:. L sämmtlich gleich Null ge- 
setzt werden. Dann ergibt sich aus (2) sofort: px’ = px" = px" =... 
„px, d.h. es sind alle Glieder der Summe $; einander 
gleich. Bezeichnet daher p, irgend eines dieser Glieder, so er- 
hält man, da die Anzahl derselben gleich n ist, 


Sr = n.Pı> a re (3) 


und hieraus in Verbindung mit (]) zieht man den Schluss, dass 
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der Werth von ‚S, von der Grösse der Coefficienten A, B, C,...L 
unabhängig ist. Es ist nehmlich: 


Sn... 2 a 


Ist 2) S, = 0, so kann aus den Gleichungen (2) zwar nicht mehr 
die Gleichheit der Glieder 92°, px”, -... Px|® geschlossen werden, 
wohl aber 


Das im vorigen Paragraphen gefundene Resultat, dass die 
Summe S, den Werth O oder n hat, lässt sich allgemeiner auf 
folgende Weise ausdrücken: Sind 


ER ß’, y'; .... Ki; N 

7) 7 7) nH 

RR. 2 ln Mb j | 
en Dr a ) 
i 

“ . . * . . . \ 

on), Bm), yin),.. AR) 

sämmtliche ineongruente ‚Systeme von je v Zahlen, welche ge- 
wissen Relationen genügen, und haben die letztern, welche im 


Uebrigen willkührlich bleiben, die Eigenschaft, dass, sobald fol- 
gende Üongruenzen: 


e= Na + Na" +... + Noam (mod.a‘), ” 
B=N'ß' + N”B" +... + NW BR) (mod.b‘), 
y ae N‘ y' + N" y" + ae a N y) (mod. c), Du (2) 


»= N’ + Nr +... + N@) m) (mod. 7) 


Statt finden (in welchen a’, b’, c‘,..../‘ konstante Modulr, ferner 
N', N”,.... Na) beliebige positive oder negative ganze Zahlen. die 
Null nicht ausgeschlossen, bedeuten), auch «, ß, y,....k unter 
den Systemen (l) vorkommt: so wird die Summe 


m m U) 
ee 
BP a’ db’ ß ] — S,; 
welche über alle incongruenten Systeme «a, ß,y,....A in (1) aus- 
zudehnen ist, und wo im Uebrigen dieselben Voraussetzungen wie 


im vorigen Paragraphen gelten, entweder Null oder n. Unter den 


congruenter Divisoren einer Zahl. 299 


Systemen (l) kommt offenbar auch das System 0, 0,0,....0 vor, 
wie man ersieht, wenn man N’= N" =... N®=0 setzt. Zwei 
Systeme von Zahlen, z. B. 


v ; 
0; B', 2, .v... u; 
a” : B') F y" SLR a”, 
nennen wir.aber congruent, wenn folgende Congruenzen: 


a = e”(mod.a‘), 
p’= ß" (mod. b’), 
y=y"(mod.c‘), 


X = 4" (mod. !‘) 
Statt finden. Zwei solche Systeme sind als gleichbedeutend zu 


betrachten, und man findet leicht, dass für dieselben der Werth 
des allgemeinen Gliedes der Summe $, ungeändert bleibt. 


Um den Satz zu beweisen, sei 


605 Bo> Yo» ou... ko 


ein bestimmtes der n Systeme in (l), so sind in Folge der Eigen- 
schaft der letztern 


u + 09; ß' + Po» y' FI91.-.5. 8 + 4o> 


a +00 BY tPo» 7" #905 A’ + dos (3) 


a BAHR, yM+Yos...: Am) +4No 


n ineongruente Systeme von Zahlen, welche dieselben Relatio- 
nen erfüllen; da es aber der Voraussetzung nach nur 2 solche 
Systeme in (l) gibt, so müssen dieselben, abgesehen von der 
Ordnung, mit den Systemen (3) übereinstimmen. Man darf daher 
in der Summe S, die Zahlen «, ß, Y,.... A durch at, B+Pßos--- 
.... A449 ersetzen und erhält: 


m m m 
S, x EP’ ie u BB+B)I— un r L(h4+ Mo), 
Setzt man den konstanten Faktor 
mn m m n 
pP = Aa 5 BBo— gr Ihe he 


‘welcher ‘ein Glied obiger Summe ist, vor das Summationszeichen 
heraus. so geht obige Gleichung über in: 


Sı =Po Sı- 
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Wenn also ‚$,; nicht gleich Null ist, so folgt aus ‚der letzten 
Gleichung 7,=]1, d.h. es sind alle Glieder von En l, und 
somit n der Werth dieser Sunıme. 


g. 21. 


| Um in die Natur einer solchen Summe S, noch näher einzu- 
dringen, betrachten wir den Exponenten des allgemeinen Gliedes, 
nehmlich: 


m m Mm ,, m 
E=— — de— 5,Bß- „e u Li (mod. m) 


etwas näher. 


Findet 1) für jedes System «, ß, y,....A in (]) die Congruenz 
E=0 (mod.m) Statt, so ist S|=n. Ist aber 2) nicht für jedes 
System &, ß, y,...„. A in ()) E=0 (mod. m), so sei % die kleinste 
Zahl in der Reihe 1, 2,3,....m—1l, welcher E nach dem Mo- 


dul m congruent werden ka also: 
m m m 
KZz— ZA — h BB —... — 7 Li’ (mod. m): 
Findet dann für eine andere Zahl obiger ‚Reihe die Congruenz 
m m m | 
k=— ,Aa— 5. Bß a ze 2 Li (mod. m) 


Statt, so ist k nothwendig ein Vielfaches von 4‘. Denn es ist 
offenbar k > %'; setzt man daher k= tk‘ + k“, wo jetzt k”< 7 
wird, so. leitet man aus den zwei letzten Congruenzen ‚sogleich 
die folgende ab: 


"= Al@—10)— 7 B(B-1B)—. Ri — 7 La—tM) (mod. m). 


Da nun, in Folge der Voraussetzung über die Systeme 0, ß, Y,.. A 
auch @&—te', B—tß’, y—ty',....A—t4 einem solchen congruent 
ist, so schliesst die letztere Congruenz einen Widerspruch in 
sich, wenn nicht 4”=0, also k='tk' angenommen wird.. 


Die Zahl 4‘ ist nothwendig ein Theiler von m; weil nehmlich 
m> k' ist, so kann man setzen m=tk' — k“ oder te mad, m), 
wo 4“ ein Glied der Reihe 0, 1, 2, 3,....2—1 ist. Multiplieirt 
man daher ‚die Congruenz 


k=- 40 BR—. ” — 5, Li! (mod, m) 


nun u 
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mit t, so folgt: 
= _ — Alter) — 5 B(B) —.... — . L(t3‘) (mod. m): 


da aber ia‘, 1ß',....1A einem Systeme «, ß, y, kin (1) con- 
gruent ist, so schliesst man wie vorhin X” —0, also m=tk. 
Aus dem Vorhergehenden ersieht man nun, dass der Exponent 
E der Summe $, jeder Zahl der Reihe 

0, #, 2, 3%... (7—1)# 


und nur solchen nach dem Modul'm congruent werden kann. 
Wüsste man alsö, für wie viele Systeme «, ß, y,....ı in (1) der 
Exponent E einer jeden Zahl obiger Reihe congruent wird, so 
liesse sich die Summe $, angeben. Es werde also für folgende 
p incongruente Systeme in (1) 


4, Pı> As hs 
03; Bo; Y2> .... kg» / 
Pa» Ps; Y3> ++ l;, ER EREÄRT k (4) 
Op; Pp> Yp> .... An, 

E=tk'(mod.m). 


Da aber aus den zwei Congruenzen 


BR m, M u HN 
im ee „Aa — 5 BP — 7 L=tk, 
m, m m 
2 „. Acı m „BP: Tr Li, —=tk' 
sogleich die nachstehende: 
m | m m 
ae («— 0) — „BP—Bı) re 216 7 LÜA—ı)=0 (mod. m) 


sich ergibt, so sieht man, dass für folgende p incongruente 
Systeme a, ß, 9,....Ain (D: 


1—t, PP: YıYıo>-:- Ah, 


Gg—0, Ps—Pı; Ya is : Aa—h, rl) 


CT a IR a A ee a BE le ER FE 


E=0 (mod.m) 
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wird. Nimmt man umgekehrt an, dass für die. Systeme (4) 
E=0 (mod. m) werde und dass 


N I EN Da | 
k=— Au— u BB—....— 7 


5 LA, 


so folgt, dass nachstehende p incongruente Systeme «, Da Yard 


en P+Pı> ytn:--Aths 
o-t+0%, PHP ytYyas-- AH+ Ag 
atüs, Bths. YtYs- At, d- .-» (6) 


atap, BtPp» YtYp> At dp 


die Congruenz E=tk'(mod.m) erfüllen. Hieraus schliesst man, 
dass die Congruenz E=tk'(mod.m) für eben so viele Systeme 
a, ß, YA in (1) Statt findet, als die Congruenz E=0 (mod. m), 
und umgekehrt: Der Exponent E wird daher für » Systeme 


&,ß, 7... A in (1) jeder Zahl der Reihe Br 2 A (7- 1) 


i : m br Jere 
congruent, so dass man die Gleichung n= pP erhält. Die Summe 


S, nimmt nun folgende Gestalt an: 


S =p(d+Pr+ P®} 2% ple- 


oder 
Pr —1 BR 
A=P.prZ]’ en 


woraus man ersieht, dass S, im Allgemeinen verschwindet; ist 


aber Pe —1, also jedes Glied der Summe gleich I, so erhält man: 


m 


S, Re 


%. 22. 


Um zu sehen, ob für eine bestimmte Combination der A, B, 
©,....L die Wurzel P immer so gewählt werden kann, dass die 
Summe S, den Werth 0 hat, und auch so, dass S,=n wird, 
sei P’ eine primitive Wurzel der Gleichung == —1=0,. so sind 
sämmtliche Wurzeln derselben die Glieder der Reihe: 


1, P,, P®2, P®, .. Pm-1. ; 


Betrachtet man daher die Doppelsumme 
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m m m 
EEP „Au — „PR u 


9 


wo die, eine Summation den früheren Umfang hat, während die 
andere über alle Wurzeln der Gleichung &==—1=0 auszudehnen 
ist, und vollzieht man zuerst die zweite Summation in Bezug auf 
ein bestimmtes System «, ß, y;.... A, so ist der Exponent Z des 
allgemeinen Gliedes der Summe gr eine Constante zu betrach- 
ten; es ist daher dieser Theil der Doppelsumme: 


P'mE_ ] 

PF_T’ 

also im Allgemeinen gleich Null, wenn nicht etwa E=0 (mod. m) 
ist, in welchem speciellen Falle man m erhält. Findet daher die 
Congruenz E=Ü (mod.m) wie im vorigen, Paragraphen für p 
Systeme «&, ß, y,....) Statt, so ist die Doppelsumme gleich mp. 
Da aber für jede Wurzel der Gleichung <=—1=0 S, den Werth 


Ii+P'E+ P®E}.,.. + P'm-DE — 


5 m i 
O0 oder n hat, so gibt es —E, oder nach dem vorigen Paragraphen 


k‘ solehe Wurzeln, für welche S, den Werth n hat (darunter be- 
findet sich P=1]), und m— %' andere, für welche $, verschwin- 
det. Den einzigen Fall ausgenommen, wo A=m und daher p=n 
ist, gibt es also Wurzeln von der einen und der andern. Art. 
Dasselbe ergibt sich auch unmittelbar aus der Gleichung 


des $.21. Die Wurzeln der Gleichung 2” —1=0, für welche 
$,=n wird, sind die 4 Wurzeln der Gleichung PF—1=0, für 
alle andern ist 5, =0. 


$. 23. 


Nimmt man wie im vorigen Paragraphen das System der 
Coefficienten A, B, C,.... L als fest an, so ergibt sich aus der 
Gleichung 


Pm— ] 
S, Pr DEZ 9 


dass, wenn für P eine primitive Wurzel der Gleichung <r— 1=0 
angenommen wird, die Summe S, unabhängig ist von P, d.h, 
für jede primitive Wurzel obiger Gleichung den Werth 0 hat, 
‘oder für jede den Werth n. Denn ist t zu ın relative Primzahl 
und P eine primitive Wurzel, so ist irgend eine solche von der 
Form Pt, also das entsprechende S,, welches wir durch $, (ö) 
bezeichnen wollen, gegeben durch die Gleichung: 
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Prt_—} 
Sd=P- per‘ 
Denn p und %' sind von der Wahl der primitiven, Wurzel durch- 
aus unabhängig. Es ist daher $,(l)=0, wenn %‘t, also %‘ durch 
m nicht theilbar ist, und im anderen Falle gleich n. Diese Be- 
dingung enthält aber nichts, was von der Wahl der primitiven 
Wurzel abhängig wäre. Dasselbe lässt sich noch leichter auf 
folgende Weise einsehen. 
Setzt man in S, statt P die Wurzel Pl, wo t zu m relative 
Primzahl ist, so erhält man: 


m 


I  ultid) 0 BE) a AR 
OEM 


Sind nun, wie in $. 20., 


a 
a’, a. “ a) ) nad 2 

ß Y ? 9 (1) 
am), BO, ya) 


sämmtliche z incongruente Systeme, von «, P,Y, .... A, über welche 
die Summation auszudehnen ist, so sind auch 


a, RR I | 
“ u 7 u 
= ah A .® 
tan), 1Bm, EN 
solchen Systemen congruent. Da nun { zu m’, also auch zu 
a’, b’, c',.... l’ relative Primzahl ist, so sind die n letzteren Sy- 
steme incongruent und müssen daher, abgesehen von der Ord- 
nung, mit den ersteren übereinstimmen. Denn wären z. B. die 
zwei Systeme 5 
1 A A en , 
to ty. 
congruent, d.h. 
ie = te” (mod.a‘), 
{B‘ = 1P' (mod. b’), 
ty' = ty" (mod.c‘), 


A = ti” (mod.’), 


so würde hieraus, da { zu a‘, b‘, c’,....’’ relative Primzahl ist, folgen: 
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a” (mod.a‘), 
ß’ (mod. b‘), 
“=X" (mod. 4 


d. h. die zwei Systeme a, B’, y',.... A; 0 » Pay"... A’ wären 
ebenfalls identisch, was der ae CE Da nun 
das allgemeine Glied der Summe S, unverändert bleibt, wenn 
man das darin vorkommende System «, ß, y,.... durch ein con- 
gruentes ersetzt, so schliesst man etie: Maas Ss, (d=S, ist, 
sobald ? mit m keinen gemeinschaftlichen Theiler hat. 


Denn diese zwei Summen unterscheiden sich nur durch die 
verschiedene Anordnung ihrer Glieder. 


HuE. 


Eigenschaften derjenigen Combinationen der Coefficienten 


A, B,C,....Z, fürıwelche S, =n.ist. 


$. 24. 
Sind 


BR EUE  T a ee Ze Fan 5 


AW, BU, CY,.... LW 


die sämmtlichen Combinationen von A,B, C,....L, für welche 
81, bei Zugrundelegung einer bestimmten Wurzel P der Gleichung 
xz= —1=0, den Werth n hat, so ist das allgemeinste System 
von dieser Eigenschaft gegeben durch die nachstehenden Con- 
gruenzen: 


A=NA + N"A" +... + NW 4@) (mod. a‘), 
B=Z=NB' + N"B“ +.... + NW BW (mod.b‘), 
C=N'C' + N"C" +... + NW CW (mod. ce‘), (9) 


L= NL‘ + N“L" +.... + NW L® (mod, )), 


worin N’, N",.... NW) beliebige positive oder negative ganze Zah- 
len bedeuten. Da nehmlich für jedes System «, ß, YA,‘ wel- 


z 
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ches der Congruenz a®bPecY.....*=1 (mod. M) genügt, folgende 
Gleichungen Statt finden: 


’ 


[4 m ’ [4 
Paar rndbiliap 12 a Ze 1, 
a Te Aa u 1> 
EN EB5 TER un. 
eu cy 


so ergibt sich die Richtigkeit der Behauptung, wenn man die 
vorstehenden Gleichungen zu den Potenzen N’, N”,....NW er- 
hebt und hierauf alle in einander multiplieirt. Es wird nehmlich 
für jedes System «, P, y,... A: 


m 


m 
mg u de dv 


pP 1, 


und daher die Summe $, gleich n. Man erhält insbesondere: 


BB=..— Ih 


Ist 2 zu m relative Primzahl, so sind die y Systeme von 
Coeffieienten : j 
t4’, tB', te, ee tL‘; 

ed. 2 BO 


u ein ve 


ua. 


alle incongruent und genügen der Bedingung S,=n; dieselben 
müssen daher, abgesehen von der Ordnung, mit den Systemen 
(8) übereinstimmen. 


$. 3. 


Da die Systeme A, B, C,....L, für welche $, =n ist, von 
der Art der Systeme «, ß, %,-...A in $. 20. sind, so erhält man 
folgenden Satz: 


Sind a, 5b, e,....[ beliebige positive oder negative Zahlen, so - 
ist die Summe 


m m m 
Spree, 


in welcher die Summation sich auf alle incongruenten Systeme 
A, B, C, ... L bezieht, für welche S, den Werth n hat, entwe- 
der gleich Null oder gleich der Anzahl dieser Systeme. 


13 
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$. 26. 
Betrachten wir, um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, 
von jetzt an die Summe $,, bei Zugrundelegung der Relation 
a®bPcY.../+=1 (mod. M), 


so ist es nun leicht, solche Combinationen A, B, C,.... L auf. 
zufinden, für welche $,=0, und auch solche, für welche S, den 
Werth n: hat. Dabei soll ferner vorausgesetzt werden, dass P 
eine primitive Wurzel der Gleichung z=— 1=0 ist und dass 
A, B,C,....L den Ungleichheiten \ 


a'> A 20, 

#>B20, 

PS>L2 
genügen. 


Dehnt man die Summation 


sPp- 7 4a— 5 BB-..— 02 
über alle a’b’c’....!’ Combinationen «, ß, y,.... A aus, die den 
Ungleichheiten 
a>« = 0, 
>20, 
7 >120 


Genüge leisten, so erhält man, da für jede solehe Combination 
a@bßcY....1* einer der Zahlen z,, 25; %3,....%, congruent wird, 
einerseits 


SS, + 82, +Su+:-.+ x, 
andererseits aber 


A DA 


sp = sp» zp rt 


2 
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somit durch Ausführung der Summationen: 


Pt DR P-mnzi_] 


m m m - 
ae a a 
und daher Null, den einzigen Fall ausgenommen, wo sämmtliche 
Coefficienten A, B, C,.... L verschwinden, in welchem speciellen 
Falle der Werth obiger Summe gleich a’b’c’....!‘ gefunden wird. 
In jedem andern Falle hat man die Gleichung: | 


S, +8,48. 4... 49,0. e ELISE ER (1) 


Nach $. 19. kann man aber setzen: 


Sr, = Pr. Ne 
Sr, = Pır: S, 9 


wenn der Kürze halber 
Pa + Pr + Ps + + Per, = Spa 


gesetzt wird. Da der Ausdruck a®bPcY....1* (mod. M) alle Werthe 
X, %, 23, ...2, annimmt, und zwar jeden nur einmal, wenn man 


&, ß, Y, -... A alle Combinationen beilegt, welche den Ungleich- 
heiten 


genügen (siehe $. 12.), so ist: 


m m m 
Ep; = EP Aa— 5 BB. LA 
wo die Summation auf der rechten Seite auszudehnen ist über 
alle Combinationen a, P, Y,....A, welche die vorigen Ungleich- 
heiten erfüllen. Führt man die Summation aus, so erhält man; 
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29, ist also von Null verschieden, wenn gleichzeitig 4 kein 
! 


Vielfaches von e oder Null, B kein Vielfaches von 3 oder Null 


b 
u. s. w. ist. Die Anzahl der Combinationen A, B, C,...L, welche 
diese Bedingungen erfüllen, ist aber (a —a+1) —b+M)...(’—I4+D; 
für jede derselben ist Sp, von Null verschieden und daher nach 
(®& Sı=0. Ausser diesen Combinationen eibt es aber in Allgemeinen 
noch andere, welche ebenfalls der Bedingung S,—=0 genügen. 


- $. 27. 


Sind, wie in $. 16., a‘, b’, e',....’ die kleinsten Exponenten 
ausser Null, für welche 


FE lau dd, 


so sind, wie am erwähnten Orte gezeigt wurde, die Exponenten 
@, ß, Y>--..A in der Congruenz arbßer... A] (mod. 7) Viel- 
fache von a’, b', e',...V’. 


Legt man daher in der Summe S, den Öoeffieienten A,B, 
C,... L solche Werthe 4’, 2’, C',....L’ bei, welche den vorigen 
U 6 A 
nach den Moduln a7? gr’ gr congruent sind, also: 
1 


4’ = Almod. Er 


B'= B (mod. ar 


.L'= L(mod. D \ 


so bleibt die Summe $, unverändert. Es genüst also die letz- 
tere für solche Werthe der Coeflicienten A, B, Cie... 2..2u .be- 
trachten, welche den Ungleichheiten 


Theil XXXVI. 21 
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0 


genügen. Lässt man z. B. B, C, D, ..... L unverändert und legt 


A der Reihe nach die Werthe A, A+ =» A425... AHa-DT 


bei, so sind die entsprechenden Summen, an der Zahl a, alle 
einander gleich. Nimmt man insbesondere für A, B,C,... L 
' ı I 1 

Vielfache von 7 en 2 N 2 ‚so werden die Produkte Au, BB, 
Cy,.... LA theilbar durch a’, b', c's....T, und es ist daher für 
jedes Glied der Summe S} der Exponent durch m theilbar, und 
somit S,—=n. Die Anzahl dieser Combinationen ist aber «bie, 
welcher Ausdruck, da a’ =, ferner b/, e',....Y’ aliquote Theile 
von b, e,....[ sind (siehe $. 17.), die Grösse abe....[=f nicht 
überschreiten kann. Wir werden nun aber zeigen, dass es genau 
so viele Systeme der 4, B, C,....L gibt, für welche S =n 
wird, als die Zahl f Einheiten enthält. 


$. 8. 


In dem speciellen Falle, wo nur ein einziges System der 
&, ß, y5....A existirt, welches der Congruenz abßer.... «=1 (mod. M) 
genügt (siehe $. 6.), nehnlich a=ß=y=...=4A=0, und wo da- 
her n—1 ist, sieht man die Richtigkeit der Behauptung leicht 
ein. In diesem Falle hat nehmlich jede beliebige Combination 
A, B, C,....L, deren Anzahl gleich a’b’c’....!! oder f ist, die 
verlangte Eigenschaft. Um sich aber von der Richtigkeit des 
Satzes im Allgemeinen zu. überzeugen, nehme man an, es werde 
$, für x Combinationen der A, B, C,.... L gleich O0 und für y 


Combinationen gleich n, so erhält man: 


m m m - 
is nte 
wo die eine Summation den gewöhnlichen Umfang hat, während 


die andere sich auf die a’b’c’ .... 7! Combinationen der A, B, C,.. L 
bezieht, welehe den Ungleichheiten 
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a’ > A 7 0. 


1>B20, 


"> 120 


genügen. Nehmen wir zuerst a, ß, y,.... A als konstant und 
A,B,C.,...L als veränderlich, so erhält man für den entspre- 
chenden Theil der Summe: 


m m mn 
zp #% sp» zp v® 


oder 
P-me_1 P- "3 —] P-mA_] 


je RT DIIET 3 


Pe} Pr,e2n.', PEN] 


also im Allgemeinen Null, den einzigen Fall ausgenommen, wo 
&, ß, Y, .... A sämmtlich verschwinden und obiger Ausdruck sich 
auf a’b'c’ ....!' reducirt. Dieses Produkt ist daher der Werth der 
Doppelsumme, und so erhält man zur Bestimmung von y dieGleichung 


Ay=abc...Pnf, 


woraus 4=f folgt. Die Anzahl der verschiedenen Systeme der 
A, B,C,...L, für welche S, den Werth n hat, ist daher gleich 
der Anzahl der incongruenten Zahlen der Gruppe [e, b, c,... 2]. 


$. 29. 

Da die Summe 
m m m 
Sy BR A nie N ER 

in welcher die Summation sich auf alle Systeme der 4, B,C,.... L 
bezieht, für welche S,=n ist, nach $. 25. entweder verschwin- 
det oder den Werth / hat, so findet man auf ähnliche Weise fol- 
gendes Resultat: 

Es gibt an Combinationen von Zahlen a, b, e,....[, für welche 
die vorige Summe den Werth f hat, und diese Combinationen 
stimmen mit den n Systemen «, P, y,..:. A überein, welche der 
Congruenz 


asbßeY...."=1 (mod. M) 
genügen. 
21* 
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$. 30. 


Nehmen wir die primitive Wurzel P, ferner a, b, e,....!, M, m 
als konstant an, so soll der Werth von S,, welcher einer be- 
stimmten Combination der Coefficienten A, B, C,.... L entspricht, 
durch 

S,(4, B, Ca...) 
bezeichnet werden. Unter S,(A, B, C) wollen wir alsdann die 
m m m ’ 
Summe zp ce were verstehen, wo die Summation sich 
auf alle Systeme «, ß, y bezieht, welche der Congruenz 
a®bPecY=1 (mod. M) 


und den Ungleichheiten 
>20, 5 >B20, € 8y20 


genügen. Wir werden: dieses in der Folge, wo es nothwendig 
sein sollte, auch kurz so andeuten, dass wir die den Umfang der 
Summe definirende Congruenz in Klammern beisetzen. 


S,(D, E,....L) bedeutet daher: 


m 


zp «@ 
(d’e.... %==1 (mod. M)). 


Dom mer er 
e' v 


$. 31. 


Theilt man nun in der Summe S,, in welcher die Coeficien- 
ten A, B,C,.... L bestimmte Werthe haben, die wir durch 
4', B', C',.... L' bezeichnen wollen, die letzteren in zwei belie- 
bige Gruppen, z.B. in: 


A: Br Erd DD NEAR 
so entsprechen denselben die zwei Summen | 
S,(4’,B',C') und ‚S,(D/, E',....L'). 


Ist nun S,(A’, B’, C',....L’) von Null verschieden, so ist das- 
selbe auch mit den ähnlichen Summen der Fall, welche den zwei 
Gruppen der Üoefficienten entsprechen, und hat eine dieser letz- 
tern Summen den Werth Null, so muss nothwendig auch die 
erste Summe verschwinden. 
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"Wir können uns darauf beschränken, den Beweis für die eine 
Summe, etwa für S,(A’, B’, C’) zu führen. Bildet man zu die- 
sem Zwecke die Doppelsumme &8,(4', B',C',D,E,....L), wo 
die neue Summation sich auf alle möglichen Combinationen D, E,.... L 
bezieht, welche den Ungleichheiten : 


d>D20, 


e!>E2O0, 


">120 


genügen, und vollzieht man diese zweite Summation in Bezug 
auf ein bestimmtes System «, P, y,....A, so erhält man für die- 
sen Theil der Doppelsumme, da A’, B’, C' konstant sind, 


Peso a TEEN GE 
Ka „Pr er’ sp a! DE Ee .... 1% LA 


e' 


oder 
nn 
AT, ’ Br ii r rm, ’ —nd __ — mE __ — mi_ 
P Fr „PB ur ı pP P 1 
m 
7} 


$, 


—1 pP 


€ 


P#@’_ı pr 1 


also Null, den einzigen Fall ausgenommen, ww d=e:=..—ıI—=( 
und daher a®bPcY=1 (mod. M) ist. In diesem speciellen Falle 
findet man: 
m M nn, m y 
a 

Bemerkt man nun, dass die Congruenz a®bf erd®....”==1 (mod. M) 
gerade so viele incongruente Auflösungen, für welche d=:=.... 
„„—A—=0 ist, zulässt, als die Congruenz a®bPeY =1 (mod. M) 
verschiedene Auflösungen gestattet, so sieht man, dass die Dop- 
pelsumme jetzt übergeht in: 


d.el..... U S,(4',.B', C). 
Ist daher die Anzahl incongruenter Auflösungen der Congruenz 
a®bBe7==1 (mod. M) gleich n’, so wird die Doppelsumme gleich 


die... Un =n. Reste, 
a’ b! c' 
Bemerkt man nun, dass jede der Partialsummen, aus welchen 


die Doppelsumme zusammengesetzt ist, den Werth 0 oder n hat, 
so ersieht man: 
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I) dass es zu der Gruppe von Coefficienten A’, B', C’ so 


viele 'Combinationen D, E,.... L gibt, welche der Bedingung 
S44'yB', C',-D, BL... L)=n Genüge leisten, als der Ausdruck 


Fr Einheiten enthält, und dass 


3) sobald die Doppelsumme Null ist, ‘auch jede Theilsumme 
verschwinden muss. Ist daher S,(4’, 2’, C)=0, so findet das- 
selbe auch bei S,(A4', B', C',D,E,..... L) Statt, wie auch die 
Coefücienten D, E,....L gewählt werden mögen. Ist aber 
S,(4', B',C', D', E,....L') gleich n, so kann die Doppelsumme 


Z$.(4',BYi C,D,E.,....D) 


nicht verschwinden, da obiges Glied derselben gleich » und kei- 
nes der übrigen negativ ist, es muss daher auch $,(4', B', C') 
von Null verschieden, also gleich der Anzahl incongruenter Auf- 
lösungen der Congruenz a®bPc7=1 (mod. M) sein. 


$. 32. 


Bemerkt man, dass 


Ah 
Ss (A)=3P * (a=1 (mod. M)) 
gleich 1 ist, so erhält man folgenden speciellen Satz: 
Sind wie in $. 24.: 
Ar, DB, 
Are a > 
an, BR, 00,.. 10 
die sämmtlichen f Systeme. der Coelficienten A, B, C,.... L, für 


welche S, den Werth n hat, so kommen darunter u und nicht 


mehr Systeme vor, in welchen A einen beliebigen Werth der Reihe 


0,1,2,3,.... a’ —1 besitzt, und es gibt ebenso 1; Systeme, in E 


welchen B einen beliebigen Wertk der Reihe 0,1,2,3,...."—1 
hat, u. s. w 


Für die zweite Gruppe von Coefficienten D’, E’,.... L’ lautet 
der Satz $. 31. wie folgt: 


Lassen sich zu D’, E’,.... L' solehe Coeflicienten-Combinatio- 
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nen 4, B, C linden, so. dass A, B, C, D', E',.... L' die Be- 
dingung $,=n erfüllen, so gibt es abe solche Combinationen, und 
noch specieller: Wenns die Summe S,(2’', C', D',.... L') nicht 


age na ‘ 
verschwindet, also den Werth Zr hat, so gibt es zu der Gombi- 


nation B', C', D',.... L' a Werthe von A, so dass A, B', C',.... L' 
ein solches System von Coefficienten ist, welches der Bedingung 
S,(4, B',C',....L')=n genügt. Ist A ein solcher Werth, so 
haben nach $. 27. 


ı 


a 
A+T 
442.2, 

a’ 
A+(a—DT 


dieselbe Eigenschaft; da deren Anzahl gleich a ist, so gibt es 
zu der Combination 2’, C', D',.... L' nur einen einzigen Werth 
von A, der in der Reihe 

/ 

a 


0,152, et 
enthalten ist und der Bedingung S, (A, BD, (',... L')=n genügt. 


IV. 


Ueber die Bestimmung derjenigen Coefficienten - Combinationen 


A, B, C,....L, welche der Bedingung $,=r genügen. 


8. 33. 


Zur Vervollständigung der in 11. und Ill. enthaltenen Theo- 
rie der Summe S, ist nun noch ein Mittel anzugeben, diejenigen 
Combinationen A, B, C,.... L, für welche $, den Werth n hat, 
aufzufinden. Zu diesem Zwecke wollen wir mit dem einfachsten 
Falle *) beginnen, wo die Anzahl der Zahlen a,b, e,.... ! sich auf 


*) Hätte man nur eine einzige Zahl @, so ist die Sunmie 


m 


| 
sp ® ;? (ae =] (mod, 3) 


für jeden Werth 0. 1. 2. 3,....a'’—1, den man dem Üvefficienten A 
beilegen mag. gleich 1. (Siehe $. 28.) 
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zwei reducirt, nehmlich a und d. Ist unter dieser Voraussetzung 
a der kleinste Exponent, die Null ausgenommen, für welchen a“ 
ein Glied der Periode von 5 wird, und hat 5 eine ähnliche Be- 
deutung in Bezug auf #4, so dass man setzen kann: 


az, a 
bra.gt, . . v20nn NER 


so lässt sich nach $. 13. die Anzahl der incongruenten Zahlen der 
Gruppe [a, 5] auf doppelte Weise ausdrücken, wodurch man die 
Gleichung 


f=a' hal, RE 


und hieraus: 


I 


4 
erhält. Auch ergibt sich aus $.11., dass 5’% 2 ganze 
Zahlen sind. Erhebt man daher die erste Congruenz zur Potenz 
2, so folgt durch Vergleichung mit der zweiten: 


pr! | 
b’a=bb (mod. M), 


und da 5 zum Exponenten 5’ gehört, so schliesst man hieraus 
(Disgq. arithm. art. 48.): 


pi=b (mod. 5’) 


oder einfacher: 
el (mod. 7 = Ten RE (4) 


b' 
Aus der letzteren Congruenz geht nun hervor, dass Eu 5 und 


b 


€ a' 17 ® . 
ebenso = zu Fr relative Primzahl ist. 


Um nun die Summe 


m 
Aa 


zP e 5 (a1 (mod. MM). : . 6) 


zu linden, bemerke man, dass nach $. 18. die Werthe des Expo- 
nenten « die folgenden sind: 
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E \ / 
Man kann daher «(© - +) setzen, wo für z eine beliebige 
Zahl der Reihe 


ı 


a A N | 
A 


zu nehmen ist. Durch Einführung dieses Werthes von « in die 


Congruenz (5) nimmt: dieselbe, mit Berücksichtigung von (1), fol- 
gende Gestalt an: 


bP = br= (mod. M), woraus P==pz (mod. b’) 


erhalten wird. Jedem der obigen Werthe von z entspricht also 
eine einzige Combination «, f, und die Summe S, wird daher, 
wenn man im Exponenten die Vielfachen von m weglässt 


m m 
sp @-7®) 
oder durch Vergleichung mit (3): 
el 
5 pa°4- B 


(0) 


Führt man die Summation aus, so erhält man daher: 


P 1 
Leer Tee Pr IE =. 
Pe 


Da LE eine ganze Zahl ist, so wird diese Summe im Allgemeinen 


verschwinden; findet aber die Congruenz 
A—FB=0 (mod 

—;P= Mod. PIPTNERR (0) 

Statt, so sind alle Glieder von $, gleich 1 und somit 


a’ 
et, 
a 


Da 2 mit = keinen gemeinschaftlichen Theiler hat, so ist 


die Congruenz (6) gleichbedeutend mit der folgenden: 


q P IS: 
A- a E =() (mod.n), 


welche mit Hilfe der Congruenz (4) übergeht in: 


AI—-B=0 (mdn). 2.2... 
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Zur Bestimmung derjenigen Combinationen A, B, für welche 
S|—=n wird, kann man daher eine beliebige der zwei Congruen- 
zen (6) oder (7) benutzen. Wendet man die Congruenz (6) an, 
so gebe man B der Reihe nach die Werthe O0, 1, 2, 3,..60—1, 
für jeden solchen Werth von A=B‘ erhält man alsdann mittelst 
(6) einen einzigen Werth von A — A’, welcher der Ungleichheit 


=> 420 genügt, und daraus ergeben sich alsdann folgende 


Systeme A, B: 


B, 4, 
ga 
2 a Br 
D) ‘ a’ 
B', 4'+2.7 > 


B', A 4a). 


so dass die Anzahl sämmtlicher Systeme A, B gleich wird ab’=f. 


$. 34. 


Um in dem allgemeinen Falle, wo die Anzahl der Zahlen 
a. b, c,....1 eine beliebige ist, diejenigen Systeme der Coefli- 
cienten zu bestimmen, für welche $S, den Werth n hat, geben 


wir der Summe 
m 


m 
Aa BB-.... bh, 


m 


S=zP « 
(aebBcY....*=1 (mod. M)) 
eine unserem. Zwecke entsprechende Form. Nach $. 18. Hkbas 
a (*-2)a gesetzt werden, wo für z jede beliebige Zahl der 
Reihe 


a 


0,1, 2, deu — | 


genommen werden kann. Wir können daher die Summe $, in 


a’ \ i 
‚= Partialsummen zerlegen, welche den verschiedenen Werthen 


von z entsprechen. Irgend eine dieser Partialsummen erhält, wenn 
man den konstanten Faktor 


rar WE 4az 
pP Az, =) pa’ Aaz 
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vor das Summationszeichen setzt, die Form: 


m m m m 
pa = Ezp’v BB- 7 Ye —gbh 


3 


wo die Summation auf alle Systeme ß,y, d,.... A auszudehnen 
ist, für welche die Ungleichheiten > 


>20, 


und die Congruenz bfeY.... "= a“ (mod. M) Statt finden. Setzen 
wir nun: 


tiert. Kain ai (8) 
also 
bBzor=die.. .Yr=za®m,.. 2... (8°) 
so ist eine Combination B, y, Ö,....% gegeben durch die folgen- 


den Congruenzen: 
B=Bß'z (mod. b‘), 
y=y'z (mod.c‘), 


—= Xz (mod. ’‘), 


wo ß, Y,....A so zu bestimmen sind, dass sie obige Ungleich- 
heiten erfüllen. Wendet man daher den Satz 


N pi Sı 
in 8.19. an und bemerkt, dass man für pr ein beliebiges Glied 
in Bin ya 
der Partialsumme, also auch P ® AR 7” nehmen 
kann, und setzt der Kürze halber: 
m m m m 
er e— 77 '_ — _ ee 6 I: asia { 
E — Aa „PP? FR u 7 Li . (9) 
so erhält man: 
m m m 
PE:= Sp u Bm Feen he 


(bBo cYs....»==1 (mod. M)), 


wofür wir zur Abkürzung auch PE=$,' schreiben wollen. 
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Um nun die Summe S, zu erhalten, ‘hat man: 8,0, welches 
unabhängig von z ist, zu multiplieiren mit 


RR De 
>» zE — RE 
ar) war 
wodurch man erhält: 
a 
“FE 
Pı —1, 

NE DEZ] S,% 


Durch diese Gleichung ist die Summe $, zurückgeführt auf die 
Bestimmung einer ähnlichen und einfacheren Summe s,°, für 
welche die den Umfang der Summe definirende Congruenz ein 
Element weniger enthält. 


Soll daher S, den Werth n erhalten, so darf vorerst S,% nicht 
Null sein, d.h. für DB, C, D,.... L muss eine solche Combination 
von Coefficienten genommen werden, für welche S,° nicht ver- 


Boa, i 
schwindet, sondern den Werth 7 „zw annimmt, wie 


wir schon aus dem .$. 31. wissen. - Ist diese Bedingung erfüllt, so | 
a - 


pi] 
ist das zweite Erforderniss, dass der Faktor BET sieh auf 


— reducirt. Der letztere ist aber im Allgemeinen gleich Null, 


wenn S,° den Werth n° hat. Denn in diesem Falle ist der Ex- 
ponent eines jeden Gliedes der Summe $,°, nehmlich 


m m 
Baar „Br — 2 Cyo— ...— 5 a 57a 


durch m theilbar. Erhebt man aber die Congruenz (8) zur Potenz 


a e 
> so erhält man: 


8 
a 


De 
b ac °%..l @=l (mod. M), 


und somit: 
5 BB’ +50y4 Se 7 1x)=0 (niod. m) > 
oder einfacher durch Benutzung von (9): 


“E= O (mod. m), also auch E=0 (mod. =). 


ua ac 
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Es ist daher S, im Allgemeinen gleich Null, wenn 8,0 den Werth 
E 4 

n°hat. Ist aber in diesem Falle Z=0 (mod. m) oder as) (mod. ), 
a’ 


: . h a’ 
so wird der Faktor von S,° gleich 7 und daher: 


a 
Ss Lars — nn" —=n. 
TER 


Ist also B, C, D,....L eine solche Combination, für welche 
S,° den Werth n° erhält, und bestimmt man A nach der Congruenz: 


m 


woraus sich ergibt: 


ea Te nn. 
„An, BP u” Cy Ins 


m 


7 


L4X==0 (mod.m), (10) 


RE Ba A RR Weaal L 
„ud € l Aa 
= (mod. —), 

ma & 
a’ 


so findet man einen einzigen Werth von A, den wir mit 4’ be- 
‘ sea 
zeichnen wollen, welcher der Ungleichheit en > 420 genügt, 


und es sind alsdann: 


AR HER: ID’ LE: 
A'+ 7, RR ER RER 

a’ | 
A+2.25,.B, C, D, L, 


‘ 

4 +@—Dn. 

solche Systeme der Coefficienten, für welche $=n wird. Da 
es ä Systeme B, C, D,.;...L gibt, für welche $S'=n', so 
erhält man af Systeme A, B, C,....L, für welche S, den 


Werth n erhält, also alle möglichen. 


Wenn der Coefficient A auf die angegebene Weise (10) be- 
stimmt wird. so. ist nun leicht zu zeigen, dass in der Summe 


m m m 
y sp z4e- BB. yo 
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für jede Combination «, ß, Y,.... A, welche der Congruenz 


a®bß....=1 (mod. M) genügt, der Exponent von P durch m 
theilbar wird. Denn, da BD, C, D,.... L eine solche Combination 
ist, für welche 


m m m 
sp w BP 7 = — pl 


den Werth n, erhält, so ist: 
5 Bb— 5 09 — 7 =0 (mod.m), . . (11) 


sobald die Congruenz . dfocrs.... oa = 1(mod. M) Statt findet. 
Soll aber a®bP c7....==1 (mod. M) sein, so muss, wie wir gesehen 


haben, «= (4 - )a wo z eine beliebige Zahl der Reihe 


1 BE ER (7-1) bedeutet, gesetzt werden, wodurch man 
erhält: 


bB ce... = a“ (mod. M). 
Nach $. 5. ist daher: 


B=Pß'rz + P, (mod.bN), 
y=y' +70 (mod.c‘), 


A=4z +4, (mod.”), 


a‘ - 
wozu noch «= (4—:)o kommt; dadurch wird der Exponent im 


alleemeinen Gliede der Summe $, aber 


m m m 


m m m m m ‘ ‘ 
Be E. Cyp—— bo + 27. Ada 7, BB ee v DA 5 


also, durch Benützung von (10) und (11), =0 (mod. m). Die hier 
angegebene Methode, diejenigen Combinationen A, B, C,....L 
zu finden, für welche S, den Werth n erhält, lässt sich NER 
bedeutend vereinfachen, wenn man weitere Sätze aus der Theo- 
rie der Potenzreste voraussetzt, wie wir vielleicht bei einer andern 
Gelegenheit zeigen werden. 


sah 


Be a6, nn. 
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Vv. 


Lösung der vorgelegten Aufgabe mit Hilfe des Vorhergehenden. 
$. 35. 


Nach diesen vorbereitenden Sätzen können wir zu unserem 
eigentlichen Gegenstande übergehen, die Anzahl derjenigen Thei- 
ler (der Zahl N) zu finden, welche eine gegebene lineäre Form 
besitzen. 


Es sei N die vorgelegte Zahl und es werde die Anzahl ihrer 
Theiler gesucht, welche nach dem Modul 37 der gegebenen Zahl 
a. congruent sind. Wir wollen diese Anzahl mit (N: M, a) und, 
sobald keine Verwechselung möglich ist, einfach mit (M, a) 
bezeichnen. 


Ohne der Allgemeinheit zu schaden, darf vorausgesetzt wer- 
den, dass a zu M relative Primzahl ist. Denn hätten a und M 
einen gemeinschaftlichen Theiler, so sei der grösste derselben 
gleich /, und 

M= MA, 
a—za'd, 


wo jetzt a’ zu M' relative Primzahl ist. Di nun jede Zahl, welche 
nach dem Modul M den Rest a lässt, die Form Mx-+a oder 
A(M'xz-++a‘) hat, so muss die Zahl N, sobald dieselbe Diviso- 
ren von obiger Form hesitzt, durch 1 theilbar sein. Man setze 
daher N—= N’A, so wird M’z+ a‘ ein Theiler von N. 


Jeder Divisor Mx-+a der gegebenen Zahl N liefert also einen 
Divisor Mxz +.‘ der Zahl N‘, und auch umgekehrt. Es ist da- 
her nach unserer Bezeichnung: 


(N: M, a) = (N':M’, a’). 
Ist a=0, also I=M und «a=0, so ist die Aufgabe als gelöst 


zu betrachten. Die Anzahl derjenigen Theiler von N, welche 
durch den Modul M theilbar sind, ist gleich der Anzahl sämmt- 


r 


licher Theiler der Zahl a 


$. 36. 


Es darf ferner angenommen werden, dass der Modul M und 
die gegebene Zahl N keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. 
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Denn wäre dieses nicht der Fall, so könnte man N=.N’g setzen, 
wo q das Produkt aller derjenigen Primfaktoren von N bedeutet, 
welche zugleich M theilen, und wo daher M zu N’ relative Prim- 
zahl ist. Da nun a mit M keinen gemeinschaftlichen Theiler hat, 
so sind alle Zahlen von der Form Mz-+a zu M, also auch zu 
g relative Primzahl. Besitzt daher N Divisoren von der Form 
Mz +}a, so muss jeder derselben die Zahl N’ theilen, oder in 
Zeichen ausgedrückt: 


(N:M, a)=(N’':M, a). 


Ist z. B. der Modul gleich 2, so entsprechen demselben zwei 
Linearformen, nehmlich 2x und 22 +1, und man erhält: 


1) Die Anzahl der geraden Theiler von N ist gleich der An- 


zahl sämmtlicher Theiler von N 


2) Die Anzahl der ungeraden Theiler von N ist gleich der 


Anzahl sämmtlicher Theiler der Zahl 8 wo 24 die höchste Po- 
tenz von ?2 ist, welche N theilt. 


$. 37. 


Sind nun a, db, c, d,.... die sämmtlichen positiven Zahlen, 
kleiner als M, welche mit dens Modul keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, so kann man alle Primzahlen in 9(M) Klassen 
eintheilen, welchen nachstehende lineäre Formen entsprechen: 


Mz+a, 
Mxz-+b, 
Mz+c, 


Es seien a,, 4a, Ag,.... die verschiedenen Primzahlen der 
ersten Klasse und eine ähnliche Bedeutung sollen d,, 52, ba5...., 
C1> (95 E3s.+-. u.8.w. in Bezug auf die anderen Klassen haben. 
Enthält nun die Zahl N Primfaktoren von folgenden Linearformen:: 

Mxz-+a, 
Mzx+b, 


Mzx +1, 


so kann man setzen: 
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N= a,°ı Uy%2 17 PAS PETER \ 
NDR 6,80)... 
| CıYı Ca? C3?3. ne | ee, arte (l) 


I Igfa 1,%4 .... { 
und ein beliebiger Theiler von N hat die Form: 


T= a," Ag? Age .... 


b, bi bb. bz3®s m ' 
Cr C5'2 C5‘3 PR \ (2) 
4 [AR Iz! eo... / 
so dass man erhält: 
T= a:ıb> c:,.... I! (mod.M, :.... (3) 


wenn der Kürze halber: 
tm +a+ ... = 3a, 
b, +b,+bz + .o.. ZB: 
I, +, +1, + o... | 
gesetzt wird. 


Der rechten Seite in (3) kann man für das Folgende eine 
einfachere Gestalt geben, wenn eine der Zahlen a,Ö, c.,.... einem 
Produkte von Potenzen der übrigen congruent ist. 


Ist z.B. c= arbadr, so nimmt (3) folgende Gestalt an: 
= azatp2e H2b+g2c do4r2e,,,, U 


Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens erhält man 
eine Congruenz von folgender Form: 


"= aAb%c®.... (mod. M), 


wo man jetzt annehmen kann, dass keine der Zahlen a, b, c,.... 
congruent ist einem Produkte von Potenzen der übrigen, und 
Y,3B, E,.... lineare Funktionen von a, bh, &r,.... bedeuten. 
Wir werden daher dem Folgenden statt (3) allgemeiner die Congruenz 


T=aARb%c® .... IE (mod.M) ...... (4 


zu Grunde legen, wo A,8, €,....®% lineare Funktionen von 
a, 2b, Zc,.... 21 bedeuten. 


Theil XXXVILL, 22 


326 | Traud: Ueber die Anzahl 


$. 38. 
Unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen seien 
a DB, EL. 
17 9”, EEE 2, | 
yy j B", E” er gm; ae ; i (5) 


alle verschiedenen Systeme der Exponenten X, B, €, ....%, welche 
den Ungleichheiten 


und der Congruenz aAb8c®.... ?=x (mod. M) genügen. 

Für ©, &9; %3,.....z, erhalten diese Buchstaben noch unten 
die entsprechenden Indices. Um nun die Anzahl (M, x) derjeni- 
sen Theiler von N zu erhalten, welche =x (mod. M) sind und 
der Combination W, B’, &,....%’ entsprechen, liegt die einzige 
Schwierigkeit darin, eine Funktion »» von A,B, E,....E zu finden, 
welche gleich 1 ist, wenn die folgenden Congruenzen erfüllt sind: 


VNA (mod.a‘), 
B=PB' (mod.b‘), 
E=€’ (mod.c‘), 
!t=W (mod.”), 


und in jedem andern Falle verschwindet. Ist nehmlich diese 
Funktion gefunden, so wird die Anzahl der fraglichen Theiler 
gleich Zw, wo die Summation über sämmtliche Divisoren der Zahl 
N auszudehnen ist. 


Ist nun f(x, u) eine solche Funktion von x und u, welche 
den Werth 1 hat, wenn x durch u theilbar ist, und in jedem 
andern "Falle verschwindet, so kann man setzen: 
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YSFA—N), a). B-B,0).... FR-,M.. 26) 


Bedeutet P eine primitive Wurzel der Gleichung 2“ —1—=0, so 
ist folgender Ausdruck: 


1 Pu—1 1 
u De „lt Pr4 Pe4 Pre 4..4. Pen). .(M) 


ein tauglicher Werth für die Funktion f. Denn ist x durch u 
theilbar, so ergibt sich aus der entwickelten Form dieser Funk- 
tion: f=1, ist aber x durch u nicht theilbar, so erhält man aus 
der andern Form von f, da der Zähler verschwindet, während 
der Nenner von Null verschieden ist: f=0. 


$. 39. 


Bedeuten daher ga, 0%, @«,....gr primitive Wurzeln der 
Gleichungen 


ze —1=0 
x —1—0, 
z 10, 
tt —1=0; 


so darf man setzen: 
on aA-a) I 1 0958-8) —1 l re-92] 


De REZIEHNTSEETRL EN ER ZT 
wofür man auch schreiben kann: 
1 i S f) N Mr 2 
ve AN, ARD... „gr RN, FA (8) 


wo die Summation sich auf alle Combinationen von A, BuCzue. L 
bezieht, welche den Ungleichheiten 


@>A20, 
7>B20, 


e>CZ0, 


es? 


genügen. 
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Ist nun m eine Zahl, welche durch sämmtliche Exponenten 
a',b', c',....!‘ theilbar ist, und P eine primitive Wurzel der, 
Gleichung <= — 1=0, so darf man setzen: 


m 


m m 
e,=P, ,=P’,...,=P!, 
so dass w nachstehende einfachere Form annimmt: 


1 AA ALHT BB) BH..4 
or rege 2] Sad e 
a'b'c’....] 


m 
te / 
U ( ) N (9) 


Es könnte vielleicht allgemeiner erscheinen, wenn man 


Erb 7! 
e,„=P" ,„ 9,=P® ‚..0,=P 


a 


setzen würde, wo a, b, c,....! beliebige Zahlen bedeuten, welche 
bezüglich zu a’, b’, c‘,....!’ relative Primzahlen sind; es ist aber 
leicht zu zeigen, dass dieses nicht der Fall ist. Durch diese 
scheinbar allgemeinere Annahme würde man nehmlich erhalten: 


% 


1 AU) Aa BB) B64.d FR-%) Li 


re ae (10) 


Bedeuten nun aber für einen Augenblick 
9: RE? : HRSR ES EDER) 27 25 
As - BR, a 


AP, BP, Cw,.... L® 


wo p=.ab'‘c‘....!‘ ist, sämmtliche verschiedene Combinationen 
der Coeffiecienten A, B,C,....L, welche in die Funktion a) ein- 
gehen, und bildet man daraus die Combinationen 


44,52, C,8...IL, 


nehmlich: 
Bay DREI en 


ad", 6B", c0",... IL", 
03 


aAP, BP, cCP,...ILP, 


so sind dieselben alle incongruent. Denn wäre z. B. 
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ad’= aA" (mod.a‘), 
bB'=bB" (mod.bd‘), 
eC’=cC” (mod. c‘), 


IL’ =1L” (mod. /), 
so leitet man daraus, da a zu a‘, b zu b/,. ce zu ec’ u.s.w. rela- 
tive Primzahl ist, 


AA", 
B= B“, 
L’ = L 


ab, was der Voraussetzung widerspricht. Hieraus folgt, dass die 
Combinationen (b), abgesehen von der Ordnung der Combinatio- 
nen (a), congruent sind. Bemerkt man ferner, dass in (10) die 
CGombination der Coefficienten aA, bB,eC, .... LZ, ohne den Werth 
des Gliedes zu ändern, durch eine congruente Combination er- 
setzt werden kann, so ersieht man, dass der zweite Ausdruck - 
von » nur scheinbar allgemeiner ist als der erste, da er sich von 
dem letztern nur durch die Anordnung der Glieder unterscheidet. 
Wir können daher den ersten Ausdruck von y, als den allge- 
meinsten, für die weitere Entwickelung benützen. 


Setzt man nun für a’b'e‘....' seinen Werth in $.5., und 
schreiben wir der Kürze halber immer nur das allgemeine Glied, 
so ist: 


1 FUHREN BH.. + FR-V)L 


ad (il) 


“ 
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Die Anzahl derjenigen Theiler von N, welche nach dem Modul 
M der Zahl x congruent sind und der Combination W', DB‘, El 
entsprechen, ist nun Zy, wo die Summation auf sämmtliche Divi- 
soren der Zahl N auszudehnen ist. Man erhält daher: 


1 mM ALZB-BNBL.. FH, (L-P)L- 
Zy=.. 4 52P@ JAH TB-BIBH.. 4,9) 


f ‚ (12) 


oder auch: 
1 
Zy= Ft KAsue et rl reine (15) 


wenn zur Abkürzung 
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m m m 
„Ar PBBt.. +7 tl=5; 


und dem entsprechend: 


U +EBB +. hau —E 


a 


m u m Z m rn eh | 
FE a a 14) 


ZAAN + GBR 1 EObR & H LUN—EN, 
ferner, wie in $. 20.: 
ER RTE R RE er (15) 


gesetzt wird. Man darf in der Gleichung (13) den konstanten 
Faktor pz’ vor das Summationszeichen setzen, wodurch "dieselbe 
folgende Gestalt annimmt: 


1 i 
PER + nfP* ZPpey ia IE TE (16) 


Will man nun aber alle Theiler von N erhalten, welche =x (mod. M) 
sind, so muss man Z3% bilden, wo die zweite Summation ‚sich 
auf alle Systeme A, B, €,....C in $.38., (5) bezieht, und es ist 
daher: 

(17) 


1 at 
(M, > 32U>=.. + „p (ps + pP" +p2" +... + pe) ZPS+.... 


Die Grösse in der Klammer ist offenbar Sz; (siehe $. 20.) oder 
PıS,, wo px ein beliebiges Glied der Summe $; bedeutet. Nun 
ist S, entweder Null oder n, man kann daher schreiben: 


1 | 
(M, RE a EN 


wo der Strich an dem Summationszeichen andeuten soll, dass 
A, B,C,...L ein solches System von Coefficienten vorstellt, 
welches der Bedingung S, =n genügt und wo die Summation 
über alle T'heiler der Zahl N auszudehnen ist. - Um nun alle 
Glieder der Gleichung (18) aufführen zu können, seien noch fol- 
sende Bezeichnungen in Anwendung gebracht. 


Bedeutet wie früher 


AU, Bo, 00,... Lo 


congruenter Divisoren einer Zahl. _ 331 


“ein solches System von Coefficienten, für welches $, den Werth 
n hat, ferner U, Br, &,....% eine beliebige Combination von 
Exponenten, welche der Congruenz 


al, 68, c&y.... I, = x» (mod. M) 
genügt, und setzt man: 
m 
[R 
so nimmt (18) folgende Gestalt an: 


- 740, BOB—... — LOG =nD, 


(M, x 1, pr z’pe4 Pr 2'!P®” +....+ Prz" pe}, (19) 


Zur Bestimmung der Anzahl derjenigen Theiler der Zahl N, 
welche nach dem Modul M bezüglich die Reste 2,, 23, 23,....%5 
lassen, hat man daher folgendes System von Gleichungen : 


(N N 

(M, =} Pr 2’ pe yPu z'Pr 4... 4Pn zIpE 
! i (F S 

(M, 2) Pr 2’ pe ı Pr’ ZIP” +4..+Pr» z'P- \}, 


| (f 
(M, Zu) Pi ZI PP + PiW 2’ P& 4... 4 Pa DR RER 
1 4 ı £ “ ; Em 5 / „N 

(M, az 2’ pe + Pr zZ! Pe y+..+Py zZ'Pe 


Die Formeln (20) nehmen eine einfachere Gestalt an, wenn man 
die Voraussetzung macht, dass a, b, e,....1, abgesehen von der 
Ordnung, mit den Zahlen NEE RE VOR PIe %r übereinstimmen. 
Setzen wir in diesem Falle ausserdem noch voraus, es liege den 
- Formeln (20) der ursprüngliche Ausdruck von 7, nehmlich 
T—azab2bc:t.... 12! zu Grunde, und bemerkt man, dass für 


m 
X =4; rl, BB, = N et —(, also = 4 


gesetzt werden kann, so erhält man: 


(21) 
-54 be Del ige m N) 
(M, a) = Al ar 2.Ppr rt. Pp Fa > Pr... pP Fi 5 pe Rs 
1 „-5# Un gr 7 a 
Sa Eee 2 pr pP I Pad AV Pr 


a a tie u a eh TEE SE 


m 


. Mm ,, m .(f) 
Truppe rNpr. pe ip, 


332 Traub: Ueber die Anzahl £ 


oder, wenn blos das allgemeine Glied geschrieben wird, 


1 „54.00 a BERN, 
(M,a)—.. 4,5 Pr ZUpe u an! | 


| RER 26 DASS BEs+. EL “ 
(M,b)=...47P #°Z' ps wi; aha | 
N 
am 7 ER FH (22) 
Mm, =...+7P Tg | 
Ks ASCHE BE 
(MM, y=...4+7P 5 


In den Formeln (20), (21), (22) wollen wir diejenigen Glieder, 
welche dem einfachsten Systeme A=B=(=...=L=0 ent- 
sprechen, als erste Glieder dieser Gleichungen bezeichnen, die- 


1 
selben sind alle einander gleich, und zwar: — 21. 


f 


Ebenso sieht man, dass in der Formel für (M,1) in dem 
Gleichungensystem (22) alle Coefficienten gleich +1 sind. Setzt 
man in (22) statt / die Zahl u—=g9(M), und bedeuten RE AR 4 
die sämmtlichen Zahlen, welche <M sind und mit M keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, so sind dieses die allgemein- 
sten Formeln zur Bestimmung der Anzahl congruenter Theiler 
irgend einer Zahl. 


$. 41. 


In den Formeln (20), (21), (22) sind m und P nicht absolut 
bestimmt, man kann nehmlich für m eine beliebige Zahl wählen, 
die durch die Exponenten a’, b', c‘,....  theilbar ist und für ? 
irgend eine primitive Wurzel der Gleichung == —-1=0. Bedeu- 
tet m’ die kleinste Zahl, die durch a‘, 4‘, e‘,....’ theilbar ist, 
und setzt man m=vm’ und P=P‘, so ist P' eine primitive 
Wurzel der Gleichung z=”’—1= 0, und die erwähnten Gleichun- 
gen werden durch diese Substitutionen in ganz ähnliche verwan- 
delt, in welchen m durch m’ ersetzt ist und die primitive Wurzel 
sich auf die Gleichung ==” —1=0 bezieht (siehe $. 19.). Die 
Unbestimnitheit von m eibt also zu keinem andern Systeme von 
Gleichungen Veranlassung. Nimmt man an, es sei t zu m tela- 
tive Primzahl, so ist auch PP! eine primitive Wurzel der Gleichung 
x” — 1=0. Erinnert man sich an die in $. 24. aufgeführten Ei- 
genschaften derjenigen Systeme A, B, C,.... L, welche der Be- 
dingung $S,—n genügen, so schliesst man daraus, dass eine an- 
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dere Wahl der primitiven Wurzel nur die Anordnung der Glieder 
in den Gleichungen (20), (21), (22), nicht aber jene selbst verändert. 


. 42. 


Lässt man in den Formeln (21), (22) die Coefficienten unver- 
ändert, während man in dem allgemeinen Gliede der Summen P 
durch P! ersetzt, so geben die neuen Formeln die Anzahl der- 
jenigen Theiler der Zahl N an, deren tte Potenz bezüglich von 
der Form 
Mxz + a, 

Mx + b, 


Mx+1 
ist, wie man leicht findet, wenn man die seitherigen Entwicke- 


lungen unter der modificirten Voraussetzung noch einmal sich 
vergegenwärtigt. 


$. 48. 


Die Gleichungen (22) haben verschiedene Eigenschaften, von 
welchen die einfachsten jetzt entwickelt werden sollen. 


l) Die Summe der gleichnamigen Coefficienten, nehmlich: 


s=P«’ıp#”y..4pr' 

ist im Allgemeinen gleich Null, den einzigen Fall ausgenommen, 
wo alle Üoefficienten A, B, C,.... L verschwinden und man ok 
erhält. Zum Beweise bilde man das Produkt Ss, dem wir fol- 
gende Form: 


m m m am 
\ m m en BR 
+ 521 7 TTS "re te Fr C |... T L/ 
| rn EBN cl En 
+23Pp a‘ b‘ e „E 
a BEE ir 
Da ae en 


geben können, wo der Umfang jeder Summe durch die Ungleich- 
heiten 
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a>u 2 0; 
>20, 
75120 

und die Congruenz 

a®bßer....A==1 (mod. M) 


Da man aus letzterer ableitet: 
actıbBer....M=a : 
abdHev....!=b 
abßertt...!=c 


OT el DE 1.57) 


bestimmt wird. 


a 
een 
m 
"u. + 
ip 
Du» 
n 
> 
+ 
je 
I 
a 


so erhält man nach $.5.: 


ss=SH+9+SH+...+ Ay, 
oder einfach: | 
m m m j 
«8, N EP an en Bee 7 I 


> 


wo die Summation jetzt auszudehnen ist über die a‘b‘e 


der &, ß, y.....), welche den Ungleichheiten 


a> ed, 


> BZ0, 


r>120 


ei Systeme 


genügen. Die so definirte Summe ist aber gleich Null (siehe $. 27.), 
den einzigen Fall ausgenommen, wo alle Coefficienten A, B, C,.... L 
Null werden und die Summe den Werth a’h’e‘...."’=nf aunimnit. 
Es ist daher ns—0 oder ns—nf, also im Allgemeinen s=0, und 
in dem erwähnten speciellen Falle, welcher den ersten Coefli- 
cienten der Gleichungen (22) entspricht, s=f. Da man auch 


schreiben kann : 


s=Pps, + Pı, + Pa, + ---- + Pax, 
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so ergibt sich diese RBigenschaft auch schon aus $. 27. Nach 
$. 24. kann man diesen Satz in folgender Weise verallgemeinern: 


Ist t zu m relative Primzahl, so wird die Summe der tten 
Potenzen der gleichnamigen Coefficienten in den Gleichungen (22) 
im Allgemeinen gleich Null, und ist £ durch m theilbar, so erhält 
diese Summe den Werth f. Eine Ausnahme findet bei der Summe 
der tten Potenzen der ersten Coefficienten in den Gleichungen (22) 
Statt, hier erhält man für jedes t den Werth f. 


Durch Addition der Gleichungen (22) findet man somit: 
(M, a) +(M, b)+(M,c) +... +(M,D= 31, 


wo die Summation über alle Divisoren der Zahl N auszudehnen 
ist. Es ist, daher (M,a) + (M,b)-+.... + (M,Ü) gleich der An- 
zahl sämmtlicher Theiler von N, wie a priori klar ist. 


$. 44. 


2) Das Produkt der gleichnamigen Coeffieienten in dem Systeme 
der Gleichungen (22) ist gleich der positiven oder negativen Ein- 
heit. Denn als Werth dieses Produktes erhält man: 


Es ist aber für jedes System A, B, C,.... L, welches in die 
Gleichungen (22) eingeht,  $S,=n, also: 


„Aa +5. BB +... +7, D.=0 (mod. m): 


Da nun nach dem verallgemeinerten Wilson’schen Satze (siehe 
$. 15.) nothwendig eine der zwei Congruenzen 


abc ....l=1 (mod. M), 
a?b?c?....7?=1 (mod. M) 
Statt findet, so ist im ersten Falle: 
m m m, ME 
und im zweiten: 
2 A+ 5 B4 = C+...+ 7u)=0 (mod.m); 


woraus die Richtigkeit des Satzes sich ergibt. Findet der zweite 
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Fall Statt, so wird das Produkt der gleichnamigen Coeffieienten 
eben so oft +1 als —l. 


Um dieses zu beweisen, bilde man die Summe 


m m m m | 
EP ai Br Feen 


wo die Summation über alle Systeme A, B, C,.... L auszudeh- 
nen ist, welche der Bedingung S, =n genügen. Dieselbe hat 


nach $. 25. den Werth O oder f. Da im letztern Falle jedes Glied 
der Summe gleich ] ist, so muss der erste Fall Statt finden oder 


-sich auf Null reduciren, woraus, da jedes Glied dieser Summe 
gleich +1 ist, die Richtigkeit der Behauptung hervorgeht. 


$. 45. 


3) In jeder von den Gleichungen (22), mit Ausnahme derje- 
nigen für (M, 1), ist die Summe der Coefficienten gleich. Null und 
für (M, 1) wird dieselbe gleich f. Es ist dieses ein specieller 
Fall von dem allgemeinen Satze $. 25. Nach demselben ist z. B. 


zp vw” im ‚Allgemeinen gleich Null; soll diese Summe aber den 
Werth f haben, so muss 0, 1,0, 0,....0 ein System für «, P, y,....A 
sein, welches der Congruenz a®bPeY.... A=1 (mod. M) genügt; 
hieraus ergibt sich aber 4=1 (mod. M). Von der Richtigkeit des 
Satzes kann man sich auch auf folgende Weise überzeugen: 


Da nach $. 32. der Coefficient 3 jeden Werth der Reihe 


0,1, 2,3, ....6°-1 so oft annimmt, als / Einheiten enthält, so 


ergibt sich folgende Gleichung: 


-#-n4, _fPr—l 


zp #’-/a+P vr 4P” 4... +P 
P»’_—1 


welche zu denselben Folgerungen wie vorhin Veranlassung gibt. 


Allgemeiner lässt sich der Satz auf folgende Weise ausdrücken: 
In jeder von den Gleichungen (22), mit Ausnahme derjenigen für 
(M, 1), hat die Summe der iten Potenzen aller Coefficienten den 
Werth Null, wenn t zu m relative Primzahl ist, und wird t durch 
m theilbar vorausgesetzt, so ist diese Summe gleich f. Da in 
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der Gleichung für (M, 1) alle Coefficienten gleich 1 sind, so wird 
für ein beliebiges £ der Werth der entsprechenden Summe gleich f. 


$. 46. 


4) In jeder von den Gleichungen (22) ist das Produkt der 
Coefficienten gleich +1. Denn da z. B. B jeden Werth der Reihe 


0,1, 2,.3,..6°—1 so oft: annimmt, als F, Einheiten enthält, so 


wird das Produkt der Coefficienten in (M, 6) gleich 


m 


end my 
pres; _ pt DE 


woraus die Richtigkeit- der Behauptung hervorgeht. 

Die Eigenschaften $$. 43., 44., 45., 46., welche hier der Kürze 
halber für das System der Gleichungen (21), (22) bewiesen wur- 
den, haben ganz unverändert auch in dem Systeme der Glei- 
chungen (20) Giltigkeit, wovon man sich auf ähnliche Weise 
überzeugen kann. 


. 47. 


Was nun die Ausführung der Summationen betrifft, welche 
in den Gleichungen (20), (21), (22) vorzunehmen sind, so hat 
dieselbe keine Schwierigkeit. Wir führen zur Abkürzung folgende 
Bezeichnungen ein: | 


Ein Produkt von der Form 


PraHh) —1 Pat) —1 Pat) — 1] 


P"*—-1 = DR] 2 P-—1 VERDIENEN (23) 


wo P eine primitive Wurzel der Gleichung <= —1=0; «a, , %, 4,.... 
die frühere Bedeutung $. 37. (1) haben, und % eine positive oder 
negative ganze Zahl ist, werde durch das Symbol (Ak:«) bezeichnet. 
Ist %k durch m theilbar, so verwandelt sich (23) in: 


(4 +D (a +D (+1)... = (mio), 


welches der Ausdruck ist für die Anzahl sämmtlicher Theiler 
einer Zahl, welche, in Primfaktoren zerlegt, folgende Form hat: 


a, Ag“? Az”: sr... 


Statt (m:«), welches von m unabhängig ist, werde die einfachere 
Bezeichnung (c) gebraucht. 


| | 4 
’ r u: 

; h 4 , 
‚ R; 


IE 
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Für einen konstanten Werth von %k, der durch m nicht theil- 
f Pkie+1) —] | 
bar ist, kann der Faktor a > Fe a (k:«) nur m verschie- 


dene Werthe annehmen, jenachdem « einer Zahl der Reihe 
0. 1,2, 3,...m—1] congruent ist. Oder in Zeichen ausgedrückt, 
es ist: 

(k:)=(k':o), sobald k= %k' (mod.m). 


Ist insbesondere «= m—1 (mod.m), so erhält man Null, wo- 
raus hervorgeht, dass (k:.«) verschwindet, sobald % durch m 
nicht theilbar und irgend einer. der Exponenten in dem Symbole 
(k: 0) die Congruenz e=m— 1 (mod. m) erfüllt. Bedeutet z. B. 
P die primitive Wurzel der Gleichung «=? —1=0 oder —1, und 
ist k durch m nicht theilbar, also ungerade, und somit PF=P, 
so verwandelt sich (k:«) in folgendes Produkt: 

1 Tee DEU LP 
5 ; o) ; 5 pe 


und werde durch [«] bezeichnet. Das Symbol [«] ist daher gleich 
der positiven Einheit, wenn die Exponenten « alle gerade sind, 
und Null im anderen Falle. Die Formeln (22) nehmen dann fol- 
sende Gestalt an: 


1, -24/m m 
(M, ae @ ®. 4:0) (5 B:8)..(7 1) +... 
(M, b) a An Br 24:0).(%B:8).- (FE 


1 -7c m m m 
(M, 0) =. + RE". 2,4:e) (GB) (Frr)t 


. 0 en, erleiden ae le, ten, 0, 00.000) 6 a 


1. — Sy. fm m m 


Da für das erste Glied in diesen Formen A=B=C=..—L=0 
ist, so wird dasselbe gleich ROTOR) 
vi. 


Anwendung des Vorhergehenden auf einige Beispiele. 


Wir wollen zum Schlusse die gefundenen Formeln noch auf 
einige specielle Fälle anwenden. 
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$. 48. 


"Die Zahl N enthalte nur Primfaktoren von nachstehenden zwei 
Formen: 


a=1 (mod. M), 

b=(M—]) (mod. M). 
Hier ist ® =1, b’=?2, man setze daher n—?2 und nehme für 
P die primitive Wurzel der Gleichung 22 — 1=0 oder P=—1. 


Nach $. 28. sind nun die Systeme A, B, welche der Bedingung 
$,=n genügen, die folgenden zwei: 


4, B 
0, 0 
BEHH.: 


Durch Einführung dieser Werthe in die Gleichungen (22), welche 
für diesen Fall folgende Gestalt annehmen: 
(M, = ... + 4P-24 2’ P2AZa+B26 4 „”.,, 
(M,b) =... + 4P-Bz' P2AZ«e+B2b 4 ,..,, 
erhält man: 
(M,)=3121+ 23 —1)2%}, 
(M, M-) =3121- 2(— 1), 


und durch Ausführung der Summationen: 


MN +[EN, 

(M, M—1) = 3(e) (B)— («) [ß]}. | 

Hat der Modul M einen der drei Werthe 3, 4,6, und ist N zu 

M relative Primzahl, so lassen sich sämmtliche Divisoren von N 


in zwei Gruppen anordnen, welchen nachstehende lineäre For- 
men entsprechen: 


2) 


Mz+1, Mz+M—l, 


und es geben. alsdann die Formeln (l) die Anzahl der in jeder 
Gruppe enthaltenen Divisoren der Zahl N. 


$. 49. 


Als zweites Beispiel werde angenommen, der Modul M sei 
durch 4 theilbar und die Zahl N enthalte nur Primfaktoren von 
folgenden vier Linearformen: 
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a=] (mod. M), 
= 1 (mod. M), 


at 1 (mod. M), 
d=M—1 (mod. M), 
woraus man ableitet: 


"=c=d?=] (mod.M), 


ferner 
be=d 
bd=c 
d. i 
cd=d ee 
bed =]. 


Daher ist «=1, Y=cC—d=?2, also m=2 und P=—1. 


Die Systeme a, ß, y, d, welche der Congruenz a«bferdd=1 (mod. M) 
genügen, sind nun die folgenden: 


BRD, 
0,:0, 0, 6, 
1. Ta sI 


also n=2. Die Summe $, oder ZP-24e-B3—-Cy—-Dd wird daher: 
1 + P-(B+c+D,, 


Zur Bestimmung derjenigen Combinationen A, B, C, D, welche 
der Bedingung $S,=n genügen, erhält man somit die Congruenz: 


B+C+D=0 (mod.?2) 
und leitet hieraus folgende 4 Systeme der Coefficienten A,B, C,D ab: 


0, 0, 0, 0, 
0,4, :0, :T; 
0.221 .:0% 
0, 


Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (22) ein,. welche in 
diesem Falle sich auf nachstehende: 


(M, d)=...+4P-24 2' P2A2a4 B26+0Zc+D2v 4, 
(M, b)=.... +1P-B z' P2A2«4 B26 +02cHD2p 4 ,, 
(M, c)= ... +4P-C E' P242c4 BZ + CZc4D2h de 
(M,d)=.... +4P-D z' P2AaZa+ BEG+0ZcHD>ng 
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reduciren, so erhält man: 
(M, a) = 41 21 4+ ZP2+2> 4 ZP2+2:4 EPZe42n:, 
(M, 6b) = 31 21 — ZP2+% — SP2s+2: 4 ZPZe+t2r), 
(M, c)= 41214 ZP2+% _—_ SP20+%_ gPpec+ 2}, 
(M,d) = 41 21 — ZP2H4> 4 ZP2+3:_ Fpzı+ 2), 


oder durch Ausführung der Summationen : 


(2) 
(M, a)=41(e) (P) (y)() +) [P] Y) [8] +) [B][Y] (8) + (e) Ars}, 
(M, 6) = 110) (P) (YO) — (@) [EI [EI — (e) [BEIEY] (+ (8) (BTy][EN, 
(M, c) =3) (AAO) + TB] [EI — ()TB]TY]) — (e) (8) [Y][S]); 
(M, dJ=i1(e) NN) - LEITET — (A) yIeN. 


Durch Addition von je zwei dieser erhält man folgende Paare 
von Gleichungen: 


(M, a) +(M, = (BY) + LRILIO. 
1,9) HM, = ANOI-LEIYION K ® 
(M, a) +M, =) + [EL], 
(M, 6) +, = NO JLBIYLT; 
(M, 0) +(M, =) (d)C) O4 WATTE]; 
(M,O+M, EHI) (AL]LST: 


und hieraus ergeben sich durch Suhtraction der zwei Gleichun- 
gen eines jeden Paares die nachstehenden: 


(M,a)+(M,d)—(M,b)—(M, = (J[P][y](). (6) 

(M,a) +(M, )—(M,b)—(M,d)=(e)[ß]y)[8], (7) 

(M, a) + (M,b)—(M, c)—-(M,d)=(a)(B)[y][d]- (8) 
Setzt man voraus, dass die Zahl N von der Form 5 oder c 
ist, so können nicht alle ß und alle y gerade sein, weil sonst N 


die Form a oder d hätte, es ist daher [#][y]=0, und aus (6) 
ergibt sich folgender Satz: 


1) Für jede Zahl N von der Form db oder ce ist 
Theil XXXVI, 23 
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(M, a) +(M, d)—(M, 6)—(M, c) —=0. 
Und ebenso leitet man vermittelst (7) und (8) die nachstehen- 
‘den Folgerungen ab. | Dr 
2) Für jede Zahl von der Form 5 oder d findet die Gleichung 
(M, a) +(M, c)—(M,b)—- (M,d)=d, 
und ebenso 
3) für jede Zahl der Form ce oder d die Gleichung 
(M, a) +(M,b)—- (M,c)—(MN,d)=0 
Statt. 


Ist M=8 oder 12, so geben die Formeln (2) die Anzahl 
aller congruenten Theiler einer Zahl N an, welche zu M relative 
Primzahl ist. 


Aehnliche Formeln wie für 7M=8 und 12 erhält man auch 
für M —=24, so wie überhaupt für diejenigen Fälle, wo die Zahl 
N nur solche Primfaktoren enthält, welche zum Exponenten 1 
oder 2 gehören. aa 


$. 50. 


Schliesslich wollen wir noch die Formeln für M=5 ableiten. 
In diesem Falle ist: 


0a], als 


2, Dean 
vs. De 
d=4, d=2; 


also m=A4, Pi oder —-i. 


Die Systeme, für welche a@bPcrd®=1 (mod. M), sind die 
folgenden : 


EBEN YERO 
0, 0, 0,0 
Pe Be | 
022,0 
0, 3, 3,0 
0, 0,2, 1 
aaa Ba Dh | 
0% 2,70,.:1 
048,393: 
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Es ist daher n—=8, 4, und für das allgemeinste System 
a, ß, Yy; 0 kann man setzen: 
| e—(, 
B=xr (mod.4), 
yzZx+?2y (mod.A4), 
ö=y (mod.2); 


wo für x die Zahlen 0, 1, 2, 3 und für y O und 1 zu nehmen 
ist. Durch ‘Substitution dieser Werthe nimmt die Summe S, oder 


3 P- +Aa— BB— Cy—2DJ 


folgende Gestalt an: 
EP-=(B+0) EP-%ic+D), 
10) 1) 


oder durch Ausführung der Summationen: 


P-:B+0_1 P-%4C+D)_] 
"P-B+0)_] ' P-2%c+D)_]' 


Als Bedingungen, damit S,=8 wird, erhält man daher die zwei 
Congruenzen: 


B+C=V0 ı(mod.d), C+D=O (mod.2), 


und hieraus ergeben sich nachstehende Systeme von 


3, Bn.0,:D: 
0, 070,0 
0, 2.5257 2,0 
Oymssya il 
| Dale: L. 

Die Gleichungen (22), welche sich für M=5 auf folgende: 
(M,a) = .... + 4P442' PB26 + 02:+2D2 } ,..., 
(M,b)—=....+4P-# 2’ PB2b+C02c42D2>r + ,.,, 
BHE CE... + 23P=C2 PBECHC2E+2DE i2, 
(M,d)=.... + 4P-2D 2° PB264 024204... 


reduciren, werden alsdann: 
(M, 12142" 42" 4 ZIP), | 
(M,y— 311214 P-?22"+P-22" 4 P-1zIF), a 
(M,J=3121+P-?2”" + P-1z"+P-3 21V), 
(M,d)= 4121+2"7 +P722" + P-2zIP\,; 
23 * 
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wo der Kürze halber 


zu — 2 p226+2%, 
zm — 5' P3264+2c4+220, 
31V — 3' P2b +32: +22 


gesetzt wurde. Es ist aber: | 
zZ = (NN), = HIr&—(o)[P] [1 


Um 2” und ZI” zu finden, bemerke man, dass für P=i und 
Pke4)_] 
k—=1 der allgemeine Faktor des Symbols (k:o), nehmlich 7 


die Werthe 1,1-Fi,i, 0 annimmt, jenachdem a«=0, 1, 2, 3 (mod. 4). 


Versteht man daher unter (2) die positive oder negative 


Einheit, jenachdem die Congruenz 2?=« (mod.4) möglich oder 
unmöglich ist, so kann man setzen: 


en +), Sei (10) 


il 7.2 


für P=i und k=35, also PP=— P, nimmt derselpe Faktor den 
zu (10) conjugirten Werth an, nehmlich: 


[04 —üÜ 
can. 1) 
(-)—1 7 2 2 ur 3 


. 1) 


Kür P=i und k=2 geht der allgemeine Faktor von (k:«) hin- 4 
r+—1)° 
2 


gegen über in ‚ so dass (?2:a)=[e] erhalten wird. 


Bezeichnet man nun (l:«a) und (3:«), d.h, die zu einander eon- 
jugirten Produkte 


+), a) +), 2 Ru . 
nC) ,-C9) Ba. 


dureh {a} und {«Y‘, so sind dieselben gleich Null, wenn irgend 
einer von den Exponenten « nach den Modul 4 den Rest 3 lässt. 
' Sind aber alle Exponenten =0, 1, 2 (mod. 4), und nennt man die 
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Anzahl derer, welche =1,2 (mod.4) sind, bezüglich m‘ und m“, 


go erhält man: 


TR 

te = (1m (dm. 

Die Gleichungen (9) gehen daher in die folgenden über: 

(M, a) =31() () (9) + RIO + ENTHIELTEN), 
(M, 6) =3!(e) (B)(y) (9) — (@) [JE] +) Er 19] ide TO]). 
(M, =) (Bd) — (LEI) ie) BY IL] + ie) BY TEN) 
(M,d)—=1(0) (B) (YO) + TE][YIO) 1) EYES] — (teil TON: 


_ und hieraus ergeben sich die einfacheren: 


(M, a) +{M, = 31) YO) + IP]; 
(M, 6) +(M, = 31a) (Pd) - [PT 
(M, a)+(M, d) - (M,b) — (M, c)=(a)[P][yl(9); 


woraus ähnliche Folgerungen wie in $. 49. abgeleitet werden können. 
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XIV. 


Zum Apollonischen Problem. 


Von 


Herrn Prof. Dr. 4. Kurz 
in Zug. 


Wendet man den Begriff der Aehnlichkeitspolare und der 
Potenzlinie zweier Kreise auch auf den Kreis in Verbindung mit 
einer Geraden oder mit einem Punkte an, so gewinnt man eine | 
einheitliche direkte Lösung der Aufgaben des Apollonischen 
Problems, welche vom konstruktiven Standpunkte ganz empfeh- 
lenswerth erscheint. 


Zu dem Ende sollen in Kürze jene Zusätze angeführt und 
nach einer engen Zusammenfassung sämmtlicher, das Construk- 
tionsverfahren begründender Sätze auf eine der genannten Auf: 
gaben beispielsweise angewendet werden. 


l. «) Der Kreis in Verbindung mit einem Punkte hat diesen 
als Aehnlichkeitspunkt. Die Polare desselben ist die Aehnlich- 
keitspolare. 


ß) Der Kreis in Verbindung mit einer Geraden hat als Aehn- 
lichkeitspunkte die Endpunkte des auf jener Geraden senkrechten 
Durchmessers. Der entferntere derselben ist der äussere, der 
nähere der innere Aehnlichkeitspunkt. Die durch dieselben ge- 


legten Tangenten sind die äussere und innere Aehnlichkeitspolare 
des Kreises mit der Geraden . 


2. «) Die Potenzlinie — der geometrische Ort aller Punkte 
gleicher äusserer Potenzen für zwei Kreise — eines Kreises in 
Verbindung mit einem Punkte ist die zur Axe Senkrechte, deren 


*) Sehr instruktiv hierüber’ der algebraische Nachweis. 
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Abstand vom Punkte das geometrische Mittel ist zwischen ihren 
Abständen vom nächsten und fernsten Punkte der Peripherie. 


Man findet leicht einen Punkt dieser Potenzlinie, wenn man 

durch den fraglichen Punkt einen Kreisbogen legt, der den frag- 
lichen Kreis schneidet (oder berührt) ; die betreffende Sekante (be- 
ziehungsweise Tangente) und die durch jenen Punkt gelegte Tangente 
des Kreisbogens schneiden sich in einem Punkte der Potenzlinie. 


B? ß) Die Potenzlinie eines Kreises in Verbindung mit einer Ge- 
raden ist diese selbst. (S. die Note auf vorsteh. Seite.) 


3. Werden zwei Kreise von einem dritten gleichnamig wie 
in Taf. I. Fig. 10. oder ungleichnamig berührt, so bilden die bei- 
den gemeinschaftlichen Tangenten DP und dp die Potenzlinien 
der sich berührenden Kreise; der Durchschnittspundt P, der bei- 
den Tangenten ist daher der Potenzpunkt der drei Kreise und 
die zur Axe Ce Senkrechte P,@,F, die Potenzlinie der beiden 
berührten Kreise (©, ce). 


Zieht man von einem der Durchschnittspunkte (@,) dieser 
Linie mit dem Berührungskreise die Geraden nach den Berüh- 
rungspunkten D und d, so erhält man die Punkte @ und g, deren 
Radien C@ und cg mit dem Radius C,@, parallel sind. Durch 
die Perpendikel PGF und pgf auf die Axe Ce werden ferner die 
beiden berührten Kreise in ähnliche Segmente getheilt, den Seg- 
menten des Berührungskreises durch PA, G, F}: 


Diese Senkrechten FG und fg sind aber die äusseren Aehn- 
lichkeitspolaren der beiden Kreise aus C und ce (im Falle ihrer 
ungleichnamigen Berührung die inneren), d.h. es ist = CF.CA 
und r?—cf.cA, wenn R und r die Radien und A der betreffende 
- Aehnlichkeitspunkt ist. [Zum Beweise ziehe man die äussere, 
beziehungsweise die innere Aehnlichkeitslinie AdD, d.i. die soge- 
nannte Aehnlichkeitsaxe, und die Verbindungslinien CNP, cnp, 
C,N,P,, so ist zunächst C,N,P, senkrecht auf AD, und dass 
CNP ebenfalls senkrecht auf AD ist, folgt aus der leicht zu erwei- 
senden Aehnlichkeit der Dreiecke CGP und C,G,Pı- Somit ist 
R2—=CN.CP, und wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke CPF und 
CNA auch R?=CF.CA; analog r?=cf.cA]. 

Wenn daher ein Kreis drei andere berührt und man zieht je 
nach der gleichnamigen oder ungleichnamigen Berührung — gleich- 
gültig also, ob es äussere oder innere Berührung sei — die äus- 
seren oder inneren Aehnlichkeitspolaren je zweier der berührten 
Kreise, sowie deren Potenzlinien: so werden der Berührungskreis 
durch diese und die berührten Kreise durch jene in beziehungs- 
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weise ähnliche Segmente zerschnitten. Taf. IL. Fig. 11. zeigt den 
Berührungskreis (C) und einen der drei berührten Kreise (C,) 
mit seinen Aehnlichkeitspolaren M,N, und RS, in Bezug auf 
die beiden anderen berührten Kreise; die dazu parallelen und glei- 
chen Gentriwinkeln angehörenden Sehnen MN. und RS sind so- 
nach die betreffenden Potenzlinien. Daraus ist leicht zu ersehen, 
dass die Verbindungslinie des Potenzpunktes O mit dem Durch- 
‚schnittspunkte O, der beiden Aehnlichkeitspolaren durch den 
Berührungspunkt & geht, resp. durch die beiden Berührungspunkte 
E und E,, welche den beiderlei Berührungen eines und desselben 
Kreises durch den vierten Kreis entsprechen. 


4. Hierauf beruht die direkte Lösung der allgemeinsten Auf- 
gabe des Apollonischen Problemes: 


Sollen drei Kreise von einem vierten berührt werden, so kon- 
struire man den Potenzpunkt der ersteren und je nach der gleich- 
namigen oder ungleichnamigen Berührung je zweier derselben die 
äusseren oder inneren Aehnlichkeitspolaren. Die Verbindungs- 
linie des Potenzpunktes mit dem Burchschnittspunkte je zweier 
einem Kreise augehöriger Aehnlichkeitspolaren liefert die beiden 
Berührungspunkte des fraglichen Kreises (für äussere oder innere 
Berührung). | 


5. Wie passend nun dieses direkte Construktionsverfahren 
auf, die übrigen Aufgaben des Apollonischen Problems sich an- 
wenden lässt, zeige endlich als Beispiel die Aufgabe: 


Es sollen die beiden Kreise gesucht werden, welche durch 
den gegebenen Punkt D (Taf. il. Fig. 12.) gehen und den gegebe- 
nen Kreis (©) und die gegebene Gerade AB gleichnamig berüh- 


ren. (Also äussere Berührung des gegebenen und gesuchten Kreises.) 


Dazu konstruire man die (Aehnlichkeits -)Polare EF des ge- 
sebenen Kreises für den Punkt D und die äussere Aehnlichkeits- 
polare @Z desselben hinsichtlich der Geraden AB (s. 1. ©) u. ß)); 
ann ist O der Durchschnittspunkt der Aehnlichkeitspolaren. Fer- 
ner konstruirt man die Potenzlinie MN des Kreises (C) hinsicht- 
lich des Punktes D (s.2.0)), während die Potenzlinie des Kreises 
(€) und der AB diese Gerade selhst ist (s.2.)); daher M der 
Potenzpunkt des gewebenen Kreises, Punktes und der Geraden. 
Die Linie MO giebt die beiden Berührungspunkte R und R, der 
heiden gesuchten Kreise. Ä ; 


Der Forderung der ungleichnamigen Berührung, also der inne- 
ren Berührung des gegehenen Kreises, hätte statt der Tangente 
GL in gleicher Weise die Tangente in 7 entsprochen. 


SEEN 
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I 


xV. 


. Methode zur Berechnung einer Transscendenten. 


Von 


Herrn Eugen Lommel, 


Professor in Schwyz. 


Vorerinnerung. Die Lichtstärke in irgend einem Punkte 
des Beugungsbildes, welches ein homogener Lichtpunkt, durch 
eine. beliebige Oeflnung betrachtet, hervorbringt, wird ausge- 
drückt durch die Summe: 


( Sf eoster + yordodw) TE (Sf sinn + yw)dodw) , 


worin v und w die Coordinaten irgend eines Punktes der Oefi- 
nung vorstellen und die doppelten Integrationen sich über die 
Gesammtoberfläche der Oefinung erstrecken, während die Grössen 
xz und y den Coordinaten des Bildpunktes direkt, der Wellenlänge 
der einfallenden Strahlen aber umgekehrt proportional sind *). Die 
Werthe der beiden Doppelintegrale lassen sich leicht in geschlos- 
sener Form erhalten, so lange man mit geradlinig begrenzten 
Oeffnungen zu thun hat. Sobald es sich aber um krummlinig 
begrenzte Oefinungen handelt, können jene Integrale nur in Form 
unendlicher Reihen angegeben werden. Unter allen krummlinig 
begrenzten Oefinungen ist die kreisförmige für die Anwendungen 
die wichtigste. Schwerd verschaflte sich, in seinem bekannten 
Werke über die Beugungserscheinungen, die Werthe der für eine 
Kreisöfluung geltenden Intensitätsfunktion dadurch, dass er statt 
des Kreises das eingeschriebene 180-Eck berechnete; dabei musste 
jeder Werth der Funktion aus einem Ausdruck gefunden werden, 


*) S. meine Abhandlung über die Nengung im Archiv Thl. XXXVE 
S. 385. ff. 
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welcher aus 45 nicht sehr einfachen Gliedern besteht. Indem ich 
nun bestrebt war, die Werthe dieser transscendenten Funktion 
durch eine kürzere Methode aufzufinden, trachtete ich zugleich, 


auch noch andere verwandte Transscendenten mit dieser einmal - 


berechneten in Verbindung zu bringen. Die Resultate dieser Be- 
mühungen sind in den folgenden Zeilen enthalten. 


um 


$. 1. Werden die beiden obigen Doppelintegrale, deren Qua- 
dratsumme die Intensität des Beugungsbildes ausdrückt, über 
die ganze Oberfläche eines Kreises vom Radius 1 ausgedehnt, so 


TH | 


dass die Veränderlichen » und » an die Bedingung tw? 
gebunden erscheinen, so verschwindet das zweite derselben; führt 
man hierauf in das erste statt der Veränderlichen vo und » mit- 
telst der Gleichungen 

oV 22 + y2 = a0 —yw', wN 2? + y? = yv' + zw! 


die neuen Veränderlichen v’ und w’ ein, so erhält man zunächst: 


JS (av + yw) dodw = ff, cos (v' V 2?+y2).dv'’ dw‘; 


integrirt man jetzt rechts einmal blos nach v’, dann auch noch 
blos nach w’, und führt hierauf die der obigen Bedingung, welche 


jetzt in v'? + w2 1 übergegangen ist, entsprechenden Gren- 


zen ein, so erhält man: 


1) 


1 — — 
Ne a sin(V =24y2.V 1 — v2). dv 


1 ar a a A 
=4.f cos(vV 22+y2).Y 1—v2.dv, 
Ä 


wo nur, in den beiden einfachen Integralen, zuletzt wieder v» an 
die Stelle des Integrationsbuchstabens gesetzt wurde. 


$. 2. Daraus ergibt sich, dass die Kenntniss der gesuchten 
Intensitätsfunktion blos von der Berechnung des bestiinmten Inte- 


orales 
‚fi ı sin(eV 1— v2) 
DR —— , dv 


x 


0 
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oder des ihm gleichen 


ı Rz 
fi cos zv.V 1— v2. dv 


0) 


abhängt. Entwickelt man aber in dem letzteren den Cosinus in 
eine unendliche Reihe und integrirt alsdann, so findet man; 


2) 


1 in r y2 24 25 
Ses. 1-v’.d=7-( — gs ga ta ge nt)» 


0 
welche unendliche Reihe für jeden Werth von z convergirt. 


$. 3. Bezeichnen wir jetzt das allgemeinere Integral 


1 
cosxzv. (1 —v2)%.dv, *) 


0 


in welchem u beliebig reell und positiv gedacht wird, durch 
u, x), und differenziiren dasselbe nach z, so kommt: 


1 
=), ua sin zv.v. (1 —v2)R. dv- 


0) 


Integrirt man zur Rechten theilweise, indem man o(1 — v2)# als 
integrirten Faktor betrachtet, so erhält man: 


JS sinav.v.(1-09%.do 


1— v2) «Hl ; 
= —4.0inan. + SaHl) [ eosa0. d—mett.do, 


also nach Einführung der Grenzen: 


1 1 
S sinao. vd. d=g/, m 8 coszv.(1—-v2)# Hl, dv. 


8) 


Setzt man diesen Ausdruck in Gleichung 3), so ergibt sich: 


4) 


dKu,x) _ 8 


rag | Au+l) dI(u,: 
day, Kur etb) oder Ihe, (m €) 


x de ° 


*) Auch dieses Integral hat seine Bedeutung in der Theorie der. 
Beugung. Sein Quadrat drückt nämlich die Intensität auf der Abseis- 
senaxe des Beugungsbildes aus, welches durch eine Oeflnung, deren 
Begrenzungscurve die Ordinate (1 —v?)& hat, hervorgebracht wird, 
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also namentlich auch: 


Nach dieser Gleichung kann man die für J(3,x) geltende un-‘ 


endliche Reihe aus derjenigen ableiten, welche wir oben ($. 2.) 
für J(&4, x) gefunden haben. Man erhält so: 


? ER a” = 2° 
5) JG 2)= gr. gnagis + gern gen — gun ge +). 


Durch fortgesetzte Anwendung der Formel 4) erhält man allgemein: 


2n+1 
IL Zn? 1 x? x*# x$ 
eine ten gge  Fenre 
FRE, 


Alle diese Reihen convergiren für jeden Werth von z und kön- 
nen für kleinere Werthe von x bequem zur Berechnung der 


Funktionen Nesz 


x) gebraucht werden. 


$. 4. Integrirt man 


| fosz.a — vP)u,do 


theilweise, indem man cos.zv zum integrirten Faktor macht, so 
findet man: 


i 2 
[eos zv.(l-v2)u.do=(l— v2)“. —Z [ sinav.-02)0-1.ode, 
4 


also nach Einsetzung der Grenzen: 


Ö 


1 y 1 
7) Is con. (A-dn.do=t. sinzv.(l-v2)#—L,v.dv *). 
0 
Dann ist aber ferner: 


fein zv.(1—vB)H-1.v.do 


T 


COS XV ’cosxv 
a RE +f 2 -.d[v.(1 — vBa-1]. 
R. 


*) Die nämliche Gleichung ist bereits in $. 3. aufgestellt worden. 


u Dig ie 
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Wird nun u grösser als 1 gedacht, und ist z nicht Null, so er- 
hält man hieraus: 


.pı 1 
f sin an. I .n.do=n. coszv.(1 — vr -I.do 
0) 


0 


2(u—1 ı 
BF ee) f cos zv.v2.(1— vu? .dv- 
0 
Setzt man diesen Werth in die obige Formel 7), so findet sich: 


1 un 1 
HF. cosan. led. 5. cos zv.(1— v2)» 1. dv 


0 0) 


De 1 
f cos zv .v?. 1—v2)u-2. dv, 


wo man nur noch rechts 
Zu 2 >52), 


1 
72 cos zv..(1— v2) 2. cdlv 


zu addiren und abzuziehen braucht, um die Reduktionsformel 


1 De 1 
tr cos 20. Io. er N, coszv.(L— v2)“ }.dv 


0 oO 


< ARE >> 1 
ni es f cos zv.(1— v2) 2. dv 
oder Ä 


2 —: 2u (2u—2 
3 dd u RD 5, 2) 


zu erhalten, welche gilt, so lange u>1 und x nicht Null ist. 
Daraus ergibt sich speziell: 


5.4 5.3 
N 2) — 3/2): 


8a.) Ia,0)= 6, a JG; %), 


x 
I, = 46,0 3.46, 0) 
und auch noch für u=;: 


x? 
8 bh.) I-ı.)=2.J(@,; )—- ZIEH M). 
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$.5. Mit Hilfe der Formel 8) kann also J(u, 2) auf J(u—1, x) 
und J(u—2, x) reduzirt werden. Drückt man alsdann mittelst 
der nämlichen Formel J(u—1,x) in J(u—2, x) und J(u—3, x) 
aus und setzt diesen Werth in 8), so erscheint jetzt J(u, x) in 
J(u—2,x) und J(u—3, x) ausgedrückt. Eliminirt man sodann 
aus dieser Gleichung, durch wiederholte Anwendung der For- 
mel 8), J(u— 2,2), so erhält man J(u, 2) auf J(u—3, x) und 
J(u—4, x) zurückgeführt. Fährt man so weiter fort, so erkennt 
man, dass die aufeinanderfolgenden Formeln, welche man dadurch 
erhält, das Gesetz 


9) 
Yum—1l—2 (m—1—a)ı-1 Yu —1-Ia)m-1-2ı|—2 
Ku,x) et .S I- 1a et en mug 


en —2 she 1)0. ee eigen 


am—2—2a 


x J(u—m, &) 


befolgen, wo die hinter den Summenzeichen eingeklammerten Aus- 
drücke die allgemeinen Glieder zweier endlichen Reihen: vorste]- 
len, deren einzelne Glieder erhalten werden, wenn man in den 
allgemeinen statt des deutschen Buchstabens a nach und nach 
0,1, 2,.... und alle positiven ganzen Zahlen einsetzt; in der ersten 


. . [7] mM — eo 
Summe ist a stets kleiner oder höchstens = —„— zu nehmen, weil 


2 
(m—1—a)ı—ı 
ae 

und mit ihnen die folgenden Glieder der Reihe verschwinden: 


für grössere Werthe von a die Binomialcoefficienten 


ebenso kann in der zweiten Reihe a den Werth es, nie üher- 


steigen. 


Die allgemeine Geltung der Formel 9) ist erwiesen, sobald 
man gezeigt hat, dass dieselbe, wenn sie für irgend einen Werth 
von m zutriflt, auch noch für den nächstfolgenden Werth m+1 
richtig ist. Man erhält aber aus 8): 


J(u+1l-—m, x) 
(Zu +2 — 2m) (24 + 1— 2m) 


72 -J(u—m, &) 
(24 +2 — 2m) Qu— 2m) 


setzt man diesen Werth in 9), so ergibt sich: 
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Ju, ®) 
A Fe (m-1- a)!-! (2u4+1-2m). Qu_1-m- 12-2 
‚Ss I- Br ee ei] 
>= J(u—m, x) 
 umtil-2 (m — E eh Den Qu — 1— 2a)m-1-24—2 
am Ss l- I. m—1—2a —] 


x<J(u—m—I, ) 


=2 m\— (m-2-a)I-1 (2u-1-2a)m 224-277 
= ste I). RT De TR ne Br Tvu-n.2), 


m|—2 
wo jetzt noch die beiden Summen, welche mit ee x) 
multiplieirt sind, in eine einzige zusammengefasst werden müssen. 
Sondert man zu dem Ende von der ersteren Summe das erste 
Glied ab, indem man zuerst 0, dann a+1 an die Stelle von a 
setzt, so erhält man: 


Qu— Imi-2 
RZ 
2E FR D8. mr (u — u ee 
ai a 


9-2 
"ET Qu41-2m)4 @u-1-%0))] 


2u — 1)rI-2 (m — = A 2 —3—2a)m—3—2a]j—2 
Er —ı. + N | vr. a er \ er 

er 1— a). 2u—2m+2a+3) 

a+l RT 

Eee 2. (m— I taz (2u-3—2a)m-2-24]-2 
>= +s| — | Dia 2 TEEN) nn ] 

(m — vr Be (2u Be Me Ia)m—2a|—2 
=S |- D°. Io | 


welche letztere Umformung dadurch bewerkstelligt wird, dass man 
statt der vorausgehenden Summe die Differenz zweier anderen 
setzt, deren erste aus jener hervorgeht, wenn man a—1 an die 
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Stelle von a setzt, und deren zweite, blos aus dem Gliede 
Ze — ri 2 
mM 
daselbst a=0 nimmt. Wir haben demnach gefunden die Gleichung 


bestehende, aus der ersten erhalten wird, wenn man 


m-a)l—1 u—1-2a)m—2a—2 
ch U EN Peranee mern \ s u nn a u, .J(u-m, x) 


Ju, 


 umH1-2 SR vn DR. (RE = aEN Qu—1 ea 


zn ae 77 
>< Ju—-m-1, x), 


welche auch aus der Formel 9) hervorgeht, wenn man daselbst 
m+1 statt m setzt. Die allgemeine Giltigkeit der Formel 9) ist 


dennach ausser Zweifel gesetzt. Für u Zr und m=n nimmt 
die Formel 9) folgende Gestalt an: 


» 
ga.) ‘=: ; 2) 
_ @n+hrn? ae ‚2n—2a)r1-2al- 
gl. s| a. ee zn—1—2a Feerili Js) 


n|—2 Er 1 9m—_ n—2—2al— 
Fr TZshen. (n—2—a)ai-1 (2m 2a)n—2 22 Ja) 


al na ©.» 


Sind demnach J(@, x) und J(, x) für irgend einen Werth von 


x bekannt, so kann man mittelst dieser Formel s( =.) 


unmittelbar berechnen. 


$.6, In $. 1. haben A gefunden: 
f (cos (@V =2+y9).V I—2.do—=i N cos (20 + yw).dodw. 
ec man rechts nach w, so erhält man: 
Ta cos(oN 224 92).V I—22. dv 


Ki 
+4 
=; “7 Isin(er +yV 1-09) — sin(2»—yNV 1— v2] 
=q 
+1 i 1-22 a er 1 
=3- f cos PL Senn en EN 
1 


2 q 
% © 0 


er 
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Entwickelt man in dem letzteren Integral den Sinus in eine nach 
Potenzen von % fortschreitende Reihe, so gelangt man zu der 
Gleichung: 

10) 


12 a 4,6 
JE, V 224 9)=JG, IE IE) I 


Differenziirt man diese Gleichung nach 4 unter Berücksichtigung 
der Gleichung 4), so erhält man: 


11) JG V22+d)—=JI(, x)— IH 917% JG; x) 


y* y® 
+ ap 2 /& gps Dt 


Ueberhaupt findet man durch fortgesetztes Bifferenziiren unter 
Anwendung der Gleichung 4) die allgemeine Formel: 


D Ne), :) 
y? Kar ge Ki 2n +5 
E. J12, (na) I 2) tm a ° (= 9m» 2) us 


1 2 In +5 
Sind demnach 5 ee: ia) I), =, 2). für 


irgend einen Besthimten \Verth von z bekannt, so kann man 

mittelst dieser Formeln (° =,24h) berechnen, wenn nur 

statt y2 der aus deı Gleichung V 2? + = x+h gezogene Werth 
13) yraahaig IR 


senommen. wird. Die Reihen 10), 11), 12) eonvergiren übrigens 
für jeden Werth von y. 


$.7. Die Gleichungen 10) und 11) geben nun, im Verein 
mit den früher entwickelten Formeln, folgende Methode zur Be- 
rechnung der Werthe von J(3, 2), J($, &),.... an die Hand. Man 
bediene sich hiezu, für die kleineren Werthe von x, der unend- 
lichen Reihen 2), 5) und 6), bis die Handhabung derselben un- 
bequem wird. Aus den beiden letzten auf diese Weise für J(3, ) 
und J(2, x) berechneten Werthen findet man alsdann mittelst der 
Formeln 8a.) oder 9a.) die Werthe von JG,x). JG, 2) «... 
Diese, nebst y? aus 13), in 10) und 11) substituirt, liefern J(&, <+h) 
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Mina J(, x2+h), worauf wieder die Formeln 8a.) angewendet 
werden u. s. f. Indem man auf diese Weise eine Tabelle der 
Werthe von J(4, x) und J(3, x) herstellt, erhält man die Werthe 
von JG, 2), JG; 2)... gleichsam als Nebenprodukt. 


Man erhält z. B. für 2=5, indem man zehn Glieder der 
Reihen 2) und 5) berechnet, auf 5 Dezimalen genau; 


.J@,5) = — 0.13103 


J@,5)= + 0.01117 


aiP sie 


Die Formeln 8a.) liefern sodann: 


.J@,5) = + 0.08756 
.JG,5) = + 0.13145 
I, 5) = +0.15794 


JCz,5)= + 0.17436 


„le ale alP 21» 


während sich, für = 7;. y2=1,01 ergibt. Setzt man diese Werthe 
in die Formeln 10) und 1]), so erhält man aus ihnen durch Be- 
rechnung von nur vier Gliedern die Werthe: 


.J@, 5.1) =— 0.113219 


sie a» 


.J(@3,5.1) = + 0.00280 
welche genau mit denjenigen übereinstimmen, die sich direkt aus 
den Reihen 2) und 5) ergeben. 


Man muss nun allerdings, je weiter man in der Rechnung 
fortschreitet, desto mehr Glieder der Reihen 10) und 11) berech- 
nen, weil bei wachsendem 2 auch y? zunimmt. Aber selbst für 
x2=100 (und A=,,) würde man höchstens zehn Glieder zu be- 
rechnen haben; für ein kleineres % natürlich weniger. 


Bequemer noch gestaltet sich die Rechnung, wenn,man nicht 


In+1 
‚C un > 2): sondern ı(° a vs) zu berechnen sich vor- 


nimmt, weil alsdann % stets constant bleibt. 


Für alle positiv ganzen Werthe von u ist J(w, x) in 'endlicher 
Form herstellbar. Hat man | 


sin® 


J(0, 2)= Ey und J(d. = (© eos2) 
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gefunden, so, erhält man J(u, x) für u = 2, 3, ds... leicht mit, 
Hilfe der Reduktionsformeln 8) oder 9).. 


Für die übrigen reellen und positiven Werthe von u findet 
man J(u, x), wenn man, J(u, x) als Funktion von u betrach- 
tend, für jeden bestimmten Werth von x die Reihe 


2 Pe Re ar FOR AD UNE) FRRRe A FRE > PRRRE 


interpolirt; man braucht. diess nur für diejenigen Werthe von u 
zu thun, welche zwischen O und 2 liegen, für alle folgenden macht 
man dann von den Formeln 8) oder 9) Gebrauch. Auch wenn u 
negativ, aber an sich kleiner als 1 ist, findet man J(u, x) durch 
Anwendung der Formel 8). 


$. 8. Zum Schlusse mögen noch einige Formeln hier stehen, 
welche sich durch geeignete Substitutionen aus No. 12) ergeben. 


Setzt man nämlich daselbst yY —1 oder yi statt y, so kommt: 
14) £ 


2n+1 tn 2n +1 | y? 2n-+3 
3 > Vezp)=1(5 :) + oe Bl Ft x) 


y* N In +5 
Fa. On + 328 (3 2)to 


Setzt man in dieser Gleichung y=x, so ergibt sich: 


15) 
2n +1 x? 2n-+3 
U: 9 2) + 91]2, ‚On +3)12' I, x) 
x: 2n +5 m Ynl2 
te) 


Setzt man endlich y?i statt y und V 22 +iy?=p+gi, so er- 
hält man: 
16) 


se, PER Vi u ankk: 4) 


(2p9)? 2n +5 
— On Fa J RW P—g@)t—.. 


+ 2 Sea 
FI 2° A | >) 


AR. an +51 
ig) In Mi 7 
TER On HR) RR )t-- 
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= Durch diese letztere Formel sieht man sich aber in den Stand 
gesetzt, J a 2) auch für jeden imaginären Werth von x 


„auszurechnen.“ 


RAVE. 


Miscellen. 


Von dem Herausgeber. 


In einem Briefe (Göttingen, 28. November 1824) macht Gauss 
seinem Freunde Schumacher folgende Mittheilung *): 


„Zur Reduction der ungleichen Schwingungen an Kater’s 
Pendel ist erforderlich, dass die Entfernungen der beiden Auf- 
hängungsaxen vom Schwerpunkt des ganzen Apparats bekannt 
sind. Nennen Sie dieselben a,b, und 4A,B resp. die Dauer 
einer Schwingung, wenn die Aufhängung an jenen Axen geschieht, 
so ist die Dauer einer Schwingung eines einfachen Pendels, des- 
sen Länge =a +5, d.i. gleich der Entfernung der beiden Auf- 
hängungsaxen von einander ist, 


aAA—bBB b 


=v(BB + „—,(44— BB)).“ 


*) M.s. Briefwechsel zwischen C. F. Gauss und H.C. Schu- 
macher. dureh dessen Herausgabe sich Herr Professor Peters in‘ 
Altona so verdient macht. im zweiten Bande (Altona 1860) S. 3. Wir 
empfehlen bei dieser Gelegenheit diesen Briefwechsel, der auch manche 
sehr interessante Expectorationen der beiden berühmten und hochver- 
dienten Männer über neuere Mathematiker enthält. in jeder Beziehung 
sehr zur Beachtung. 
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Diese Formel lässt sich auf folgende Art leicht beweisen. 


Man bezeichne die Zeit der Schwingung eines einfachen Pen- 
dels von der Länge a+5 durch {, so ist bekanntlich: 


Bezeichnen wir nun ferner die Masse des ganzen Pendels durch 
M, seine Trägheitsmomente in Bezug auf die beiden Aufhän- 
gungsaxen respective durch 7,, T,, und die Längen eines bei 
den beiden Aufhängungen seine Schwingungen mit dem materiel- 
len oder physischen Pendel genau in derselben Weise vollendenden 
einfachen Pendels respective durch L., Ls; so ist nach dem 
Theoreme von Huygens*) bekanntlich : 


nach der Theorie des einfachen Pendels ist aber in der von Gauss 
gebrauchten Bezeichnung: 


Ls; 
3) REN A ea AV Bang s B zT Ig 9 
folglich nach 2): 
"a T; 
4) DEE A=n JagM’ B=a\ Ib9M’ 
woraus 
4 EL 2. IT T, 
re 9 M 3 er 9 
also: 
n?(Ta— T;) 
Jhd Det ar TE 
aA? —bB?= IM 


folgt. Nennen wir nun aber © das Trägheitsmoment des Pendels 
in Bezug auf eine durch den Schwerpunkt gehende, den beiden 
Aufhängungsaxen parallele Axe, so ist nach einem bekannten 
Satze von den Trägheitsmomenten *): 


Tı=%4 aM, TI, = +4 6b2?M; 
also: 
T—T,— (a2 —b2)M, 


*) M. ». Archiv. Thl. XXIV. 8. 26. Nr. 8) 
=#*) Ms. Archiv. Thl. XXIV. S. 28. 
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und folglich nach dem Obigen: 


a? (a? —b?) _n?(a— b)(a +2), 
aA? - bB?= Rs a ee 


also: 


> ae 2 
. 29(a 4? — bB?) 
A aD) > 


ee 1 a 
er 


folgt. Also ist nach ]): 


5) ne ls 


welches die von Gauss an Schumacher geschriebene Formel ist, 
von welcher die beiden anderen, von Gauss angegebenen Ausdrücke: 


6) NV 24 2 + ale By Br+— (2-8 


natürlich nur ganz einfache arithmetische Transformationen sind. 


woraus sogleich 


„(A B2) 


Gauss fügt seiner Mittheilung noch Folgendes bei: 


„Diese Formel ist nach aller Schärfe richtig, es mögen A und 
B beinahe gleich sein oder nicht. Wesentlich aber ist es, wenn 
das Resultat auf Genauigkeit Anspruch haben soll, dass a und 5 
weit von der Gleichheit entfernt sind. Kommen sie der Gleich- 
heit sehr nahe, so ist durchaus kein genaues ‚Resultat zu erwar- 
ten, man möge nun sich der obigen Formel bedienen oder durch 
Probiren gleichzeitige Schwingungen zu erhalten suchen. Der 
Vortheil, wenn A und 2 gleich sind, liegt darin, dass es dann 
nicht nöthig ist, a und 5b einzeln eben so scharf zu kennen wie 
ihre Summe a+b, wie dies schon die Betrachtung der zweiten 
und dritten Form obiger Formel lehrt.“ 


Dies ist natürlich Alles ganz richtig; nur bemerken wir in 
Bezug auf die Worte: ‚Diese Formel ist nach aller Schärfe rich- 
tig“, dass freilich die aus der Lehre vom einfachen Pendel ent- 
nommenen Formeln 1) und 3) bekanntlich blosse Näherungsformeln 
sind, die völlig richtig nur für den Fall auf der Cycloide sein 
würden; nun, das sind so bekannte Dinge, dass es sich kaum 
der Mühe verlohnt, darauf noch besonders aufımerksam zu machen. 


Wenn die Schwingungszeiten A und B einander gleich sind, 
so geben die Formeln 5) oder 6): 
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Bed 
also nach 1): 
A > B Zu Verl 3 
9 
woraus 
914% 
ER ap IE 


folgt, so dass also a-+b die Länge des einfachen Pendels ist, 
welches seine Schwingungen in gleichen Zeiten mit dem physi- 
schen Pendel vollendet, worin bekanntlich das Prineip des Ka- 
ter’schen oder vielmehr Bohnenberger’schen Reversionspen- 
dels eigentlich liegt. 


Von dem Herausgeber. 
Das oft in Anwendung kommende Integral 
SdaN @— a? 
lässt sich sehr leicht auf folgende Art finden. Man setze 
5 Kue a? 
Ne—ar=ur, a?— a? = u?a?, FT: 
so ist: 


SdozVN @— 2? —=furda—ufadx — fOufxox = tur? — if x2du. 


Nun ist aber 


u? = an a — a2, 29u= a 
also : 
SEE IR BR ou — 
faN daR = lan PR 3a? eV - 2?— ta? Arctgu, 
folglich : 
a? — 2? 


fdaN @—a?— Ic N a?— x? — la? Arctang 


Durch dieselbe Substitution kann man auch 
70x 
JNa@a-— a? 


finden. Es ist nämlich: 


2282 202 1 feat jo Fon TE f 22du 
Te — | —e-[a0e RE 5 3 fra 
JNa— a? u 7 SI .u? AN m: u? ” 


a 
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und folglich nach dem Obigen: 


70x a? a? ou 


a Fe ty / Par) 


Sat) (are) 


ee Zu a2 fu 
er sr 2 2/ Ir@ 
a? a? 
— Del 9) Pr) FOR PER 5 Area 
azı 
= gu 5 Arctang u 
a?uzx 
m 32(1 + 2) 5 re 
aN ®— 22 2 Var 2? 
BE Re GMT Er. tab 7225 „ Arctang s 
22 


also: 


70x 


valın“ 


—11N a? — a? — 1a? Aretang 


Nun kann man auch leicht 


f 0x 
J Na— a2 
finden. Es ist nämlich: 
en (a — 2?)dr 270% 
a rn a 
also: 
2202 3 


JRR een. 
N TS 
folglich nach dem Vorhergehenden: 


—— — _— Aretan Na. 
Is 5 € 


und von der Richtigkeit dieser auch sonst natürlich bekannten 
Formel überzeugt man sich leicht durch Differentiation. 
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XVEl. 
Weitere Ausführung der politischen Arithmetik. 


Von 
Herrn Dr. L. Oettinger, 
Grossherzoglich Badischem Hofrathe und ordentlichem Professor der 
Mathematik an der Universität zu Freiburg i. B. 


(Fortsetzung von Nr. V. Thl. XXXVI.) 


Fünftes Kapitel. 


Veber die Berechnung der Kapitalwerthe bei ver- 
schiedenen Haupt- und Zinseszinsen und über Ter- 


minrechnung. 


$. 66. 


Anwachsen der Kapitalwerthe bei verschiedenen 
Haupt- und Zinseszinsen. 


‘ In der neueren Zeit wurde in die politische Arithmetik eine 
besondere Methode eingeführt, die Werthe der Kapitalien zu be- 
rechnen, wenn dieselben grössere Hauptzinse, die Zinse selbst 
aber kleinere Zinse abwerfen. 


Diese Methode wurde und wird angewendet bei Summen, deren 
fällige Zinsen nicht zum Kapital geschlagen werden können, oder 
so unbedeutend sind, dass sie nicht sogleich wieder als Kapital 
in gleichem Zinsfuss angelegt werden können, wobei sich aber 
Gelegenheit bietet, auch kleinere Summen zu niedrigerem Zins 
und Zinseszins, wie bei Sparkassen, unterzubringen. Ferner in 
solchen Fällen, wenn der Werth von Grundstücken oder Wal- 
dungen berechnet werden soll, die in regelmässigen oder unre- 
gelmässigen Zeitabschnitten Renten abwerfen, wobei ein niederer 
Zinsfuss für die Berechnung der Zinseszinsen anzuwenden ist. 


Diese Rechnungsweise soll hier zu dem Zwecke untersucht 
werden, um die Frage zu beantworten: in wie fern diese Methode 
zur Vergleichung von Kapitalwerthen, die zu verschiedenen Zei- 
ten fällig werden, brauchbar und zulässig ist? 
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Nennt man den Zinsfuss, in welchem das Kapital X verzinst 
wird, p, denjenigen, in welchem die aus dem Kapital fälligen 
Zinse Z verzinst werden, 9, so ist der jährliche Zinsenertrag 
des Kapitals: 


1)...» Z=K.0V,0p, 


und die Aufgabe stellt sich so: 


Ein Kapital K wird gegenwärtig zu p Procent auf. 


n Jahre so angelegt, dass die jährlich fälligen Zinse 
Z zu g Procent verzinst werden. Wie gross ist der 
Werth (S) dieses so angelegten Kapitals sammt Haupt- 
und Zinseszinsen am Ende des nten Jahres? 


Betrachtet man jede so fällig werdende Zinssumme Z für 
sich, so soll sie nach der Aufgabe zu g Procent verzinst und 
mit Zinseszinsen in Rechnung gebracht werden. Die Zinssumme 


des letzten Jahres trägt keinen Zins, die des zweitletzten ein- - 


jährigen Zins und erwächst zu Z.1,09, die des drittletzten Jah- 
res trägt zweijährige Zinse und erwächst zu Z.1,09? u. s. w.; 
die des ersten Jahres trägt (a—1) einjährige und erwächst zu 


Z.1,0g"-!. -Zählt man diese Werthe zusammen, so erhält man: ° 


9) S=Z.1,0g9%-14+ Z.1,09°72+....2.1,092+ 2.1,09+Z 


Nimmt man hiezu das angelegte Kapital, so bestimmt sich der 
gesuchte Werth durch 


A 1,09, —1 
S=K+Z. 0,00 
oder durch Einführung des Werthes aus No. I): 


O1 1,091 
re =K(1 +00.) 


Werden die Hauptzinse halbjährlich fällig und geschieht die Ver- 
zinsung der Zwischenzinse auch. halbjährlich, so bleiben die 
gemachten Schlüsse in Kraft, jedoch mit dem Unterschiede, dass 
sich der Zeitraum auf 2» Halbjahre erstreckt. Daher erhebt sich 
in diesem Falle die Summe auf: 


2n __ + 
4) s=Kk(1 + 0,091 u) 
ug 


Sind aber die Hauptzinse jährlich fällig und geschieht die Verd 


zinsung der Zwischenzinse halbjährlich, so ändern sich die Schlüsse 
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 hiernach. Die Zinssumme des zweitletzten Jahres erhebt sich 
dann auf Z.1,09,2, die des drittletzten auf Z.1,09,% u. s. w., und 
man erhält folgende Reihe: 


5) 8, =Z.1,09,°°2+2Z.1,09,2°=%+...2.1,09,2+Z.1,09,2+Z 
1,09, — 1 
Lg? —T 
Hieraus entsteht durch Zuzählung des Kapitalwerthes: 


Pr. 1,02 n—] 1,09, — 2n _] 
$ S-K+2. 771400. 7): 


Die Anwendung dieser Gleichungen ergibt sich leicht. Wird ein 
Kapital von 1000 zu 5 Procent Haupt- und 3 Procent Zwischen- 
zinsen angelegt, so erhebt sich sein Werth am Ende des 10ten 
Jahres bei jährlicher Anlage und Verzinsung nach No. 3), wenn 
die angegebenen Werthe eingeführt werden auf: 


1,0310 — 
0,03 ° 


= 1000(1 + 0,05.11,4638793) = 1000.1,5731939.... = 1573,1939. 


7) Ss 


Sind die Hauptzinse jährlich fällig und geschieht die Verzinsung 
halbjährlich, so ergibt sich aus No. 6) die fragliche Summe: 


1.01520 0,3468550 
8) Ss, =1000(140,05. 1018- F)- 1000140, 5. 0,0302 


— 1000.1,5737882 = 1573,7882. 


Geschieht die Verzinsung halbjährlich bei Haupt- und Zwischen- 
zinsen, so erwächst die Summe nach No. 4) auf: 


1,015%° _ 1 
9) S; = 1000. (1 +0,03. u) 


— 1000 (1 + 0,025 .23,1236671) = 1000 ..1,5780917 = 1578,091. 
Bei gleichen Haupt- und Zwischenzinsen sind nur zwei Arten für 
das Anwachsen der Kapitalien möglich, und zwar nur die jähr- 
liche oder halbjährliche Verzinsung. Für ‚diese Fälle ergeben 


sich folgende Werthe, die der Vergleichung wegen hier stehen 
sollen: 


10) 8 = 1000.1,0510 — 1628,8946, 
11) S— 1000. 1,0252 = 1638,6164. 


Man kann von den in No.3) und No. 4) erhaltenen Gleichungen 


25* 
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auf die schon bekannten, für gleiche Haupt- und Zwischenzinse 
geltenden übergehen, wenn man p=g setzt. Es entsteht dann: 


1,0pn — a 
13) S=K(140.0p. 00; -)= K.1,0ps, 


1 His )= u 1 ‚Opı?r. 


Die Gleichung No. 6) gestattet diesen Uebergang nicht, wenn 
man p=g setzt. Es entsteht: 


13) S=K(1400p. 


1,09% —1 
14) Ss- r(1 +0,09. Topa=T 


und man kann ihr keine analoge, elementare Bestimmung zur 
Seite stellen. 


$. 67. 


Gegenwärtiger Werth einer künftig fälligen Summe, 
wenn verschiedene Haupt- und Zwischenzinse ge- 
rechnet werden. 


Die in $. 66. aufgestellten Gleichungen zeigen, wie man von 
dem Werth einer gegenwärtig fälligen Summe bei verschiedenen 
Haupt- und Zwischenzinsen auf ihren künftigen übergehen kann. 
Hiemit ist zugleich das Mittel angegeben, wie man umgekehrt 
von dem Werthe einer künftig fälligen Summe unter dieser Vor- 
aussetzung auf ihren gegenwärtigen übergehen kann. Diess führt 
zur Beantwortung folgender Frage: 


Eine Summe X ist am Ende des nten Jahres un- 
verzinslich fällig, Welches ist ihr gegenwärtiger 
Werth R, wenn die Zinse des Kapitals zu p, die Zinse 
der Zinse zu g Procent gerechnet werden? 


a. Geschieht die Rabattirung bei Haupt- und Zwischenzin- 
sen jährlich, so ergibt sich die Antwort aus der Gleichung No. 3) 
$. 66., wenn man K statt S und R statt X setzt. Es ist dann: 


R=R(14009.°00) 


und hieraus: 


K 
10h ee SR} 
EN 2 ee. 


0,09 
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b.. Geschieht die Rabattirung der Haupt- und Zwischenzinse 
halbjährlich, so erhält man auf die gleiche Weise aus No. 4) $. 66. 
für den fraglichen Werth folgende Gleichung: 


K 
2) Eh Bee Teer ag ar RT 
10m r—1 
1 + 0,0», eng 
c. Geschieht die Rabattirung der Hauptzinse jährlich, die 
der Zwischenzinse aber halbjährlich, so ergibt sich für den ge- 
suchten Werth folgende Bestimmung aus No. 6) $. 66.: 


K 
5) Rz R 
1,0 2n__] 
1-+0,0p. 1092 Tr 


Auch hier kann man von den in No. 1) und No. 2) gefundenen 
Gleichungen auf die Formeln übergehen, welche die Grundlage 
der Rabattrechnung bilden, übergehen, wenn man die Haupt- und 
Zwischenzinse gleich und p=g setzt. Man erhält: 


K K 
9 A 1.09% 1 = I,0pr’ 
1 + 0,0» 00 
K K 
9) 7 1,09, 22 —17 1, ‚Op? 
1 +0,0p,. TOT 


Die Gleichung No.3) lässt diesen Uebergang nicht zu. 


= Die Werthbestimmung der besondern Fälle bietet keine Schwie- 
rigkeit, erfordert aber etwas mehr Arbeit, als die gewöhnliche 
Rabattirung. 


Ein Kapital von 1000 ist am Ende des l0ten Jahres unver- 
zinslich fällig. Wie gross ist sein gegenwärtiger Werth, wenn 
bei 5 Procent Haupt- und 3 Procent Zwischenzinsen rabattirt wird? 


a. Geschieht die Rabattirung der Haupt- und Zwischenzinse 
- jährlich, so ist aus No. ]): 


1000 100 5 
9 10 ge 
140,08. 


Iz 1000 — 3,0000000 


18 1,5731939 = 0,1967822 
N. 2,8032178 = 635,6498. 
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b. Geschieht dieselbe halbjährlich, so ist aus No. 2): 
1000 1000 


Ix 1000 = 3,0000000 
1e1,5780917 — 0,1981323 
N. 2,8018677—633,6768. 


ce. Geschieht die Rabattirung der Hauptzinse jährlich, der 
Zwischenzinse halbjährlich, so ist aus No. 3): 


1000 1000 
) R= 0 NM 1oramsen WulT: 
+90. Tois2_T 


12 1000 = 3,0000000 
181,5737882— 0,1969462 
N. 3,8030538 — 635,4097. 


Bei gleichen Haupt- und Zwischenzinsen zu 5 Procent ist bei 
jährlicher und halbjährlicher Rabattirung der gegenwärtige Werth 


1000 
1,0510 


1000 


9) R= — 613,9133, 


$. 68. 


Werthbestimmung der Kapitalien bei wiederholter 
Anlage und verschiedenen Haupt- und Zwischenzinsen. 


Die bisher aufgefundenen Gleichungen führen zur Beantwor- 
tung folgender Frage: 


Die Summe K wird wiederholt in » Jahren, je am 
Ende der Jahre angelegt. Wie gross ist der Werth 
sämmtlicher Anlagen im Augenblicke der letzten, wenn 
p Haupt- und g Zwischenzinse gerechnet werden? 


a. Geschieht die Verzinsung und Anlage jährlich, so hat 
man die Gleichung No. 3) $. 66. auf jede dieser Anlagen anzuwen- 
den. Die. letzte Anlage trägt keinen Zins. Ihr Werth ist daher 
K. Die zweitletzte Anlage trägt einjährigen Zins. Ihr Werth ist 
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eijährige 


8 (140,09. 007 
Zinse. Ihr Werth ist daher TERN Ip .s.f. ‚Die 


erste Anlage trägt (na—1) Jahre lang Zins, ER ist ihr Werth 

1 
im Augenblicke der letzten Anlage K(1400p. Ken 
Diess führt zu folgender Darstellung: 


n—1l__ 
1) Rn K (140,09. 


ar VB 
+ R(140,0p. a )*- „R(14 0,0 -) 
‚0g 
+ R(140,0p.29 Sn —)+K. 


Löst man die Klammern auf und ordnet die Glieder, so entsteht: 


u 1,09”-1 K.0,0p 
2) Ss = K+K.0,0P. 0, ur: 0,09 ’ 
1 109g"? -2 K.0,0p 
K+K. 0,0p. 0 09 —"0,0q ’ 


| 1,09%-3 K.0,0 


1,09? K.0,0p 
K+ K.0,0p. 0,0q —0,0g D 


| 1,09 K.0,0 
K+K.0,0p: 0, — 009 ’ 


K. 


Hierin erscheint X nmal. Die beiden letzten Reihen haben nur 
(a —1) Glieder. Zählt man, um die Reihen vollständig zu machen, 


K. Rn zu und ab, wodurch der Werth von No. 2) unverändert 


inte so geht No. 2) über in: 


S=nK + nK. get Kon 1410041092 +... 1,0972). 


Der gesuchte Werth bestimmt sich also durch folgende Gleichung: 


= p en) 
3) s- R(n— re 
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b. Geschieht die Anlage und Verzinsung halbjährlich, so 
führen die zu a. gemachten Schlüsse gleichfalls zum Ziele. Der 
Zeitraum erstreckt sich aber auf ?n Halbjahre, und man hat in 
den vorstehenden Gleichungen 2 statt n, pı Statt p und g, statt 
g zu schreiben. Es ergibt sich daher für die Werthbestimmung 
sämmtlicher Anlagen unter dieser Voraussetzung: 


SR ale IR Znpı , Pı . A). 
ki s=x(i 9ı 177 0,09 

c. Geschieht die Anlage der Summen und Hauptzinse jähr- 
lich, die Verzinsung halbjährlich, so hat man die Gleichung No. 6) 
$. 66. wiederholt anzuwenden und darin allmälig die Werthe 
0,1, 2,...n—1 statt n zu setzen. Geschieht diess und löst man 
die sich ergebenden Ausdrücke auf, so erhält man folgende Zu- 
sammenstellung: | 


; ö 1,09, 2R-2 0,0 
1,09, 2r— 0,0» 
PA DUR N ae] wann B 
1,04, 22-6 0,0 
K+K.0,0p 209 ni 


“ . . C . . . . “ ° “ . . . . . . ‚ 


1 0,0p 
EN EN Bo 1,092 —1 
wenn im letzten Gliede der Vervollständi ee 
un ım letzten Gliede der Vervollständigung wegen 1,0921 


zu- und abgezählt wird. Durch Summirung ergibt sich aus No. 5) 
folgende Gleichung für den gesuchten Werth: 


n.0,0p 0,0» 1,0,2° — :) 
Tg —1t 1,0921 1,0921)" 


Die Gleichungen No. 3) und No. 4) lassen sich auf die schon be- 
kannten zurückführen, wenn man Haupt- und Zwischenzinse („=p) 
gleichsetzt. Bei No. 6) ist diese Reduction nicht durchführbar. 


Die Anwendung der aufgefundenen Gleichungen bietet gleich- 
falls keine Schwierigkeit, wie sich aus Folgendem zeigt: 


6) S=K(n 
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Ein Kapital von 2000 wird in den 10 folgenden Jahren wie- 
derholt zu 4procentigen Haupt- und 2procentigen Zwischenzinsen 
angelegt. Zu welcher Sunme sind diese Anlagen im Augenblicke 
der letzten angewachsen ? 


a. Geschieht die Anlage und Verzinsung jährlich, so ent- 
steht aus No. 3), wenn X= 2000, n=10, p=4, q=?2 gesetzt 
wird: 


ARE 
n) s=200 (10-545. -) 


— 2000 (— 10 +2. 10,9497210) = 2000. 11,8994420 — 23798,8840. 


b. Wird die Hälfte der Summe (1000) halbjährlich angelegt 
und geschieht die Verzinsung I so ist der Werth aus 


No. 4), wenn , =2, 1 =1, K=1000 gesetzt wird: 
! 1,012°— 1 
8) S= 1000 (20-20. 242.200 


= 1000 (—20 +2.22,0190040) = 1000. 24,0380080 = 24038,008. 


- €. Geschieht die Anlage jährlich, die Verzinsung der Zwi- 
schenzinse halbjährlich, so ergibt sich der gesuchte Werth aus 
No.6), wenn X=2000, p=4, q=1 gesetzt wird: 


10.004 004 1,0101 

1,081 * [0R—1' 10781 
4 0,2201900 

3, ad +501° 0,001 

— 2000 (— 9,9004975 + 21,8004544) 

— 2000.11,8999569 — 23799, 9138. 


Sind verschiedene Kapitalwerthe X, , K,, Kz,.... Kn am Ende 
der folgenden n Jahre fällig und soll ihr Werth für den Zeitpunkt 
der letzten Anlage bestimmt werden, so ergibt sich derselbe, 
wenn dieselben Schlüsse, wie bisher, gemacht werden durch fol- 


gende Darstellung: 
1,0972 — - 
0 0g 


SI 


)  s=200(10— 


— 2000 (10-5, 


n—1 __ 
10) S=K,(140,0p. ae — )+ 


4...Kn-2 (140,09. 20 1a EEE —) 4 Eu | 


und es muss der Werth eines jeden Gliedes für sich bestimmt 
und alle in eine Summe vereinigt werden. 
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Auf gleiche Weise ergibt sich die Werthbestimmung, wenn 
die Anlage und Verzinsung halbjährlich, oder wenn die Anlage 
und Zahlung der Hauptzinuse jährlich und Verzinsung der Zwi- 
schenzinse halbjährlich geschieht. 


$. 69. 


Gegenwärtiger Werth künftig fälliger Summen bei 
verschiedenen Haupt- und Zwischenzinsen. 


Der Gang der ANMErPIChNDS führt auf die Beantwortung fol- 
gender Frage: 


Am Ende der n Nikanask Jahre ist die Summe K 
fällig. Welches ist der gegenwärtige Werth dieser 
Summen, wenn p Haupt- und g Zwischenzinse gerech- 
net werden? 


Erste Auflösung. 


a. Sind die Summen am Ende der Jahre fällig und geschieht 
die Verzinsung jährlich, so hat man die Formel No. 1) $. 67. wie- 
derholt anzuwenden und allmälig 1, 2, 3,....n statt n zu setzen. 
Hiernach ist der gegenwärtige Werth: 


]) 
K K K 
R= = — gg T To St 
1+0,0p rn 1 140,0p An 140,0p. 


b. Geschieht die Anlage und Verzinsung halbjährlich, so 
kommt die Gleichung No, 2) $. 67. zur Anwendung, und man hat 
allmälig 1, 2, 3, ....2n statt 2n zu schreiben. Der fragliche Werth ist: 


2) 
K K K 
1 


1,09, 2—1 OT 


Pe CN on ie un ol, 
1,0, —1 


c. Geschieht die Anlage und Zahlung der NE Omi 
lich, die Verzinsung der Zwischenzinse halbjährlich, so kommt 
No. 3) $. 67. zur Anwendung und man erhält für den gesuchten 
Werth: 

3) \ 
Er na er, = Ur BB OR 
ar 1.09, 2—1 1,0,°—1 1,0, 7—1' 
1+0,0p. 700,81 1+0,0p. en 140,0. 7,0,°1 


der politischen Arithmetik. 375 


Sind verschiedene Summen gegeben, so bleiben die vorsteh- 
enden Gleichungen in Kraft, und man hat der Reihe nach X}, &,, 
Kz,.... Kn in den entsprechenden Gliedern einzusetzen. 


Zweite Auflösung. 


Diese beruht auf der Anwendung des in $. 10. aufgestellten 
Lehrsatzes in Verbindung mit den in $. 68. aufgefundenen Glei- 
chungen No. 3), 4) und 6). Diese Gleichungen führen den Werth 
sämmtlicher Anlagen auf den Zeitpunkt der letzten zurück. Bringt 
man nun den so erhaltenen Werth nach den in $. 67. aufgestell- 
ten Sätzen auf den Anfang des ersten Jahres zurück und setzt 
statt X den für S angezeigten Werth ein, so ist die Aufgabe 
gelöst. Bezeichnet man nun den gegenwärtigen Werth durch R, 
so hat man 


a. wenn die Summen jährlich fällig sind bei jährlicher Ver- 
zinsung aus No. 3) $. 68. und No. I) $. 67.: 


np , p 1,09 N) 
4) te FR 
ARE. nl 


b. wenn die Summen ne fällig sind bei halbjähr- 
licher Verzinsung aus No.4) $.68. und No. 2) \ 67.: 


1 1,0 
K (2: „Pı lud 
Ri 9ı ne . EL 
Omr—1 
1-+0,0p, - 0.00, 


5) 


c. wenn die Summen und Hauptzinse jährlich fällig sind bei 
halbjährlicher Verzinsung der Zwischenzinse aus No. 6) $. 68. und 
N0..3) $. 67.: 


pe n. a 0,0p 1,0? —1 
?TT0g2— 1" 1,092—1' 1,09,?—1, —1) 
1,027 —] 
1+ 0,0». "Tg? —1 


Bei Vergleichung der in No. I)—6) entwickelten Gleichungen 
macht sich die Bemerkung geltend, dass die correspondirenden 
No. 1) und 4), No. 2) und 5), No. 3) und 6) auf gleiche Werthe füh- 
ren müssen, wenn sie zusammen bestehen und gleichzeitig Gül- 
tigkeit haben sollen. Aus der Form und dem Inhalte derselben 
dürfte sich aber dieser Nachweis schwer führen lassen. Es tritt 
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daher ein gerechtes Bedenken gegen das Zusammenbestehen die- 
ser Gleichungen auf. 


$. 70. 


Anwendungen. 


Um die eben gemachte Bemerkung zu verdeutlichen, soll 
der nachstehende Fall betrachtet werden. 


Am Ende eines jeden der folgenden 1) Jahre ist 
die Summe 10000 unverzinslich fällig. Wie gross ist 
der gegenwärtige Werth sämmtlicher Zahlungen, wenn 
4 Procent Haupt- und 2 Procent Zwischenzinse ge- 
rechnet werden? 


Erste Auflösung. Man kann die Frage nach der Glei- 
chung No. 1) $. 69. beantworten, indem man jede fällige Summe 
nach der Zeitdauer rabattirt und zu dem Ende dort X = 10000, 
p=4, qg=2 und n=1l0 setzt. Hiernach entsteht: 


10000 10000 10000 
140 Re 
u 058 t 0,0 TUT 03 
10000 
TR 
140,0 


Setzt man nun die angezeigten Werthe für die verschiedenen 
Potenzen von 1,02 aus den Tafeln ein und multiplieirt, wie ange- 
zeigt ist, so erhält man: 


j) p_10000., 10000 10000 10000. 10000 
) k= og + 1,0808 + L123116 + 1,1618643 + [2081616 


10000 10000 10000 10000 10000 
+ 772533348 7 1,2973713 + 1,3333188 + 1,3001851 + 1437088 


Man wird am besten thun, diese etwas mühevolle Rechnung 
durch Logarithmen anszufsheen) Der Werth des ersten Gliedes 
ergibt sich aus den Tafeln. Hiernach erhält man: 


10000 
1,04 


10000 
las 7er 1.0808 es, 9662547 = — 1 9252,406, 


= 9615,385, 
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10000 
lg 1.1346 7 3,9498551 = 188909,496,, 


10000 
lg 11648613 — 39997247 = lg 8584,692 > 


10000 
81,2081616 


10000 


— 3,9178750 = 18 8277,038, 


10000 \ . 
lg 1.207737 3,8869357 = 187707,893, 


10000 
10000 r | 
10000 


Die Zahlen der dritten Reihe sind die zugehörigen Werthe. Zählt 
man sie zusammen, so erhält man den gegenwärtigen Werth 
sämmtlicher Zahlungen: 


9) R=819233,732. 


Zweite Auflösung. Man kann aber auch die Aufgabe nach 
der Gleichung No. 4) $. 69. lösen, wenn der Werth sämmtlicher 
Zahlungen auf den Zeitpunkt der letzten zurückgebracht und dann 
der so gefundene Gesammtwerth auf die Gegenwart bei 4 Procent 
Haupt- und 2 Proceot Zwischenzinsen reducirt wird. Durch Ein- 
führung der entsprechenden Werthe in die genannte Formel 
entsteht: 


3) 
4.10. 4 1,021°—1 
Di 10000 ( W=5.15: 0,02 ) _10000 (— 10 + 21,8994420) 
= | 3101 ER 1,437 
ok al 4379888 
118994,420 


1118994,4 =5,0751613 


121,4379888— 0,1577555 
N. 4,9174058 — 82681,02. 
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Man erhält in No.2) und No. 3) zwei Werthe, als Auflösung 
für eine und dieselbe Aufgabe, deren Unterschied nicht unbe- 
trächtlich 757,29 ist und in den Gleichungen des d. 69., wie oben 
bemerkt wurde, gegründet ist. Zwei verschiedene Antworten auf 
die gleiche Frage können nicht zusammen bestehen. Welches 
ist der richtige Werth, oder sind etwa beide unrichtig? 


Versucht man nun nach der früher öfters angewendeten Weise 
sich dadurch Aufklärung in der Sache zu verschaffen, dass man 
die in No. 2) und No. 3) gefundenen Summen zu Grunde legt, die 
fälligen Zinse Schritt für Schritt zuzählt und die jeweils schul- 
digen Summen der Reihe nach abzieht, so misslingt dieser Ver- 
such. Durch eine ziemlich verwickelte Rechnung kann man zwar 
in dem unter No. 2) gefundenen Resultate zum Ziele gelangen, 
wenn man jede der dort erhaltenen Summen für sich getrennt 
behandelt, die Haupt- und Zwischenzinse für sich, getrennt von 
der betreffenden Kapitalsumme, verfolgt und dadurch einzeln die 
jeweils fälligen Summen von 1000 erzeugt. Diese Methode ist 
aber so künstlich und zusammengesetzt, dass sie sich, abgesehen 
von der beschwerlichen Arbeit, nicht zur Prüfung empfiehlt. 
Sie leidet offenbar an der erforderlichen Klarheit und Einfachheit 
und ist nicht auf das in No. 3) gefundene Resultat anwendbar, 
das sich nicht in solche Einzelsummen zerlegen lässt. Ausser- 
dem würde man hiedurch nicht viel gewinnen und ‚höchstens zu 
dem Schlusse gelangen, dass die in No. 2) angewendete Methode 
vor der andern zulassbar wäre, wenn man kein anderes Mittel 
zur Entscheidung dieser Frage hätte. 


$.. 71: 
Kritik dieser Methode. 


Dieses Mittel gewinnt man: dadurch, dass man von einem 
Falle ausgeht, worin die Resultate, worauf die Anwendung. die- 
ser Methode führen muss, zum Voraus bekannt sind. Wir wäh- 
len hiezu folgenden: 


}) A schuldet an B ein Kapital von 2500, das am 
Ende des l10ten Jahres unverzinslich fällig ist und das 
er bis zur Auszahlung zu 4 Procent Zinsen benutzen 
kann. Schuldner und Gläubiger kommen überein, dass 
sogleich gezahlt und dass bei der Vertheilung 4pro- 
centige Haupt- und 2procentige Zwischenzinse ge- 
rechnet werden. Welche Summe hat jeder anzuspre- 
chen? 
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Zur Beantwortung dieser Frage sind vorerst die Werthe fest- 
zustellen, welche jedem der beiden Interessenten im Laufe der 
Zeit zufallen und sie nach den Bedingungen der Aufgabe auf die 
. Gegenwart zurückzubringen. Die 4procentigen Zinse des Kapitals 
betragen 2500 >< 0,04 = 100. Der Schuldner hat also am Ende 
_ eines jeden der folgenden 10 Jahre 100 anzusprechen. Dem Gläu- 

biger fällt am Ende des 1Vten Jahres die Summe 2500 baar zu. 


Nun ist klar, dass die Summen, welche dem Schuldner und 
Gläubiger aus der verfügbaren Summe von 2500 zuzuweisen sind, 
zusammen nicht mehr und nicht weniger als die vorhandene 
Summe betragen können, denn die vorliegende Aufgabe verlangt, 
dass die im Laufe der Zeit den beiden Personen zufallenden 
Summen in gleichzeitige umgesetzt werden, um darauf hin 
das vorhandene, Kapital, ihren Ansprüchen und Forderungen nach 
Recht und Billigkeit entsprechend als Aequivalent zu vertheilen. 


Bringt man nun den Werth der Forderung des Schuldners 
auf die Gegenwart bei 4 Procent Haupt- und 2 Procent Zwischen- 
zinsen zurück, so erhält man nach No. 1) und No. 2) $. 70.: 


2) 
100 100 100 
aD IT 1,0817: 1,0% 1 
1-+0,04. OR 1+0,04. 08° 1+0,04. —— In 
—= $19,23732. 


Bringt man den Werth der Forderung des Gläubigers auf die- 
selbe Weise auf die Gegenwart zurück, so erhält man: 


2500 9500 
Be or Ho 10370888 00080, 
140,94. 


152500 = 3,3979400 
18 1,437988 = 0,1577555 
N. 3,2401845 = 1738,539. 
Hiernach fordert Schuldner und Gläubiger gleichzeitig 
4) S=R, + R,=819,2373 + 1738,539 = 2557,776, 


also zusammen eine grössere Summe, als die vorhandene, und 
mehr, als vertheilt werden kann. Diess ist ein Widerspruch in 
der Sache. 


Würde man die Vertheilung nach der zweiten Methode No. 4) 
$. 69. durchführen, so hätte der Schuldner zu fordern: 
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— .4.10.4 1020-1 
10(10—", + 00) 


nach No. 3) $. 70., der Gläubiger wie oben. No.3). Die Forde- 
rungen beider würden daher betragen: 


6)  S=R, + R, = 8%,8102 + 1738,539 — 3565,449. 


Diess Resultat führt auf die gleiche Ungereimtheit wie vorhin. 


Da nun die in $$. 66.—69. entwickelten Gleichungen formell 
richtig sind, denn die bei ihrer Begründung gemachten Schlüsse 
ruhen ganz auf denselben Grundsätzen, wie die früheren Metho- 
den, welche zu richtigen Resultaten führten, so kann der Grund 
der Unrichtigkeit nur in der Anlage des Calculs, hier die Annah- 
men der verschiedenen Zinsfüsse liegen. Hiedurch wird man zu 
folgendem Schlusse geführt. 


7) Sollen Kapitalwerthe, die zu verschiedenen Zei- 
ten fällig sind, unter einander verglichen, oder ihrem 
Werthe nach in gleichzeitige verwandelt werden, so 
ist hiebei die Rechnung mit verschiedenen Haupt- und 
Zwischenzinsen nicht zulässig. Wird sie dennoch an- 
gewendet, so führt sie auf unrichtige Resultate. 


Will man also richtige und verlässliche Resultate bei Ver- 
gleichung der Kapitalwerthe erhalten, so darf die Rechnung nur 
mit gleichen Haupt- und Zwischenzinsen geführt werden. 


Bestimmt man, um.diess zu zeigen, die gegenseitigen For- 
derungen des Schuldners und Gläubigers bei gleichen Haupt- und 
Zwischenzinsen (4), so ist die des Schuldners: 


1—1,04-10 
die des Gläubigers: 
25 
9) E- en — 1688,9104. 


Sie fordern zusammen: 
10) S= KR, -+ R, = 811,089 + 1688,9104 — 2500. 


Bestimmt man die Forderungen beider durch die Rechnung mit 
' einfachen Zinsen, also bei 4 Procent Haupt- und 0 Procent Zwi- 
schenzinsen, so ist die des Schuldners: 
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100 100.10 10 

R=704+1,08 1.Bt"- 10 
— 96,1538 + 80,6452 
92,5925 78.1250 
.89,2857 75.7576 
86.2069  73,5294 


83,3333 _71,4285 
447,5723 379,4837 


11) R, = 447,573 +379,4857 = 827,0580; 
die des Gläubigers ist: 
2500 
12) R= 14, = 1785,7142; 


die Forderungen beider betragen zusammen: 
13) S=R,+R, = 827,0580 + 1785,7142 = 3612,772.... 


"Vergleicht man die in diesem Paragraphen gefundenen Re- 
sultate, so ergibt sich, dass die Rechnung mit gleichen Haupt- 
und Zwischenzinsen auf ein richtiges, die übrigen Methoden auf 
_ unrichtige Resultate führen, dass die Rechnung mit einfachen 
Zinsen sich am weitesten von dem richtigen Resultate entfernt, 
dagegen die mit verschiedenen Haupt- und Zwischenzinsen, die- 
sen Fehler verbessernd, sich dem richtigen Resultate nähert, und 
zwar um so mehr, je weniger die Haupt- und Zwischenzinse von 
einander abweichen, dennoch aber unrichtig bleibt. Die Rich- 
tigkeit der im ersten Kapitel aufgestellten Lehrsätze erhalten hie- 
durch eine weitere Bestätigung. 
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Allgemeiner Beweis über die Unrichtigkeit der Rech- 
nung mit verschiedenen Haupt- und Zwischenzinsen. 


Um diesen Beweis im Allgemeinen zu führen, gehen wir von 
den im ersten und dritten Kapitel aufgestellten Grundsätzen aus. 
Dort wurde gezeigt, dass wenn ein Kapital K bei dem Zinsfuss 
p in n Jahren zurückgezahlt (getilgt und verzinst) werden soll, 
diess so zu geschehen habe, dass in den einzelnen Jahren fol- 
gende Summen gezahlt werden müssen: 


Theil XXXVLL 26 
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1) L,=4 +K&.0,0p, 
L,—= A, + K.0,0p — A, .0,0p, : 
L,— A; +K.0,0p — 4} .0,0p — A2.0,0p, 
L,= Ay + K&K.0,0p — A1-0;0p — A2-0;0p — As .0,0», 


In= An+K. 0,0p —4:: 0,0» — 4a. DO BE er ai, 


worin Ly, Lo, Las... In die in den einzelnen ‚Jahren zu zahlen- 
den Summen und A}, Ag; Ag; .... An die Tilgungssummen bedeu- 
ten, so dass 
2) K=4A +4, + As + ...- An 

ist. Bei dieser Anordnung werden zwei Dinge einander gegen- 
über gestellt: der gegenwärtige Betrag der Schuld K und die im 
Laufe der Zeit allmälig zu zahlenden Summen L,, L,, ..:: In. 
Beide Dinge sind ihrem Werthe oder Inhalte nach, nicht aber 
in der Grösse der Summen einander gleich. 

Jede Methode, welche so geeigenschaftet ist, dass sie die 
allmälig fällig werdenden Summen auf den ihnen gleichkommen- 
den Werth X zurückbringt, wird, wie diess in ‚der. Natur der 
Sache liegt, ein richtiges Resultat bedingen und deswegen zu- 
lässig sein. ı Diese, Bemerkung, wird nun auch. zur Prüfung für 
die in Frage stehende Rechnungsmethode dienen... «enügt sie 
dieser Bedingung, so ist sie als richtig anzuerkennen ; genügt sie 
nicht, so muss sie als unrichtig zurückgewiesen werden. 

In 88. 3., 6. und 42. wurde auf drei verschiedenen Wegen der 
Beweis geliefert, dass die Gleichung 1 


In 
9) Ketetint- "1,0p" 


der genannten Bedingung genügt, und den richtigeu Kapitalwerth 
angibt, wenn die einzelnen Glieder in dem Zinsfuss rabattirt wer- | 
den, worin das Kapital verzinst wird. 

Wendet man nun die Rechnung mit verschiedenen Haupt- (p) 
und Zwischenzinsen (g) auf die fälligen Summen in-No..l) an, so 
hat man dieselben der Reihe nach zu rabattiren und zu dem Ende 
1,2,3,...n statt n und L,, L,, La; .... Ln statt R in No. 1) $. 67. 7° 
zu setzen. Hiedurch entsteht: | 


ir Lög—it Lö®—-itn. mn högr Zah 
E) : q 
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Soll nun diese Gleichung genügen, so muss der Werth aller 
Glieder auf der rechten Seite dem gegebenen Werthe. X gleich- 
kommen. 


Um diess zu entscheiden, hat man die correspondirenden 
Glieder in No. 4) und No. 3) der Reihe nach unter einander zu 
vergleichen. Setzt man zu dem Ende der Kürze wegen p statt 


at so dass 1,0p" = (1 + p)" und g statt 1: so dass 1,09" 
— (14+9)" ist, und bezeichnet die Binomial- Coeffieienten der Reihe 
nach mit r,, 795’ T3,....Tr, so hat man Folgendes: 
5) A+MV=1+np+rp?+rPp?+ .-- Trp", 
—1l+rp+r3p:p-+r3P:p? +. Trp.p"! 
A+V=1l+tng trgtrg® +... t7g” 


1 r—] 
r -en trag HR? rn He. ng, 
folglich: 
1 2} 
Ca Zune —=1I4np+trop.gH+T3p.g°+rap.g’+...Trp.g’1 


q 
Vergleicht man nun den Werth der Reihe No. 5) mit dem von 
. N0.6), so zeigt sich leicht, dass derjenige der erstern grösser, 
als der der zweiten ist, wenn p>g und r grösser als 1 ist, denn 
nur die beiden ersten Glieder in No.5) und No. 6) sind einander 
gleich, Hieraus folgt, dass 


I+g)—1 
app 

oder in der ursprünglichen Form 
A x 1,097 —1 
DL En 1,0pr > 1 + 0,0p. 0,0, 


ist für 9>g und r>1. Ist p=g, so werden beide Reihen 
einander gleich, wie diess schon auf andere Weise in $. 66. und 
$. 67. gezeigt wurde. Aus No. 7) folgt umgekehrt, dass 


8) 


ist, für r>1 und p>.a. 

Hieraus zeigt sich, dass der Werth der Reihe No. 4) nicht 
auf denselben Werth wie die Reihe No.»3), sondern auf einen 
grössern führen muss, weil alle Glieder in No. 4) mit Ausnahme 
des ersten grösser sind als die in No. 3), und dass also die Rech- 
nung mit verschiedenen Haupt- und Zwischenzinsen auf unrich- 

26 * 
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tige Werthe führt. Das Gleiche gilt, wenn die Rabattirung halb- 
jährlich geschieht. 

Hiernach ist der in No.7)$. 71. aufgestellte Satz allgemein 
bewiesen. 

Die Anwendung auf besondere Fälle bestätigt die Richtigkeit 
dieses Satzes. So ist z. B. der gegenwärtige Werth der Summe 
10000, die am Ende eines jeden der folgenden 10 Jahre fällig 


ist, bei 4 Procent: 


1—1,04-10 
9) R=10000.— 5 — — 81108,958, 


während sich derselbe bei 4procentigen Haupt- und 2procentigen 
Zwischenzinsen nach No. 2) $. 70. (erste Methode) zu 


10) | R = 81923,732, 
und nach No.3) $. 70. (zweite Methode) zu 
11) R = 82681,02, 


und bei einfachen Zinsen (4 Proc. Haupt- und O0 Proc. Zwischen- 
zinsen) nach No. 11) $. 71. zu 


12) R = 82705,80 


berechnet. Offenbar kann nur eines dieser vier Resultate das 
richtige sein. No. 9) gibt den richtigen Werth an. ‚Die übrigen 
sind unrichtig. 

Mit dem Gesagten ist allerdings die Benutzung der hier ge- 
zeigten Methode für subjective Zwecke nicht ausgeschlossen. 
Ihre Resultate mögen in manchen Fällen sogar erwünschte An- 
haltpunkte bei Vergleichungen, als Annäherung an die richtigen 
Werthe, bieten. Objectiv betrachtet ist sie im Calcul unzuläs- 
sig, und einer wissenschaftlichen Begründung der politischen 
Arithmetik liegt nach meiner Ansicht die Pflicht ob, hierauf auf- 
merksam zu machen und sie als unrichtig zu bezeichnen, nicht 
aber dem Leser die Wahl zwischen einer richtigen und unrichti- 
sen Methode zu überlassen, ohne diess angedeutet zu haben. 
Wählt er ungeachtet dieser Hinweisung dennoch die unrichtige 
Methode, so mag er es auf seine Gefahr thun. 


Termin- oder Zeitrechnung. 
$. 78. 


Reduction mehrerer Zahlungssummen auf einen 
bestimmten Zeitpunkt. 


Die sogenannte Termin- oder Zeitrechnung findet in ‘den ver- 
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schiedenen Lehrbüchern eine besondere Stelle. Sie soll auch 
hier kurz erwähnt werden. Ich habe sie zwar“schon in meiner 
Anleitung $. 15. und $. 40. angeführt und auf die richtige Berech- 
nungsweise hingedeutet, die Sache selbst aber nicht näher erör- 
tert, da ich es für genügend hielt, die Elemente eines richtigen 
Caleuls im Allgemeinen gezeigt zu haben. Es wird übrigens 
sachgemäss sein, hier das Wesentliche der Sache hervorzuheben, 
um den hierher gehörigen Fragen die richtige Stelle anzuweisen, 
da auch hier die Ansichten schwanken und aus einander gehen. 


Sind nämlich mehrere Summen (gleiche oder ungleiche) un- 
verzinslich im Laufe der Zeit fällig und soll ihre Gesammtsumme 
auf einmal gezahlt und der hiefür erforderliche Zeitpunkt bestimmt 
werden, so nennt man die hiefür dienende Methode Termin-, 
auch Zeit-Rechnung. 


Die meisten Lehrbücher, welche diese Frage behandeln, 
wenden zu ihrer Beantwortung die Rechnung mit einfachen Zin- 
sen an. Nur wenige benutzen zu ihrer Lösung die Zinszins- 
rechnung, ohne jedoch den nöthigen Beweis für die Richtigkeit 
der einen oder der andern zu geben und die Frage zu entscheiden. 


Die fälligen Summen können entweder unter sich verschie- 
den oder einander gleich sein. Diess ändert im Entwicklungs- 
gange nichts. Da die letztere eine einfachere Behandlung zu- 
lässt, so werde ich mich hierauf beschränken. Der Schluss in’s 
Allgemeine ergibt sich dann leicht. Wir heben hauptsächlich 
folgende zwei hierher gehörige Probleme hervor. 


1) Am Ende der folgenden n Jahre ist jeweils die 
Summe X unverzinslich fällig. Statt aller Zahlungen 
soll nur eine gemacht werden. Wie gross ist der be- 
zügliche Werth, wenn die Gesammtzahlung sogleich 
oder am Ende des ersten, zweiten, u. s. w., oder des 
letzten Jahrs gemacht und p Procent Zins gerech- 
net werden 


a. bei der Rechnung mit Zinseszinsen ? 
b. bei der Rechnung mit einfachen Zinsen? 


Auflösung zu a. Nennt man den Zeitpunkt, zu welchem 
die Gesammtzahlung gemacht werden soll, z, so hat man den 
Werth sämmtlicher Summen auf diesen Zeitpunkt zurückzubrin- 
gen. Die Summen, welche bis zu diesem Zeitpunkte fällig sind, 
haben folgenden Werth: 


1,0p9:—1 
2) S =K.1,0p2-1+K.1,0p°2 +... K.1,0p+K=K. 0,05 B 
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die Summen, welche nach diesem Zeitpunkte fällig sind, folgenden: 


K K K IR 1-1, 0p-"tz 
A  * 


K 
die Gesammt- Zahlung bestimmt sich daher durch folgende Glei- 


chung: 


A 1,0p— —1 In 0p 4 1,0p—1,0p rt 
0 N 


1—1,0p- 1,07 —1 


u ae nee 0,09 .1,0p0=3' 


Auflösung zu b. Behandelt man die fälligen Summen wie 
unter a. mit einfachen Zinsen, so erhält man zur Bestimmung des 
Gesammtwerthes Folgendes: 


(—1)p ( a) ( 5) 
100. ERLITT TERN er 


Mh ar 
rt pt na 


306 z(2—1)p K K | ZN 
DyN) Salat ao) in 1,0p Pi 20» 1,0(n— z)p' 


Wir wählen zur Verdeutlichung des Gesagten folgenden Fall, 
der einen etwas grössern Zeitraum umfasst, damit .die abwei- 
chenden Resultate stärker hervortreten, was bei kleinern Zeit- 
räumen nicht der Fall ist. 


6) Am Ende der folgenden 15 Jahre sind je 1000 un- 
verzinslich fällig. Statt aller Zahlungen soll nur eine 
gemacht werden. Wiegross ist der betreffende Werth, 
wenn die Gesammtzahlung sogleich oder am Ende des 
ersten, zweiten, u.s. w., oder letzten Jahres geleistet 
und 5 Procent Zins gerechnet werden 


a. bei der Rechnung mit Zinseszinsen? 
bh. bei der Rechnung mit einfachen Zinsen? 


Setzt man nun in No. 4) und 5) X=1000, p=5, n=15, und für 
x allmälig die Werthe 0, 1, 2,....15, führt dann die erforderli- 
chen Werthe aus den Tafeln $. 14. ein und die angezeigten Ge- 
schäfte aus, was ohne Schwierigkeit geschehen kann, so erhält 
man folgende Zusammenstellung, worin die Resultate der Rech- 
nung angegeben sind: 
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u) 


Zeit. Gesammtleistung nach 
der Rechnung mit Zin- 


Gesammtleistung nach 
der Rechnung mit ein- 


(Ende des k \ 
Jährde‘) seszinsen. fachen Zinsen. 
Gegenwart. 10379,6580 10980,8352 
1 10598,6409 11409,4066 
2 11443,5730 11871,1715 
3 12015,7516 12365,1107 
4 12616,8392 12890,1107 
5 13247,3661 13444,9494 
6 13908,7345 14028,2828 
7 14605,2212 14638,6276 
8 15335,4823 15274,3419 
9 16102,2564 15933,6011 
10 16907,3692 16614,3704 
11 17752,7376 17314,3704 
12 18640,3745 18031,0370 
13 19572,3932 18701,4718 
14 20551,0129 19502,3810 
15 .. 21578,5695 20250 


Man sieht aus dieser Zusammenstellung die ‚bedeutenden 
Abweichungen, worauf die Werthbestimmungen führen. Man kann 
nun die Gesammtsumme irgend eines Jahres herausheben und 
sie, wie früher geschah, Schritt für Schritt verfolgen und wird 
die bisher aufgestellten Sätze bestätigt finden, wornach die durch 
einfache Zinsrechnung ermittelten Werthbestimmungen unrichtig 
und die durch Zinszinsrechnung ermittelten richtig sind. 
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Bestimmung der Zahlungszeit (Termin) einer Gesammt- 
summe statt. der einzeln fälligen Zablungssummen. 


Hier handelt es sich um Beantwortung folgender Frage: 


Am Ende der folgenden n Jahre ist jeweils am Ende 
der Jahre die Summe K unverzinslich fällig. Die Ge- 
sammtsumme S=nK soll auf einmal gezahlt werden. 
Wann muss die Zahlung geschehen, wenn p Procent 
gerechnet werden 


a: bei der Rechnung mit Zinseszinsen? 
b. bei der Rechnung mit einfachen Zinsen? 
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Erste Auflösung. 


Zu a. Man nenne die Zahl der Jahre, nach deren Ablauf 
die Gesammtsumme gezahlt werden muss, x, und bringe dann 
den Werth aller Zahlungen auf die Gegenwart zurück. Dadurch 
entsteht: 


BO UHR LER Ka 
1) pt 0 tm - 


Eben so bringe man den Werth der nach x Jahren fälligen Ge- 
sammtsumme auf die Gegenwart zurück. Es entsteht: 


N) nK 
2) R, —_ 1,0p* use 1,0p=' 
beide Werthe müssen einander gleich sein. Man erhält daher: 
Ss 
B)) R= 03° 
und hieraus nach den erforderlichen Umänderungen: 
1—1,0p—" 


_1gs—IgR Br,’ 
RT 5 lg 1,0» 
wenn statt S und R die Werthe aus No. 1) und 2) eingeführt 
werden. Diese Auflösung findet sich in meiner Anleitung $. 40. 
in anderer Form vorgetragen. 


4) 


Zu b. Wendet man dieselben Schlüsse auf die Rechnung 
mit einfachen Zinsen an, so hat man: 


la ae 
RS 5:10 _ nK.100 
"7 1,02p 100 + z2p —100+ zp 
Beide Werthe müssen einander gleich sein, und es ist: 
100.8 nK.100 


5) 


6) 


N R= 


100 +2p  100+2p’ 
und hieraus: 
8) „_1%0.S _ 100 
Rp p 


Ist nun, wie in dem Falle No. 6):$.73. die Summe 1000 jeweils 
am Ende der 15 folgenden Jahre unverzinslich fällig, und fragt 
man: Wann muss die Gesammtsumme, von jetzt an gerechnet, 
gezahlt werden, wenn 5 Procent Zins gerechnet werden? so 
erhält man zur Bestimmung dieses Zeitpunkts durch Einführung 
der entsprechenden Werthe 
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a) bei der Rechnung mit Zinseszinsen aus No. 4): 


r 1815 —1g 10,3796580  1,1760913— 1,0161831 
nr; FEAR 0ST1803 


0,1599082 


18 0,1599082 — 0,2038707 — 1 
150,0211893 — 0,3261167 — 2 


N. 0,8777540 —= 7,546647 ; 


b) bei der Rechnung mit einfachen Zinsen, wenn man in 
No.8) die entsprechenden Werthe mit Rücksicht auf No. 7) &. 73. 
R = 10980,8352 einsetzt: 


15000.100 100 300000 
5.10980,8353 "5 — T0950,3352 20 =17,32032, 


12300000 —5,4771213 
1210980,83 — 4,0406354 
N. 1,4364859 = 27,32032. 


INRz= 


Zweite Auflösung. 


Zu a. Man bringe den Werth sämmtlicher Summen auf den 
Zeitpunkt der letzten Zahlung zurück. Hiernach erhält man: 


1) S,=K.1,0p"—14&.1,0p°—2+K&.1,0p"-3 +... K.1,0p+K 


1,0pr — 1 
= FE 0 


Nun beziehe man die Zeit, in welcher die Gesammtsumme ge- 
zahlt werden muss, auf denselben Zeitpunkt, nenne die Zeit, 
welche zwischen beiden Zeitpunkten liegt, z, und führe sodann 
den Werth der Gesammtzahlung auch auf den Zeitpunkt der 
letzten Zahlung zurück. Es entsteht: 


12) S, = 8.1,092 = nK.1,0p:. 
Aus No. 11) und 12) entsteht, da beide Werthe gleich sein müssen, 
1,0p" — 1 


S.1,0p= S, —=KÄK, 005, WR h0p°, 


und hieraus: 


13) El et DE GE TE 
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Zu b. Wendet man: dieselben Schlüsse 'auf die Rechnung 
mit einfachen Zinsen an, so erhält man: 
14) 


n(n— 1) pP (14* —] m)= K zp\ 
x(n4 13 10) rRl14 Tg) nk BE 
und hieraus: 


n—] 


15) = 


Diess ist die Methode, welche gewöhnlich zur Auflösung die- 
ser Aufgabe gegeben wird und auch ir meiner Anleitung $. 15. 
in etwas allgemeinerer Form mitgetheilt ist. 

Werden nun die entsprechenden Zahlenwerthe eingeführt, so 
ergibt sich im vorliegenden Falle aus No. 13): 


N Eee 
I 2m 005 5 1821,5785636--1815 
knlhdr 181,05 zr 181,05 
1,3340225 — 1,1760913 _  0,1579312 
= 9,0911893 7.00 


180,1579312 = 0,1984679 — i 
1850,0211893 — 0,3261167 — 
N. 0,8723512 = 7,453345. 
Aus No. 15) wird: 


15 —1 
17) = —. -=1. 


Dritte Auflösung. 


Zu a. Man nehme an, dass die Gesammtsumme in © Jahren 
von jetzt an gerechnet zu zahlen sei und bringe dann den Werth 
sämmtlicher Zahlungen, welche vor und nach diesem Zeitpunkte 
fällig sind, auf er Zeitpunkt zurück. Hiernach ist: 


19) S=K.10p-1+&.1,0p°-2 4 ....K.1,0p + K 


+7,02 + 1,092 # 1095 # ° T,0pm: 
 b0pe—l, „ 1-1,0pontz 
—ıK. 0.05, 


Diess führt zu der Gleichung: 
1,0p* ie 1—1 Tre 
7 00p FT 


I) NS = 
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Hieraus erhält man nach den nöthigen Umformungen: 


1— 1,0p* 
20) 2 —— ——. 


Diess ist dieselbe Gleichung, welche in No. 4) gefunden wurde. 

Zu b. Man kann nun, wie unter a., so auch für die Rech- 
nung mit einfachen Zinsen eine Gleichung zur Auffindung dieses 
Zeitpunkts entwickeln. Ihre Aufstellung, noch mehr aber ihre 
Auflösung, ist aber mit solchen Weitläufigkeiten verbunden, dass 
es sich der Mühe nicht lohnt, zumal in Aussicht steht, dass sie 
auf ein‘ von den bisher gefundenen verschiedenes Resultat. füh- 
ren wird. 

Eine vierte Auflösung zu a. ergibt sich, wenn man wie 
bei der dritten verfährt und den Zeitpunkt der Gesammtleistung 
auf den der letzten Zahlung bezieht. Man erhält dann folgende 
Gleichung: 


1,0p"—1 


we. 1,0p%r2—1 1-1,0p= us 
und hieraus: 
1,09. — 1 
ST 5 
2) Ber lg 1,0p } 


Diess ist die in No. 13) gefundene Bestimmung. 

Vergleicht man nun die gefundenen Resultate, so stimmen 
die durch Zinszinsrechnung gefundenen unter sich genau überein. 
Der Werth von z bezieht den Zeitpunkt der Gesammtzahlung 
auf die Gegenwart; der von z auf denjenigen der letzten Zahlung. 
Beide Werthe ergänzen sich gegenseitig und es ist 


2 =n—z=15 —7,453345 =17,546655 , 
wie denn n=x-+z sein muss. Die unbedeutende Differenz in 
der letzten Ziffer rührt von der Rechnung mit Logarithmen her, 
wobei die letzte Ziffer nicht immer zuverlässig ist. Es lässt sich 


nämlich aus No.4) und No. 13) leicht nachweisen, dass n=x+z 
sein muss, denn es ist: 


1-10p _ 1,0pr—1 


len Top TE Tggp IE 
a Wo lg1,0p lg 1,0p 
1,0pr —1 1,0pr —1 1,0p"— 1 Fe 1,0pr—1 


lg 


‚ 181,0p lg 1,0p 


0 up 7 > 00 HE 


> 


# 
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also 
Igl,0p% n.181,0» 
23) te 


Diese Harmonie findet bei den durch die Rechnung mit ein- 
fachen Zinsen gefundenen Resultaten, wie man sieht, nicht statt. 
Sie widersprechen sich und den eben gemachten Bemerkungen, 
denn nach No. 10) soll die Gesammtzahlung in 7,320.... von jetzt 
an gerechnet, und nach No. 17) soll sie 7 Jahre vor der letzten 
Zahlung, also in 8 Jahren von jetzt an gerechnet, geschehen. 
Sie führen offenbar auf unrichtige Resultate. 


Aus dem Gesagten geht unzweifelhaft hervor, dass bei der 
sogenannten Termin- oder Zeitrechnung die Rechnung mit ein- 
fachen Zinsen, wie überall, auf unrichtige Resultate führt und 
daher unzulässig ist, obgleich sie in verschiedenen Lehrbüchern 
als unbeanstandet vorgetragen wird. 


Man kann die Richtigkeit der in No. 4) und No. 13) gefunde- 
nen Resultate durch den Thatbestand nachweisen, wenn man 
Schritt für Schritt die Zahlungsleistungen verfolgt, die Gesammt- 
summe an dem festgestellten Zeitpunkte verabfolgt und dann die 
Rechnung bis zur letzten Zahlung fortführt. Diess lässt sich in 
Kürze auf folgende Weise zeigen. 

Hat Jemand in den folgenden 15 Jahren je 1000. zu zahlen 
und zahlt er die Gesammtsumme von 15000 erst in 7,5466.. 
Jahren auf einmal, so ist seine Schuld am Ende des T7ten Ichibs 
bei 5 Procent auf 


1,05” — 1 
S—= 1000. 0.08 


angewachsen, weil er in der Zwischenzeit keine Zahlung leistete. 
Nimmt man der kürzern Rechnung wegen den Zeitpunkt der Ge- 
sammtzahlung zu 7,546 Jahren an, so betragen die Zinse dieser 
Schuld in 0,546 Jahr 8142,085.0,546.0,05 = 222,2768. Daher er- 
wächst seine Schuld bis zu dem bestimmten Zeitpunkt auf 
S, = 8142,0085 + 222,2768 = 8364,2853. 
Zahlt er nun die Gesammtsumme, so bleibt ein Ueberschuss von 
R = 15000 — 8364,2853 = 6635,7147. 


Dieser wächst für den ÜUeberrest des Jahres von 0,454 um den 
Zinsbetrag von 6635,7147. 0,454. 0,05 = 150,6307. Das disponible 
Kapital am Ende des 8ten Jahres ist daher: 


S, = 6635,7147 + 150,6307 = 6786,3414. 


— 8142,0085 


ee 
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p Werden hievon die am Ende des 8ten Jahres fälligen 1000 ab- 
.. gezogen, so bleibt die Summe 5786,3414 übrig, welche genügt, 
” um die am Ende der folgenden 7 Jahre fälligen Summen von 
= 1000 zu decken, denn man hat hiezu ein Kapital von 


11,057 
0,05 
nöthig, welches ganz nahe mit dem eben angegebenen Werthe 


zusammenfällt. Die kleine Differenz rührt von der Rechnung mit 
abgekürzten Zahlen her. 


R = 1000 - — 5786,3734 


0.770: 
Schlussbemerkungen. 


In allen bisher behandelten Fällen wurde vorausgesetzt, dass 
bei Heimzahlung der Kapitalien der vorgeschriebene Tilgungs- 
plan richtig eingehalten, die fälligen Zinse pünktlich auf die be- 
stimmte Zeit gezahlt und wieder nutzbringeud angelegt werden 
oder werden können. Nur unter dieser Bedingung können die 
gefundenen Resultate in Geltung erhalten werden. Bei geordne- 
ten Verhältnissen wird diess auch zutreffen, wie bei Tilgung der 
Anleihen in Staaten mit geordneten Finanzen. Hier sind die 
Bedingungen des Calculs vollständig vorhanden. 


In andern Verhältnissen, und namentlich bei Privaten, wird 
diese Voraussetzung nicht immer, und diess ist vielleicht der ge- 
wöhnliche Fall, zutreffen, und es werden sich manche Schwie- 
rigkeiten einer pünktlichen Erfüllung der Verpflichtungen und der 
Möglichkeit alsbaldiger Zinsanlage entgegenstellen, wie die Saum- 
seligkeit der Schuldner, der Mangel eines Geldmarkts, die Un- 
sunst der Verhältnisse, zu kleine Summen u. dergl. 


Es wäre nun ganz ungeeignet, die Schwierigkeiten und Hin- 
dernisse, welche sich der genauen Durchführung der aufgefunde- 
nen Resultate entgegen stellen und sie in einzelnen Fällen oft 
zur Unmöglichkeit machen, läugnen oder ignoriren zu wollen. 
So wird nach den entwickelten Lehrsätzen die Summe 10, ein- 
mal angelegt und jährlich zu 5 Procent verzinst, in 20 Jahren zu 
der Höhe 

— 10. 1,0520 = 26,5329 


erwachsen; eben so wird die Summe 1, wiederholt jährlich an- 
gelegt und zu 5 Procent verzinst, in 50 Jahren sammt Zinseszins 
zu einem Kapitale von 

1,0550 


| i 
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erwachsen, oder eine zu 5 Procent verzinsliche Schuld von 100 
in 36—37 Jahren vollständig getilgt sein, wenn jährlich 6 Pro- 
cent Zins statt 5 Procent gezahlt werden. Wenn aber diese 
Fälle im Einzelnen praktisch durchgeführt werden sollen, so wird 
es dem besten Willen und der grössten Thätigkeit kaum gelin- 
gen, die sich entgegenstellenden Schwierigkeiten und Hindernisse 
glücklich zu überwinden. Nur eine hiefür eingerichtete Annuitä- 
ten- Anstalt wird im letzten Falle da Hülfe bringend eintreten 
können, wo die einzelne Kraft nicht hinreicht. 


Wollte man aber umgekehrt aus dem Umstand, dass die 
Sätze der politischen Arithmetik in einzelnen Fällen des prakti- 
schen Lebens nicht ihre volle Geltung finden können, die Folge- 
rung für gerechtfertigt halten, dass ihre Sätze überhaupt nicht 
anwendbar und zulässig seien, so dürfte diess noch viel unge- 
eigneter erscheinen. Die politische Arithmetik hat diese Unvoll- 
kommenheit mit allen Zweigen der Mathematik gemein, welche 
sich mit der Anwendung auf das praktische Leben beschäftigen, 
da sie einen Theil derselben bildet. Die angewandte Mathematik 
stellt die Gesetze über den freien Fall der Körper, über die Bahn 
geworfener Körper, über den Ausfluss der Flüssigkeiten u. s. w. 
fest. So bald sie aber im einzelnen Falle zur Anwendung kom- 
men sollen, zeigt sich in noch viel grösserem Maasse als hier 
die Undurchführbarkeit. Niemand wird sich aber beigehen lassen, 
aus diesem Grunde die Richtigkeit der von ihr aufgestellten Lehr- 
sätze in Zweifel zu ziehen oder für unzulässig zu erklären, denn 
diese Beschränkung rührt nicht von der Theorie, sondern von der 
Einwirkung äusserer Ursachen her, welche keinenfalls der Theorie 
zur Last fallen können. Im Gegentheil wird Jedermann bemüht 
sein, durch Nachhülfe, Verbesserungen und Abwendung der stö- 
renden Ursachen die Praxis der Theorie anzupassen und zu nähern, 
wozu die Geschichte dieser Wissenschaft eine Menge von Bele- 
gen liefert. 

In ganz gleicher Weise stehen die Lehrsätze der politischen 
Arithmetik dem praktischen Leben gegenüber. In mancher Be- 
ziehung befinden sie sich sogar in günstigerer Stellung, wie bei 
der Tilgung der Staats- Anleihen, bei solchen Anstalten, die mit 
grossen Geldsunmen arbeiten, Hinterlegungs- und Versicherungs- 
kassen, Annuitäten u.s.w. Hier finden ihre Sätze volle und un- 
verkürzte Geltung und Anwendung. 


Anstatt aber, wie in den übrigen Zweigen der Mathematik, 
dahin zu streben, den von ihnen aufgestellten Sätzen nachzukom- 
men und die Praxis der Theorie zu nähern, ist man auf den un- 
erwarteten Ausweg gekommen, ihre Sätze, weil im einzelnen Falle 
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wegen äusserer Hindernisse oft undurchführbar, für unzulässig zu 
erklären. Diess ist namentlich von vielen Rechtslehrern geschehen, 
welche die Lehre von der Zinszins- Rechnung bei Berechnung des 
Interusuriums verwerfen und sich nicht mit dieser Negation begnü- 
gen, sondern die Lehre von der einfachen Zinsrechnung (die so- 
genannte Hoffmann’sche Methode) an ihre Stelle setzen, deren 
Unrichtigkeit in aller Strenge nachgewiesen wurde. Ganz unge- 
rechtfertigt erscheint dieses Vorgehen. Denn an die Stelle einer 
richtigen Methode kann offenbar nicht eine im Prineip durchaus 
unrichtige gesetzt werden, weil sie bei der Anwendung einige 
mögliche Collisionen umgeht. 

Ein Punkt ist hier noch hervorzuheben, der sich auf die Be- 
nutzung der Kapitalwerthe bezieht und der, wie es scheint, nicht 
immer ‚richtig gewürdigt wurde. 

Die Benutzung eines Kapitals wird‘ durch den Begriff Zins 


bezeichnet. Er ist relativ und wird gewöhnlich durch die Ver- 


hältnisse oder Uehbereinkommen festgestellt. Werden nun Kapi- 
talwerthe, die zu verschiedenen Zeiten fällig sind, nach einem 
bestimmten Zinsfusse auf einen und denselben Zeitpunkt zurück- 
gebracht, so wird hiedurch immer nur eine Ausgleichung für vor- 
handene Forderungen und Ansprüche, welche sich gegenüber 
stehen (Schuldner und Gläubiger), ermittelt. Die Werthberech- 
nung dieser Forderungen muss auf. richtiger Grundlage und muss 
jedem Anspruch in vollem Maasse gerecht werden. Diese Grund- 
lage ist, wie gezeigt wurde, einzig und allein die Rechnung mit 
Zinseszinsen, und zwar mit gleichen Haupt- und Zwischenzinsen. 
Sie muss unverrückt festgehalten werden. Jede andere führt zu 
unrichtigen Resultaten, also auf Beschädigung der einen oder 
andern Seite. Die Möglichkeit, wie Jemand die auf diesem Wege 
ihm zugewiesene Kapitalsumme benutzen kann, kommt. vorerst 
gar nicht in Betrachtung und kann nicht in Betrachtung kommen, 
denn es hängt von seiner Geschicklichkeit, Thätigkeit, Gewis- 
senhaftigkeit, Sparsamkeit, Zeitverhältnissen und verschiedenen 
äusseren Umständen ab, wie er die ihm zugewiesene Summe 
benutzen wird und kann. Dem Calcul sind alle diese Dinge un- 
zugänglich und unanfassbar. Kann Jemand eine in einem Zins- 
fuss -ihm zugewiesene Summe durch seine Geschicklichkeit 
oder wegen äusserer günstiger Verhältnisse in einem höhern Zins- 
fuss: benutzen, so ist diess. sein Vortheil, der aber in den Calcu! 
nicht übertragen werden kann. Eben so wenig kann hiebei der 
Umstand. in Betrachtung kommen, wenn Jemand eine ihm in 
einem bestimmten Zinsfuss zugewiesene Summe durch Ungeschick- 
lichkeit, Nachlässigkeit oder Trägheit theilweise oder ganz ver- 
liert oder in einem niedrigern ‚Zinsfuss benutzt. Die Basis der 
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Ausgleichung kann hierauf keine Rücksicht nehmen. Sie muss 
objeetiv und vollwerthig sein und auf richtiger Rechnung beruhen. 
Diesen Punkt haben namentlich alle diejenigen Rechtslehrer ausser 
Acht gelassen, welche behaupten, dass bei der Werthberechnung 
der Forderung einzelner Personen die Möglichkeit der Benutzung 
nach der Zuweisung berücksichtigt werden soll, und haben hieraus 
ein Moment für die Rechnung mit einfachen Zinsen hergeholt, 
was nach meiner Ansicht durchaus unstatthaft und bei einer rich- 
tigen Kapitalberechnung unzulässig ist. | 

Hierzu liefern die in $.71. und $.72. behandelten Fälle einen 
eben so einfachen als überzeugenden Beleg. 


Hat Jemand eine Summe von 250 nach 10 Jahren an seinen 
Gläubiger auszuzahlen, die unterdessen zu Aprocentigen Zinsen be- 
nutzt werden kann, und soll sie sogleich unter dieser Voraus- 
setzung unter beide vertheilt werden, so sind nach der Zinszins- 
Rechnung dem Nutzniesser 81,10895 und dem Eigenthümer 168,89104, 
zusammen 250, zuzuweisen. Kann nun der Eigenthümer die er- 
haltene Summe nicht sofort den Voraussetzungen entsprechend 
nutzbringend anlegen, so wird es der Nutzniesser noch weniger 
können. Beide sind dann in gleicher Lage und keiner ist bevor- 
zugt. Wollte man nun, um diess zu vermeiden, nach der ein- . 
fachen Zinsrechnung dem Gläubiger 178,57142 (No. 12) $. 71.) und 
dem Nutzniesser den Rest mit 71,42858 zuweisen, so käme letz- 
terer offenbar in Schaden. Würde man aber dem Nutzniesser 
82,7058 und dem Eigenthümer den Rest 167,2942 zuweisen, so 
käme dieser jedoch unbedeutender in Schaden. Würde die Ver- 
theilung nach 4 Procent Haupt- und 2 Procent Zwischenzinsen 
ermittelt, so träte derselbe Fall ein. Nur eine Rechnungsweise 
beschädigt weder den Nutzniesser, noch den Eigenthümer und 
ist die objectiv richtige. 

Dabei ist jedoch nach meiner Ansicht eine billige Berück- 
sichtigung der Verhältnisse des praktischen Lebens nicht ausge- 
schlossen. Sie darf aber nicht auf einer offenbar falschen Grund- 
lage beruhen. 


$. 76. 
Fortsetzung. 


Dass eine strenge Durchführung des Calculs bei der Anwen- 
dung auf hesondere Fälle, bei allem Streben, demselben gerecht 
zu werden, oft nicht möglich ist, kann nicht in Abrede gestellt 
werden. Man hat sich dann zu begnügen, möglichst annähernde 
Werthe an die Stelle der vorgeschriebenen zu setzen. Diess 
soll an folgendem Falle gezeigt werden. 
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DD Ein Staat hat eine Schuld von 2000000 zu 5 Pro- 
centin 10 Jahren so zu tilgen, dass jährlich 200000 am 
Kapital nebst den Zinsen abgetragen werden. Die 
Schuld soll in eine gleichwerthige 4procentige umge- 

wandelt und die erforderliche Anzahl von Schuld- 
scheinen zu 100 ausgegeben werden. Wie vieleSchuld- 
scheine sind auszustellen? Wie geht die Rückzah- 
lung vor sich? | 

Auflösung. Die Summen, welche zur Heimzahlung der 
- Schuld bei jährlieher Verzinsung in den folgenden 10 Jahren 
_ nöthig werden, ergeben sich aus No. 1) $.32., wenn A—=200000, 
K = 2000000 und p=5 gesetzt wird, und sind der Reihe nach 
- 300000 , 290000, 280000, 270000, ....220000, 210000. Diese Werthe 
hat man entweder einzeln in 4procentige umzusetzen oder nach 
8.47. No, 2) zu verfahren. Wird dort A= 200000, K = 2000000, 
Ep=5, q=4, n=10 gesetzt, so entsteht: 


2) 
< 101-308; 9 x 
# — (200000 + er 303 e Tom e 
— 50000.8,1108958 + 2500000.0,6755642 
— 405544,7889.... + 1688910,422 
— 2094455,21. ' 
Der Staat hat hiernach eine nominelle Schuld von 2094455,21 
statt 2000000. zu übernehmen und 20945 vierprocentige Schuld- 


scheine zu je 100 auszustellen, wenn 55,42 zu einem vollen Schuld- 
schein gerechnet wird, sie zu verzinsen und tilgen. 


Da die Schuld nach dem oben aufgestellten Tilgungsplan 
zurückgezahlt werden muss, so sollten der Reihe nach in den 
folgenden 10 Jahren die oben angegebenen Summen 300000, 290000, 
280000, .... 210000 gezahlt werden. Die strenge Einhaltung die- 
- ser Werthe wird nicht durchführbar sein. Der Tilgungsplan erlei- 
det daher folgende Modification : 


istes Jahr. Stand der Schuld . . . .. 2.2.2.2... 2094500 
DEI PENDS  DIDZU N 83780 

2 23178280 

x Zins mit 83780 und 2162 Schuldscheinen ab . 299980 
Bestand der Schuld. en meta 878300 
RI TTS EN 75132 . 

| 1953432 

Hievon Zins und 2149 Schuldscheme ab. . 2390032 

7663400 
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ötes Jahr. 


4tes 


5tes 


6tes 


Ttes 


Stes 


Ites 


10tes 


> 


Stand der Schuld . . ... een .N 
Zins hinzu 34 Wat 2,r, VAR BRTREE | 


1729936 


Hievon Zins und 2135 Schuldscheine 


Stand’ der"Schuld:! N. rn Sa 


Zins Hinzu..." HN I EI IR In 


Hievon Zins und 2120 Schuldscheine 


Standsder.: Schuld»; u. »@ 722% Diaz 


Zinsshinzis uf. ae 


Hievon Zins und 2105 Schuldscheine 


Hievon Zins und 2089 Schuldseheine 


Stand. der Schuld: ..- . . 20. 2 sr ee 
Zins hinzu: “3 aaa 2 


Hievon Zins und 2073 Schuldscheine 


Stand: der Schuld. . user & 


Zins hinzu. mn 00 a a N N 


Hievon Zins und 2056 Schuldscheine 


Hievon Zins und 2038 Schuldscheine 


Stand ‚der. Schuld... “4. 4 „A Ve 


Zins’ hinzu. a sueklae nen a EEE 


‚Hievon Zins und 2018 Schuldscheine ab. . 


1663400 
66536 


280036 


1449900 


57996 


1507896 


269996 


1237900 


49516 
1287416 
260016 


Stand: deriSchuld ©... “w.1:C. nz AR, Ban 1027300 


Zins'hinzun.. nsihauraas I ae 


41096 
1068496 
249996 
818500 
32740 
851240 
240040 
"611200 
24448 
635648 
230048 


Stand der Schuld . . 2. 2. 2.2 2 22. ; 405600 


Zins: hinzu:. WNtz use Bela a 


16294 
421824 
220024 
301500 
8072 
209872 
209872 
000000 


Man sieht, dass die Schuld als eine Aprocentige mit der letz- 


ten Zahlung getilet ist. 


Die zurückgezahlten Schuldscheine be- 


tragen zusammen 20945 und stellen daher eine vierprocentige nomi- 
nelle Schuld von 2094500 in runder Summe vor. Der ursprüngliche 
Tilgungsplan konnte nicht in aller Strenge durchgeführt werden, 
denn statt der oben festgestellten Summen wurden folgende: 299980, 
290032, 230036, 269996, .... 220024, 209872 ausbezahlt, welche bald 
etwas höher, bald etwas niederer als die genannten sind. Das 
oben Gesagte findet hiermit seine Bestätigung. 
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XVII 


Beitrag zur Auflösung kubischer Gleichungen mittels 
kyklischer und hyperbolischer Functionen. 


Von 
Herrn Dr. /YVilh. Matzka, 


Professor der Mathematik an der Hochschnle zu Pra g- 


Herr Oberlehrer J. F.W. Gronau in Danzig, welcher dem 
mathematischen Publikum bereits durch einige kritische Abhand- 
lungen über algebraische Fragepunkte sich vortheilbaft bekannt 
gemacht hat, veröffentlichte in einer Abhandlung, betitelt: „Auf- 
lösung der kubischen Gleichungen durch trigonome- 
trische Functionen des Kreises und der Hyperbel, 
nebst Tafeln für die letzteren ‘“*), eine recht umständlich 
und folgerecht durchgeführte, daun von vielen Beispielen erläu- 
terte und sonach sehr verdienstliche, Darstellung der Berechnung 
sämmtlicher drei Wurzelwerthe drittgradiger Gleichungen aller 
möglichen Formen, mit Hülfe der Kreis- und Hyperbelfunctionen. 
Bei Durchlesung des mir verehrten Exemplars dieser höchst 
beachtungswürdigen Abhandlung verfiel ich auf ein Paar andere 
Uebergänge von der zu Grunde gelegten, alle drei Wurzelwerthe 
der kubischen Gleichung in sich fassenden, cardanischen Formel 
zu den kyklometrischen und hyperbolischen Cosinus und Sinus, 
so wie auch auf dreideutige, sämmtliche drei Wurzelwerthe lie- 
fernde, Rechnungsausdrücke in derlei Funetionen. Die öffentliche 
Beisteuer dieses geringen Scherfleins zur Auflösung der Glei- 
chungen dritten Grades wolle nicht missfällig aufgenommen werden. 


*) Separatabdruck aus den „Neuesten Schriften der natur- 
forschenden Gesellschaft in Danzig‘, 6. Bandes 2. und 3. Heft. 
4. Danzig 1861. 
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2. 


Zurückleitung der allgemeinsten Form von Gleichungen dritten 
Grades auf eine leichter lösbare Hilfsform. 


Die allgemeinste oder vollständige Form der algebraischen 
Gleichungen dritten Grades ist: 


() Ay’+ By?+Cy+D=0, 


in welcher nothwendig die dritte Potenz der Unbekannten % vor- 
kommen muss, also A nicht Null sein kann. Auch lässt sich 
voraussetzen, dass das völlig bekannte Glied D nicht Null sei, 
weil sonst die Gleichung in die zwei 


y=0, Ay+By+C=0 


zerfallen und letztere nur mehr vom zweiten Grade sein würde. 
Sonach kann füglich blos eines der zwei Mittelglieder mit der 
zweiten oder ersten Potenz der Unbekannten fehlen, also B=0 
oder C=0 sein. Da wo die zweite Potenz fehlt, erhält die 


Gleichung die Gestalt: 
(2) Ay’+Cy+D=0, 


dagegen, wenn die erste Potenz mangelt, nimmt die Gleichung 
zwar die Gestalt 


Ay’ +ByP? +D=0 


an, kann jedoch dadurch, dass man durch die von Null verschie- 
dene 4° theilt, verwandelt werden in die 


(3) D() +B.,+4=0, 


N | 
wonach sie, für die Unbekannte z’ mit der Gleichung (2) gleich- 
gestaltet ist. 

Schon hieraus liesse sich muthmassen, die Gleichungsform 
(2) könne eine für die Erleichterung der Lösung der Aufgabe 


geeignete Hilfsform sein; entschiedener tritt dies jedoch aus fol- 
gender Betrachtung hervor. 


Die Unbekannte y kann, wie jede andere Zahl, im allgemei- 
nen zweitheilig dargestellt werden; nur frägt es sich dabei, 
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wann ihre beiden Theile, die wir hier # und » nennen wollen, 
sich bequem bestimmen lassen. Da wir so 

(4) y=uHtv 
setzen, so haben wir 
y?=u?+V? +3u0(u +0)= u? +v° + 3un.y, 
yP=(u+v)y 
und verwandeln hiedurch die Gleichung (I) in 
[3 Auv + B(u +0) +C]y+4Awa+0)+D=0. 


Da könnten wir nun 4, v uns so bemessen denken, dass der 
Factor der y, also auch das Uebrige verschwinde, mithin die 
Bestimmungsgleichungen 


3Aw + Blu+v)+C=0, 
Au +v)+D=0 


bestehen. Allein ein leichter Ueberblick würde uns belehren, 
dass aus ihnen, so lange B nicht Null ist, nur mittels einer 
Gleichung dritten Grades, der wir ja eben ausweichen wollen, 
das Product vv als zunächst auszuwerthende Unbekannte sich be- 
stimmen lasse. 


x 


Hingegen für Z=0 oder für die Gleichungsform (2) werden 
diese beiden Bestimmungsgleichungen: 


5sAuvr+C=dV, 7 
Au+v)+D=0, 
oder in Folge einer leichten und erlaubten Umänderung: 
Au. Adv= Br 


(5) 


(Au)®+ (Av)? _ AD 
2 Taler kik 

‘woraus man sofort ersieht, dass mittels einer Gleichung zweiten 

Grades vorerst die dritten Potenzen von Au, Av und aus ihnen 

dann a, v selbst unschwer bestimmt werden können. 


Um nun, wie wir hieraus als nothwendig erkennen, die Glei- 
chung (l) in eine andere, die zweite Potenz der Unbekannten 
nicht enthaltende, umzuwandeln; ertheilen wir ihr durch Multipli- 
cation mit der von Null verschiedenen A? die Gestalt: 


22 
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(Ay)?+ B(Ay)? +AC. Ay + 4AD=(0, 
an der wir sogleich erkennen, dass ihre zwei ersten Glieder den 
Anfang von (Ay +9)? bilden, folglich dass 
B BN\? B\?’ 
(Ay)? + B(Ay)?= (Ay + 2°-3(3 Fehl (3 
ist; demnach erhalten wir aus ihr: 
B 3 
(Ay+ 3)°+ (A-3189 4y + 4D- (B) =0 
und sehen uns hiedurch veranlasst zu setzen 
| B 
(6) 4yt3 == oder y=(2—-75):4, 
folglich diese Gleichung zu verwandeln in 
NM 24 +(40—3BYe+2D+2(Z n: — Adi 


Um nun diese Unbekannte & zweitheilig darstellen, sohin 
(8) ..z=u+o 


setzen und ihre Theile z, » einfach berechnen zu können, haben 
wir nach Obigem die in den Gleichungen (1) stehenden Zahlen 


Y; A, B, C, D 


zu ersetzen beziehungsweise durch 
a 
x,1,0, AC-4B%, #D+2(5) ne 


und erhalten so anstatt der Bestimmungsgleichungen (5) der «, v 
die folgenden: 


w=—3(AC —3B2), 


31493 
= Ir #D+2(Z) —AC. = 
Hier sehen wir uns aufgefordert, zur Abkürzung zu setzen: 
B 
AC-4B=_3f, 4 »D+2(3 ) - 40.7 =, 


damit wir für z, » die möglich einfachsten Bestimmungsgleichungen 


(9 uv—=f, 
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3 3 
(10) tz 


erhalten. 


Berechnen wir demnach aus den Coefficienten der Gleichung 
(1) die Hilfszahleu f und g nach den Ausdrücken: 


B\? AC AC B [(B\N 4#D 
an 7=(2)- 3. 9-2 3-6) 2° 
so erhalten wir als zuvörderst aufzulösende Hilfsgleichung 


(12) a3—3fz—2g=0 oder F=dfr +29. 


Für die beiden Theile z, v der x liefern die Gleichungen (9) und 
(10) zunächst: 


3 -p8\2 3__y3\2 
(> — (u)? = (* >) — g—f3 


und sohin 
(13) W—=g4N P—f®, mg -N®-f®; 


welche Ausdrücke ich lese: z, v sind die dritten Wurzeln der 
dem Gleichheitszeichen nachfolgenden Summen. Setzt man sonach 
aus den Werthen der & und v nach Gleichung (8) den Wurzel- 
werth x der Gleichung (12) zusammen, sö findet man die eigentlich 
in Frage gestellte Unbekannte y aus der Gleichung (6). 


Aus dieser ganzen Betrachtung erhellet nun, dass es sich 
hier eigentlich doch blos um die vollständige Auflösung der 
Hilfsgleichung 


(12) a23—=3fx +29 
handelt, und dass deren Wurzelwerth x durch den Ausdruck 
(8) z—ut4v 


allgemein dargestellt wird, welcher unter der Voraussetzung, dass 
man #, v® den Ausdrücken 


WLg4VgR, Vog-VE-R 


gemäss berechne, die Formel des Cardanus genannt zu wer- 
den pflegt. 


Hier nun beabsichtige ich, mit der Einschränkung, dass die 
Coefficienten f, g der Gleichung (12) nicht imaginär (complex), 
sondern jedenfalls reell seien, diesen allgemeinen Ausdruck (8) 
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mit Benutzung theils der Kreisfunctionen, theils der hyperboli- 
schen Functionen dermassen umzugestalten, dass derselbe alle 
drei Wurzelwerthe x der Gleichung (12) in sich begreife. Dabei 
müssen wir vor Allem unterscheiden, ob die in (13) stehende 
zweite Wurzel reell oder imaginär sei oder, um uns in alt- 
herkömmlicher Weise auszusprechen, ob bei der aufzulösenden 
kubischen Gleichung (12) der reducible oder der irreducible 
Fall vorkomme, die ‘Gleichung also nur einen oder drei reelle 
Wurzelwerthe besitze; von welch beiden Fällen wir den letzteren 
zunächst behandeln wollen. 


AR. 
Erste Verwandlungsweise der Formel Cardan’s. 


A. Irreducibler Fall, 
wo die V g2— f3 imaginär also f3>.g2 mithin f positiv ist. 


In diesem Fall setzen wir des (negativen) Radicands (positi- 
ves) Gegentheil 


(14) PP, 


wobei wir die reelle Zahl % für positiv ansehen wollen. Dann 
wird, wofern wir V —-1l=i stellen, 


"=g+tih, B=g—ih. 


Nun dürfen wir bekanntlich jedwede zwei reelle Zahlen (9, h) be- 
ziehungsweis dem Cosinus und Sinus einer Zahl (9), welche den 
Zahlwerth entweder eines Winkels oder eines ihm entsprechenden 
Kreisbogens oder auch eines ihm angehörigen Kreissectors vor- 
stellt, proportionirt und gleichstimmig setzen; folglich, wenn wir 
das positive Verhältniss jeder von jenen zwei Zahlen zu ihrer 
Proportionellen mit r bezeichnen, dürfen wir aufstellen: 


29 ah 
cosp Sing" 
dann ist dies auch 
V od 2 
Dre ap ren VEIR. 


u OT 
V cosp2 + sin pa 
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Wir berechnen demnach vorerst die ' positive Verhältnisszahl 
r aus 

| 2924 Rh? 
und dann die Masszahl 9 aus 


c0SY =2 und sing -* 


im Bereiche 9=0....”; dann ist umgekehrt: 
g=Tc089, h=rsinp 
und sonach 
gtih= r(cosp+tising). 
Es ist aber bekanntlich für jede reelle Zahl p 
| cosp+tisinp = etif 
und wenn man, für das obere Qualitätszeichen 
pP—=nn | 


setzt, unter n eine positive oder negative Anzahl (ganze Zahl) 
verstehend, wobei 


cosnz—=(—])r, sinnz =0 
ist, so erhält man 
(1r= eir und 1=(— rer; 
mithin darf man auch verallgemeinernd schreiben: 
cosp-Hisinpg= etiP. (— Ijreitt — (— Ijretig tinr 


und es wird 


En — g4+h m. (— 1)rretigtinn ’ 
folglich 
‚tpten 
7 — (Dee © 


Hierin kann die Anzahl rn blos 3 natürlich nach einander fol- 
gende ganze Zahlen vorstellen; denn lässt man sie um ein Mehr- 
faches von drei wachsen, also in an +3m übergehen, so wird der 
Factor des r} 
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„Epdnrtsmn „Eyter " 
(— I)rt+3me 3 = (— I)re u Imeimr 
‚uyter 
—=(—1Iire 35; 


behält also seine vorige Grösse. Soll hiebei n möglichst klein 
angenommen werden, damit der Winkel = den rechten Winkel 


5 nicht überschreite, so kann man nur 
n=—1,0, +1 
a ) was hier durchgehends geschehen soll. 
In dem uns vorliegenden Falle ist 
= f3— 92, 
also 
= 92+M=fd, r=vf, n=fl; 


daher hat man 9 zu berechnen aus 


(15) sy=gfi=z 9=0....n 


und es ist 


‚tptnn 
Ulzcnefie” 3 


Gegenwärtig kommt noch zu erwägen, dass der Gleichung (9) 
gemäss, das Product uv= f ausfallen muss; folglich, wenn man 
für u die Anzahl n, dagegen für v die n’ gelten lässt, muss noth- 
wendig 

.n+n’ 
w:f[=1=(- KR >; 
folglich die Summe n-+n' eine durch 3 theilbare Anzahl sein. 
Da sie willkürlich ist, so bleibt es das Einfachste sie gleich 
Null anzunehmen, also 
n-+n' —0 
und sohin 
n" =—n 
zu machen. Demgemäss ist nunmehr: 
‚Ntrz 
u=(—1fle 3 , 
+n7z 


PS 
v=(—Iife ? 5; 
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“und nach der Gleichung (8), wenn man noch bedenkt, dass be- 
kanntlich 
eiw + eri® — 2cos @ 


ist, erhält man endlich den gesuchten vollständigen dreiwerthigen 
“Ausdruck der fraglichen Uebekannten: 


(16) 


z—=(—1)j"2vV f.cos ir (— Dr2y/f(cos = ” cos 2—sin = sin 2 
A 3 3 3 
(n ul “rt 1 NR IE 1) > 
oder vereinzelt, wenn man zz durch 180° ersetzt, 


(17) 


z=aVT. cos = af. cos (3 + 600): —2yf. cos (360°): 
Hier sind demnach alle drei Wurzelwerthe der Gleichung (12) 
reell und die sämmtlichen 4 f hat man positiv zu nehmen. 
Sonderfälle. 
1) Ist insbesondere f?=9?, also die gegebene Gleichung 
23 —=3fe+2Vf®, 
so ist g=+fvVf; h=0, r=+9, daher csyg=!—Hl, sinp=0 


und g=0 für positive g, dagegen = für negative g. Sonach 
gehört zur Gleichung 


a3 =3fx +2Vf? 
9==0 und der Wurzelwerth 
z=(— 1Ijr2vVf.cos 5 1 
=2ıyf; -—vf; WI; 
dagegen zur Gleichung 
a3? = 3fx—2vf° 


p= m und der Wurzelwerth 


z=(- 1)n2Y f.cos - I > 7 


=vf; vf; Wr: 


“1 
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Jede dieser zwei Gleichungen besitzt also zwei gleiche Wur- 
zelwerthe. | 
3) Ist insbesondere g=0, also die aufzulösende Glei- 
chung 
23 —Ife, 


soistr=h=vf°; cspg=l0, sinpg=l; 9= 5. mithin 


z = (—I)r2vfcos ni: 17 
=—v3f; v3f; 0; 


wie auch sonst leicht zu finden war. 


B. Reducibler Fall, 


wo die YV g?—f? reell, also f?<g? und sonach f positiv oder 
negativ ist. 


In diesem Falle setzen wir den positiven Radicand selbst 

(18) ft, 
wobei wir zugleich die reelle Zahl % für positiv ansehen wollen. 
Dann wird 
"=g+th 
v—=g—h. 
Wir versuchen nun, solche zwei reelle Zahlen, g und A, be- 
ziehungsweis dem hyperbolischen Cosinus und Sinus einer Zahl, 
p, der Masszahl eines hyperbolischen Sectors, proportional an- 


zunehmen, und den Quotienten jeder von jenen zwei Zahlen durch 
ihre Proportionale mit r zu bezeichnen, folglich zu setzen: 


PU ID SEN RN 
Cosp Sing FE 


dann ist dies noch 
Mil Vg?—h2 
N Cosp? - Sing = 


Wir ersehen demnach hieraus, dass 


&) hier g?> h? sein müsse, daher von jenen beiden Zahlen 
9, h diejenige dem hyperbolischen Cosinus proportional gesetzt 
werden müsse, welche unter ihnen den grösseren Zahlwerth _ 
besitzt; 
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ß) dass, weil Cosp®—Sinp2—=1 also nie Null ist, folglich 
Cosp? und Sing? nie gleich sein können, diese Proportionalstel- 
lung ganz unstatthaft bleibt, wenn g?=A2 ist; und 


y) dass, weil Cosp nur positiver Werthe fähig ist, jedesmal 
r mit g gleichstimmig gewählt werden muss und sonach mit ihnen 
. auch Sinp und @ gleichstimmig ausfällt, da Ah für positiv festge- 
stellt worden ist. 

Sonach berechnet man hier zuvörderst die mit g gleichstim- 
mige Hilfszahl r aus 

2=g’—R, 

dann die ebenfalls mit g einstimmige Masszahl @ aus einer der 
zwei Gleichungen 


Cosp=2, Sing"; 


wonach man umgekehrt erhält: 


g=rÜospy, h=rSing, 
daher 
gt+h=r(Cosp+Sinp). 


Es ist jedoch den bekannten Erklärungen gemäss: 


F 3 $— ee? 
Cosp—° LT, Sinp=* 2, ; 


daher 
Cosp+ Sing = et9 = et. (— Iren — (— 1jretytinz, 


Demgemäss erhält man 


u? ; 
„3 =g+h=(-Iretytor, 
folglich: 


+y+inr 


l=(- ae BA. 


wo wieder wie oben die r, nur irgend welche drei nach einander 
folgende Glieder der natürlichen Zahlenreihe, am_ einfachsten 
—1,0, +1 vorstellt. 


In dem uns vorliegenden Falle ist 
R—g?—f®, 


folglich damit auch g2> h? ausfalle, muss 
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1. f positiv und oberhalb Null sein. Dann haben wir 
a TE N 


folglich berechnen wir die Zahl p aus 
(19) Cosp = I us 4 
VL: i 


indem wir sie, weil h stets positiv genommen werden soll, 
jedesmal mit der 9 und der Yf? gleichstimmig machen; und 
dann ist 


+YyHinn 
ps — (— rfie 3 3 


Auch hier muss das Produet wo =f sich ergeben, mithin müssen 
abermals wie oben die den x und v entsprechenden Anzahlen » 
gleich gross aber entgegengesetzt sein; und man hat 
Yp-inz 
u=(—I)nfie ? , 
_ Y+inn 
v=(-IAjfie #5; 


folglich den fraglichen Wurzelwerth 


(20) 2= (-12yf.00s hmm. 


Löst man diesen Cosinus zum besseren Verständnisse nach den 
leicht erweisbaren Formen: 


Cos(p + Y)=CospCosy + Sing Siny, 
Cosiv=coso, Siniv=isin® 


auf; so erfolgt: 
z=(—- N)" Vf. (cos = Cos% 3+ isin 3 "Sin n) 
21) =2yf.Cosy; — Vf.(C0s3 + v3. Sin$); 
— vf.(C0s3—iV3.Sin 5). 


In allen diesen Ausdrücken muss die Vf mit der 9 einslimmig 
gewählt werden. | 
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2. Ist dagegen f negativ, und ebenfalls von der Null ver- 
schieden, so ist: 


> 9°, 
- folglich haben wir die (absolut) grössere Zahl dem hyperboli- 

schen Cosinus proportionirt zu setzen, nemlich 
SR 9" N 
Cosp Sing” 

daher auch 

NV agrar 1 NR—g: 
N Csgp?—Sing=1 


Hier ist % positiv festgestellt, Cosp an sich jederzeit positiv, 
mithin muss auch r immer positiv gewählt werden und Sin p, also 
auch p, dasselbe Vorzeichen wie g erhalten. Sonach berechnen 
wir erstlich die positive Hilfszahl r aus 


= M—g2, 


dann die mit g einstimmige Hilfszahl p aus einer der beiden Glei- 
chungen 


und hiernach ist umgekehrt: 
h=rCosy, g=rSing, 
folglich: 
g+h=+r(Cosp+ Sing) = +(—1)"retptin” 


und 


R 3 +ytinn 
t=NVgHh=ı(l-Dire an Pe, 


wo n gleichfalls nur die drei Werthe — 1,0, +1 annimmt. 


Im vorliegenden Falle ist zwar wie früher 


MR—gQ—f}, 
allein 
12 — h?— g?, 
daher 
r—=—[f°, r- NV —- Pet, n=NV-f; 


folglich kommmt die mit g einstimmige Zahl 9 zu berechnen aus 
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| g 
3) Sinpo= —.— 
und es’wird 
+9-+inrz 


„I=t-MVZf.e 3 


Damit auch hier uvo= f werde, muss wie früher, wenn zur u 
die n gehört, zur v» die —n gehören, mithin findet man: 


 gtian 
u=t+(-DV—f.e 3 GER 
3 nt 

v=t(-1)V -f.ee 3 


Es dürfte an dieser Stelle nicht überflüssig sein zu bemer- 
ken, dass man in allen bisher behandelten Fällen auch blos 
auszudrücken und dann v der ‚Gleichung (9) gemäss als 


f 


> Me iA 


u 
zu bestimmen brauchte. 


Schreibt man nun diese Ausdrücke des z und » in die Glei- 
chung (8) und berücksichtigt noch, dass e®—e-® —=2Sinw ist, 
so findet man den verlangten Wurzelwerth 


3) 2 = (-Dr2V Zf.Sin „ati 


Löst man zum besseren Verständniss und zur wirklichen Aus- 
rechnung der x den Sinus nach der leicht erweisbaren Formel 


Sir (p-+Y) = SinpCosv + CospSin y 


auf, so erfolgt: 
/ 2=(- Dry —f (cos Sin „+ isinz Cos =») 
(24) | = ZF.Sind; N —fSin$+iV3.Cos3); 
Ri VERS gie, Cos 9). 


In all diesen Ausdrücken von x ist die Y—f positiv einzu- 
stellen. 


Als Sonderfall ist hier ‘der zu betrachten, wo g=0 ist 
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(versteht sich für negative f). Da ist die aufzulösende Glei- 
chung 


2 IT , 


und nach Gleichung (22) Snpo=0, also 9—=0, und sohin all- 
gemein 


INT 


z = (12V —- f.Si ne (- DEN —f. sin — 
daher zerfällt: 
z—=0; —iV —3f; HN —3f: 


was, mit den Ergebnissen der kürzeren gewöhnlichen Auflösung 
zusammenfällt. 


3 Ist endlich f gleich Null und g?>0, so erfolgt %—=9?; 
mithin können nach dem oben (in ß) Erwiesenen 9 und Ah durch- 
aus nicht dem (hyperholischen) Cosinus und Sinus eines Hyperbel- 
sectors proportionirt gesetzt werden; daher gilt hierfür auch keine 
der auf dieser Grundlage abgeleiteten Gleichungen (22), (23) und 
(24); sondern man muss die diesfällige Form der aufzulösenden 
Gleichung selbst, nämlich 


2° =2g. 


in Betracht ziehen. Nur um der Vollständigkeit halber mag noch 
erwähnt werden, dass man sie zuerst so schreiben kann: 


23 = 29 a (— 1)reinr 


und hiernach sofort erhält: 
RR = 
dr ea 8 


= (— Nav 2glcos — +isin® B 4) 


3 3 v3 3 ‚v3 
= v29;5 = vBgG tig); -VMIG-i) 


* HEN. 


Zweite Umwandlungsweise der Cardanischen Formel. 


In einer andern, nach meinem Dafürhalten besseren, Weise 
lässt sich die der Gleichung (12) entsprechende Cardanische For- 
mel (8) mit (13) wie folgt umwandeln. 


Theil XXX VI. 28 
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Pe 


Der in den Ausdrücken (13) der a°, v® vorkommende Radi- 
cand g?—/f? ist entweder positiv oder negativ, je nachdem 


"> p3 oder g?<f? ist; also gleicht er der (positiven) zweiten 


Potenz einer reellen, und (was unserem Belieben anheim gestellt 
bleibt) auch noch positiven, Zahl % multiplieirt mit einer Potenz 
der Zahl —1 nach einem geraden oder ungeraden Exponenten m, 
nämlich 


(5) 9/3 = (— 1ymi2. 
Hieraus folgt nun: 
VE—-P=(N—hmh=imh, 
wobei jedoch m auf die Anzahlen O und 1 eingeschränkt 
werden kann und hier auch soll; dadurch wird 
u—=g+tieh, 
ee [R 


Soll nun die dritte Wurzel dieser Binome vollständig (drei- 
werthig) dargestellt werden, so multiplieiren wir die Binome mit 


und ziehen sofort die dritte Wurzel aus den Producten, wonach wir 
u ee 
i | = (-DrV g+imh.e 


3 —— — 
erhalten, wofern wir unter dem Zeichen Y g+i”% irgend eine, 
wo thunlich die reelle Wurzel dieses Binoms verstehen. 


- Auch hier kann aus gleichen Gründen wie früher n nur drei 
natürlich auf einander folgende Anzahlen, am einfachsten —1, 
0, +1, vorstellen. Tritt ferner beim Uebertritt von % auf» an 
die Stelle von » die n’, so muss, weil x» —f ist, werden: 


3 a en ER 
wf=1=N g?—(— 1)mR2.(— 1jrtme' 3 Sa 
* ntn’ 

— (— Ijetmte‘ e fe 


mithin kann auch da die Summe n-+n’ eine beliebige durch 3 
theilbare Zahl, am einfachsten, die Null sein, wonach nr’ —=—n | 
erfolgt und 
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NIT 


2 rc Pa 
% | —N ghimnh.(Ijret 3 


v 
wird. 


Da nun die gegebenen Zahlen g und h reelle Zahlen sind, 
so können wir allgemein 


(26) Ngtinh=p4ting 


stellen, indem wir auch die beiden fraglichen Zahlen p und g 
als reell bedingen. Denn hieraus folgt, weil ?=—1, d=-1 ist, 


gt im p° + map? + sp? + in —D"g?, 
g-irh= p®— in3p2g + (— Drapg?—ir — Img’; 


daher, wenn man erst addirt; dann subtrahirt und beide Mal hälf- 
tet, erhält man für » und g die zwei Bestimmungsgleichungen: 


(@) Pr Drop? =9; 

(ß) Sp +(-Dro’=h. 
Von diesen Gleichungen multiplieiren‘ wir die erste mit —g, die 
zweite mit +4 39 und bekommen zur Summe 


Sp’g = Ihp— 99; 
mithin 


oo 8hp ‚Sp°+g 
ee ne 


Da sehen wir uns aufgefordert zur Abkürzung: 


| Ba 
(Y) ee 


3 t 


zu setzen und { als Hilfsunbekannte zu betrachten; wonach wir 
erhalten: 


(8) Sp? = (2p)? = dt—9; 
(e) | Pe 


Stellen wir diese Ausdrücke in die achtfache Gleichung («) ein, 
so lässt diese sich durch 3 theilen und wird sofort: 


t 


14 mm 


a = 39; 
oder 


28 * 


i 
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(d 2 — 3gt2 + (— Dm3n2t— (— DmgR2 = 0. 


Da diese Bestimmungsgleichung der Hilfsunbekannten ?{ vom 
dritten Grade ist und lauter reelle Coefficienten besitzt, so 
liefert sie für ? sicher Einen reellen Werth. Zu diesem nun 
geben die Gleichungen (d) und (e) je einen reellen Werth der 
in Frage stehenden Zahlen p und g; somit bleibt es gestattet, 
nach dem Ausdrucke (26) die dritte Wurzel aus jenem Binom 
ähnlich binomisch darzustellen. 


Durch Verwendung dieses Ausdruckes (26) verwandeln sich 
nunmehr die letzten Ausdrücke der x und v» in 


u=(p+img)(—1jre'3, 
v= (p—img)(— re "3 


und sohin ist ihre Summe als der verlangte Wurzelwerth 


(27) 2 = (-1)PXpcosz = + imHgsinzr) 


Dieser allgemeine Wurzelausdruck unserer Gleichung gibt zu 
erkennen, dass für m=1 alle drei Wurzelwerthe reell, dage- 
gen für m=0 nur Ein Wurzelwerth reell, die beiden anderen 
dagegen conjugirt complex ausfallen; welche zwei Fälle wir als 
den irreduciblen und redueiblen unterscheiden, bei denen 
es sich jetzt nur noch um die angemessenere Ausdrucksweise 
der Hilfszahlen » und g handelt. 


AL Irreducibler Fall. 


Hier ist m=1, 2 — f?—=-—.12 also P2g und sohin ist die 
. positive Zahl A=V f3—92 und 


3 —— 
Vg+ ih=p-+ig. 
Wir setzen deshalb 


und dies ist noch ferner: 


N ne = Vf? x 
Vcosp2+sing? i 
Sr) 


 ecosp+tisinpg” ep ’ 


N 
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mithin haben wir 


g+ih=eW.Ny f? 


und 
N Pa NR 
ptw=wvf.e °?=vf.(cosztisiny)> 
woraus wir sofort finden: 


ur P 
p=v/f.cosz > 
N Vf.sing- 


Nehmen wir demnach, da f hier positiv sein muss, auch die 
vf positiv, so berechnen wir zuvörderst 9=0....x nach der 
Gleichung 


(28) cosp = EL 
und zufolge des Ausdruckes (27) den Wurzelwerth: 


2 —(—1)"2Y f(cos 5 mcosz — sin 5 sin 3) 


(29) 
4 (I2Vfeos® Er? 


B. Reducibler Fall. 
Da ist m=0, 9—f?=h? also f?<g?, mithin ist die posi- 
tive Zahl A=W g?—f? und 
3 — 
Ng+h =zpH4tg; 
dabei ist jedoch zu unterscheiden, ob f positiv oder negativ ist 


1. Wenn f positiv ist, so ist 9g°>12, folglich setzen wir 


 Phas h 
Cosp Sing 
und dies ist weiter 
LEN BaT. un 
N Cosp:—Sing? 
gHth g4+h 


—Cosp+ Sing — ep 
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sonach haben wir 


gt+h=etyyf? 
und 


g 
p4Yy = vf.c I vf.(Cos 4 Sin 2): 
woraus wir sogleich finden: 
p= Vf. Cos 5 D 
= vf.Sinz. 


Nehmen wir, da hier A und Cosp positiv sind, die v/f mit 
9 gleichstimmig, so muss mit ihnen auch Sing und also auch p 
einstimmig sich ergeben und zwar berechnen wir zunächst p nach 
der Gleichung: 


UI VE 
(30) No 
und danach zufolge des Ausdruckes (27) den Wurzelwerth: 
Gl)  ==(-hm2Yfleos’z Cos$ +isin 3Sin 5): 
Auch lässt sich hiefür schreiben: 


x = (—1)n2y f(Cos = Cos 5 + Sin 3-Sin 2): 


oder zusammengezogen (wenngleich für eine directe Ausrech- 
nung ungeeignet): 


(32) ul My f.00s er. 


2. Wenn f negativ ist, so ist 9? <h2, daher setzen wir: 


2 I_ NE Ivy 


Öosp "Sin op 


94h .g+h 


— Smp+Cosp Leip’ 


und sonach ist 


gthztety.V—P, 
also 
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RN, v2 An 
p4g=ıN -f.e"3=N 7.(Sin 240053) 
woraus wir sogleich finden: 


p=N—F.Sin$; 


= VZf.008s3- 


Mithin ist der in Frage gestellte Wurzelwerth 


NTL 


(33) a= (12V —F. (cos Sin e +isin 3 Cos ) > 
oder, wenn man ihn erst so umschreibt: 


x —= (— 1)"2V — f.(Cos u Sin 5 +Sin = Cos n) ; 


auch zusammengezogen: 


(34) z = (— 1j"2V —f. Sin a u 


Hiebei muss, weil h und Cosg positiv sind, auch Y—f positiv 
gewählt werden, und Sing, also auch 9 muss mit g gleichstim- 
mig sein; zugleich berechnet man diese erforderliche Hilfszahl 
p aus 


(35) Sing = VER » 
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XIX. 


Ueber Eble’s Stundenzeiger, ein Instrument zur 
Zeitbestimmung. 


Yon 


dem Herausgeber. 


Die Bestimmung der Zeit ist wegen der Berichtigung der 
Uhren für die Bedürfnisse des gemeinen Lebens von so grosser 
Wichtigkeit, dass man sich nicht wundern darf, dass schon viel- 
fache Methoden und Instrumente angegeben : worden sind, welche 
dazu bestimmt sind, dieses Geschäft auf möglichst leichte und 
einfache Weise zu verrichten, wobei es sich natürlich von selbst 
versteht, dass hiebei von den Methoden, deren sich der eigent- 
liche Astronom bedient, und von den vielen Hülfsmitteln, die dem- 
selben zu Gebote stehen, nicht die Rede sein kann und soll. In 
neuester Zeit hat Herr M. Eble, Lehrer der Mathematik‘ und 
Physik an der Realanstalt in Ellwangen in Württemberg, unter 
dem Namen „Horoskop“ oder „Stundenzeiger“ ein Instru- 
ment zur Zeitbestimmung angegeben, welches mir besondere 
Beachtung zu verdienen scheint, und auch namentlich den Schu- 
len zu empfehlen sein möchte, da sich nach meiner Meinung von 
demselben bei'm Unterrichte in mehrfacher Beziehung ein in- 
structiver Gebrauch machen lässt, wobei ich zugleich bemerke, dass 
der Director der Sternwarte in Wien, Herr v. Littro w, der dor- 
tigen Akademie der Wissenschaften einen sehr vortheilhaften Be- 
richt über diese sinnreiche Vorrichtung erstattet hat*). Es scheint 

*) M.s. Sitzungsberichte der kais. Akademie der Wis- 
senschaften. Band XÄLI. Nr.22. Sitzung vom 11, October 
1860. S.203. 
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‚mir daher zweckmässig, in dem Archiv eine etwas ausführlichere 
Nachweisung über die Erfindung des Herrn Eble zu ertheilen, 
und dieselbe dadurch namentlich auch den Schulen zum Gebrauche 
bei’'m Unterrichte zu empfehlen. 


Das Instrument hat und erfüllt auch, nach meiner Ueberzeu- 
gung, den doppelten Zweck: erstens eine leichte und schnelle 
Beobachtung der Sonne bei jedem Azimuth oder jedem Stünden- 
winkel zu ermöglichen; und zweitens jede Rechnung entbehrlich 
zu machen und auf die blosse Ablesung einer Scale zurückzufüh- 
ren, welchem letzteren Erfordernisse natürlich nur dadurch genügt 
werden konnte, dass an die Stelle der Auflösung des bei der 
Zeitbestimmung zur Betrachtung kommenden sphärischen Dreiecks 
durch Rechnung eine graphische Construction gesetzt wurde. 


Um nicht zu weitläufig zu werden, theile ich im Anhange 
zu diesem Aufsatze die Beschreibung des Instrumentes nebst 
Zeichnung, und die Anweisung zu dessen Gebrauche mit, welche 
Herr Eble selbst in seiner Schrift: 


Das Horoskop oder der Stundenzeiger, erfunden 
von Mich. Eble (medaille d’honneur par l’Institut des 
Arts-unis de Londres etc.). Ellwangen, 1860. 4°. 


gegeben hat, und bitte die Leser dieses Aufsatzes, sich damit 
vor allen Dingen genau bekannt zu machen, bevor sie zu der 
Theorie des Instrumentes übergehen, die ich im Folgenden ent- 
wickeln werde. Am Besten ist es natürlich, das Instrument selbst 
vor sich zu haben, welches zu sehr niedrigem Preise*) durch 
Herrn Eble oder die Buchhandlung des Herrn Rudolph Eng- 
ler in Ellwangen bezogen werden kann. 


Wenn die Polhöhe durch ©, die Declination, die Höhe und 
der Stundenwinkel der Sonne respective durch Öö, Ah, o bezeich- 
net werden; so hat man bekanntlich die Gleichung: 


sink =sindsin® + cosöcos6cos®, 


oder, wenn an die Stelle der Polhöhe & die Aequatorshöhe 
gesetzt wird, die Gleichung: 


*) Etwa 2—3 Thaler (4 Fl. 6. W.). Herr Eble hat vielleicht die 
Güte, einmal die genauen Preise seiner Instrumente von verschiedenen N 
Qualitäten zum Abdruck in dem Archiv einzusenden. Das mir gütigst 
zugesandte Instrument ist nur von Holz gearbeitet; wahrscheinlich giebt 
es mit noch mehr Genaujgkeit und Sauberkeit angefertigte Exemplare. 
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sinh=sindcosp -+cosöcososing, 


auf welcher, wie sich von selbst versteht, das ganze Instrument 
beruht. Herr Eble wendet jedoch dieselbe nicht in dieser ihrer 
ursprünglichen Form an, sondern giebt ihr die Gestalt: 


4 sin(p +9) —sin(p —0) , sin(p +6) + sin(p — 0) 
net ne net EZ 


sin 2 C0S6> 
2 


auf welche er seine sämmtlichen weiteren Betrachtungen gründet. 
Ich muss aber gestehen, dass mir diese Transformation der obi- 
gen Gleichung für den vorliegenden Zweck ganz unnöthig zu sein 
und in die Betrachtung eine unnütze Verwickelung zu bringen 
scheint, weshalb ich von derselben im Folgenden ganz absehen 
und mich bloss an die obige Gleichung in ihrer ursprünglichen 
„Form, also unmittelbar an die Gleichung . 


sink =sindcosp-+ cosdcos osinp 
anschliessen werde. 


Wenn 4 die Mittagshöhe der Sonne bezeichnet, so ist be- 
kanntlich allgemein = H-6, und für jede Höhe A ausserhalb 
des Meridians, wo also A;<H ist, ist folglich > A—06, demnach 
allgemein 


9. h—0 


für jede Höhe A, wobei wir jedoch bemerken, dass es für unse- 
ren hiesigen Zweck hinreichend ist, die Höhe A als positiv anzu- 
nehmen, wie von jetzt an der Einfachheit wegen geschehen soll. 


Wenn Ö negativ ist, so ist hiernach immer: 
PSh+(-d): 


Wenn Ö positiv und hS ö, also A—6 positiv ist, so ist nach 
dem Vorhergehenden: 


oIh-8. 
Wenn Ö positiv und A< 0, also d—%h positiv ist, so kann 


pyö—h oder pP <I—h 


sein; im zweiten Falle wäre aber, da 23°.30' in einer runden 
Zahl der grösste Werth von ö ist, jedenfalls 
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< 
also . 


90° — 9 669.30" oder 9, 669.30". 


Da die Polhöhe von Petersburg oder Stockholm noch nicht 60° 
beträgt, so wollen wir diesen zweiten Fall, welcher einige beson- 
‘dere Betrachtungen, auch namentlich rücksichtlich der denselben 
darstellenden Figur, erfordern würde, der Kürze wegen im Fol- 
genden nicht weiter in’s Auge fassen, indem dessen ausführlichere 
Betrachtung füglich dem Leser überlassen bleiben kann; auch 
wollen wir die im Obigen vorkommenden Gleichheitszeichen der 
Kürze wegen nicht weiter berücksichtigen, und daher von jetzt 
an nur die drei folgenden Fälle in’s Auge fassen: 


1)....0 negativ, 9g>h+(—0); 
2)....6 positiv, A>d, 9o>h-—6; 
3)....0 positiv, R<d, g>d—h. 


In Taf IH. Fig. 1., Fig. 2, Fig. 3., wo die Ebene des Papiers 
die Ebene des Höhen- oder Vertikal- Kreises der Sonne ist, sei 
un © als Mittelpunkt mit dem Halbmesser r, den man auch 
der Einheit gleich setzen kann, ein Kreis beschrieben, und durch 
O seien die Horizontale OA und die Vertikale OZ gezogen; die 
Linie OS sei nach der Sonne gerichtet, und OA stehe in O auf 
derselben senkrecht; so ist 


HS=ZA=h. 


Von Z aus trage man auf dem beschriebenen Kreise den abso- 
luten Werth ZB der Declination Ö auf, links oder rechts von Z, 
jenachdem die Declination negativ oder positiv ist. Endlich trage 
man von B aus auf dem gegebenen Kreise links und rechts von 
B die Aequatorshöhe BC=BC'=9 auf, und ziehe die Sehne 
CC', welche auf OB oder dessen Verlängerung über O hinaus 
in E senkrecht steht. Endlich denke man sich durch A eine 
Vertikallinie gezogen, — das Loth an dem Instrumente des Herrn 
Eble — und bezeichne dessen Durchschnittspunkt mit der Sehne 
CC' durch F. Bezeichnet man die Durchschnittspunkte des Loths 
in A mit der Horizontalen OH und der Linie OB respective durch 
G und X; so sind die Dreiecke KOG und KEF offenbar einan- 
der ähnlich, und man hat daher die folgende Proportion: 


KG:0G—= EK:EF, 
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also: 
OG 


EF=7g.ER. 


Entsprechen nun zunächst die oberen und unteren Zeichen 
einer negativen und einer positiven Declination, so ist offenbar: 


KG = 0G.tang(W°+9)—=F 0OG.cotb, 


also: 
0G _ 
Gr — rang, 
und folglich nach dem Obigen: 
EF=TF EK.taug6; 


ferner ist: 


OR = 06.scc WAL) FT, pe 


und OE=rcospg. 


Im Falle einer negativen Declination ist nun nach Fig. 1.: 
} sin h 
EK= OK + 0E=— (5-59): 
also nach dem Vorhergehenden: | 
EF=[r ES _ cos p)tang 8. 

Im Falle einer positiven Declination ist dagegen, wenn das 
obere Zeichen dem Falle Fig.2., das untere Zeichen dem Falle 
Fig. 3. entspricht: 

sinh 
EK=+(OK — OE) =+4r (35 —c0sp) » 
also nach dem Vorhergehenden: 
fi sinh 
EI = tr (09 —e0sp)tang2. 


Nimmt man also in den Fällen Fig. 1. und Fig.2. das obere, 
in dem Falle Fig. 3. das untere Zeichen, so ist: 


EF=-+r .- — cos P)tangd 


oder: 
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sinh — sindcosp 
een cn Tcos Orauar 

folglich, wenn man die Entfernung des Punktes F von dem Punkte 
E, indem man dieselbe in den Fällen Fig.1. und Fig. 2. als po- 
sitiv, in dem Falle Fig. 3. als negativ betrachtet, und mit Rück- 
sicht hierauf. im Allgemeinen durch x bezeichnet, in völliger 
- Allgemeinheit: 

sink —sindcosp 

ei, eosdu..hr.g 


Aus der Gleichung 


sink= sindcosp + cos dcos osin 
folgt aber: 
sink— sindcosg 
cosd 


’ 


cOS6SiINp — 


also nach dem Vorhergehenden: 
C=TCos6sinop, 


woraus man sieht, dass die Entfernung z für jeden be- 
stimmten Halbmesser r, den manbeliebig wählen, auch 
der Einheit gleich setzen kann, bloss von dem Stun- 
denwinkel 6 und der Aequatorshöhe 9 oder der Pol- 
höhe ®©,garnichtvonder Höhe undvon der Declination, 
abhängt, welches der Hauptpunkt ist, auf den es bei dem In- 
strumente des Herrn Eble ankommt, auf welchem dasselbe le- 
diglich beruhet, und der von dem Erfinder selbst nicht mit solcher 
Deutlichkeit und Bestimmtheit hervorgehoben worden ist, wie es 
wünschenswerth gewesen wäre. 


Neben der allgemeinen Empfehlung des Instruments war die 
recht deutliche und bestimmte Hervorhebung dieses Hauptpunktes 
der nächste Zweck, den ich bei der Abfassung dieses Aufsatzes 
hatte. Auch ist biedurch in der That die Theorie des Instruments 
vollständig gegeben; denn man übersieht leicht, dass sich mittelst 
der Gleichung 


CZTrcososinp 


für jede bestimmte Polhöhe und die verschiedenen Stundenwin- 
kel eine geradlinige Scale der x verfertigen und auf dem Instru- 
‘mente gehörig anbringen lässt (wobei man zu beachten hat, dass 
OE =rcosp ist), aus welcher sich, wenn gewisse x durch. 
den Lothfaden des Instruments auf dieser Scale abgeschnitten 
werden,- natürlich auch umgekehrt die entsprechenden Stunden- 
winkel oder die durch dieselben bestimmten Zeiten entnehmen 
% 
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oder vielmehr auf derselber unmittelbar ablesen lassen. Auch 
lassen sich leicht mehrere solcher Scalen für verschiedene Pol- 
höhen zu einer Art von Netz mit einander vereinigen, wie auf 
dem Instrumente des Herrn Eble wirklich geschehen ist. Ausser 
dieser Scale ist alles Uebrige auf dem Instrumente Nebenwerk 
und leicht ohne alle weitere Erläuterung durch sich selbst ver- 
ständlich, wenn man nur die im Anhange beigefügte Beschreibung 
und Gebrauchs- Anweisung aufmerksam gelesen hat. Die oben 
angeführte Schrift des Herrn Eble enthält noch eine Tafel der 
Declinationen oder Polar-Distanzen der Sonne für die Jahre 
ah bis a deren man bei der Aufstellung des Instruments 
bedarf, und ausserdem eine Tafel der mittleren Zeitgleichung zur 
Reduction der wahren Zeit, welche letztere natürlich nur durch 
das Instrument erhalten werden kann, auf mittlere Zeit. Vollstän- 
diger und genauer finden die Liebhaber der Astronomie diese 
Dinge in dem trefllichen Kalender für alle Stände. Heraus- 
gegeben von Karlv.Littroew, den wir denselben als eine sehr 
brauchbare kleine Ephemeride hier wiederholt in Erinnerung brin- 
gen und recht sehr empfehlen. 


Wir wünschen sehr, durch das Obige und Nachfolgende zur 
weiteren, Bekanntwerdung und Empfehlung des jedenfalls sehr 
sinnreichen und zu dem Gebrauch in der Praxis für einen Jeden, 
der seine Uhr schnell und leicht zu berichtigen wünscht, sehr 
geeigneten Instruments des Herrn Eble Einiges beizutragen, in- 
dem wir dasselbe auch namentlich den höheren Unterrichtsan- 
stalten zur Beachtung empfehlen. Wegen der Geschichte der Er- 
findung des Instruments, dessen Grundidee eigentlich Lambert 
gehört, aber von Herrn Eble in sehr verdienstlicher Weise we- 
sentlich vervollkommnet und für den praktischen Gebrauch erst 
wirklich fruchtbar gemacht worden ist, verweisen wir aufLittrow’s 
oben angeführten in mehrfacher Beziehung lehrreichen Aufsatz, 
welcher zugleich auch auf das von Herrn Zescevich in der 
„Rivistamarittima del Lloyd austriaco. 1854. Novem- 
bre“ (m.s. auch Heinrich v. Littrow’s Seemannschaft- 
S. 294. und Moigno: Cosmos. 1860. Sept.7. pag. 288.) be- 
kannt gemachte Verfahren zur graphischen Auflösung sphärischer 
Dreiecke gelegentlich Rücksicht nimmt. 


Anmerkung. 


Absichtlich habe ich mich bei dem vorliegenden Gegenstande 


es 
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im Vorhergehenden ganz einfacher und elementarer geometrischer 
Betrachtungen bedient. Allgemeiner und besser kann man aber 
zu dem Satze, auf den es hier eigentlich ankommt, mittelst der 
Formeln der analytischen Geometrie gelangen, wie ich jetzt noch 
zeigen will. 


Die Ebene des Vertikalkreises der Sonne sei die Ebene ei- 
nes rechtwinkligen Coordinatensystems der xy, dessen Anfangs- 
punkt das Auge des Beobachters oder der Mittelpunkt der Sphäre 
ist; die Axe der x sei horizontal, die Axe der y werde also ver- 
tikal angenommen. Durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
werde eine Gerade*) gelegt, deren Gleichung 


1)... .y=ztang(W°-+0), also y=—zcotd 


sei, und in dieser Geraden nehme man einen Punkt (ww) **) an, 
dessen Coordinaten z, v durch die Formeln 
u=rcosgp.cos (90% +6) =—rsindcosp, 
2) 
v—rcosgp.sin(0 +6) = rTcosöcosp 


bestimmt werden, wo rceosp die Entfernung dieses Punktes von 
dem Anfange der Coordinaten ist. Durch diesen Punkt lege man 
eine auf der Geraden I) senkrecht stehende Gerade, deren Glei- 
chung also nach den Lehren der analytischen Geometrie 


3). . . »y—rcosdcosp = tangd(x + rsindcosp) 
ist. Nun ziehe man die durch die Gleichung 
N z=rcos(0’+h)=—rsinh 


bestimmte Vertikale ***), und bezeichne deren Durchschnittspunkt 
mit der Geraden 2)-F) durch (x, v,); so hat man nach ‚4) und 
3) zur Bestimmung von 2,, dj die Gleichungen: 


> u =—rsinh, 


dv —reosdcosp = tangd(u, +rsindcosp); 


also, wie man leicht findet: 


5)... u =—rsinh, v = (23 —tangösink) 


cosod 


*) OB in der Figur. 
**) E in der Figur. 
**#) AG in der Figur. 
+) # in der Figur. 
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oder: 
ind cosp—sindsinh 
=—rs = ————, 
N oh on ißfgs rsinh, U =r Pop 1a 


Betrachten wir nun die von dem Punkte (wv) aus gerechnete 
Entfernung des Punktes (w,v,) von dem Punkte (wv) als positiv 
oder als negativ, jenachdem (mit Rücksicht auf die Figur) der 
Punkt (2,v,) rechts oder links von der durch (uv) gehenden Ver- 
tikale liegt, und bezeichnen mit Rücksicht hierauf diese Entfernung 
durch X; so ist offenbar in dem ersten der beiden in Rede ste- 
henden Fälle: 


% =u+ Acos(180%°+ 0), 
v%, =v + Äsin (1509 + 0); 
im zweiten Falle dagegen: - 
u =u+(—Ä)cosd, 
v% =v+(— Ä)sind; 
also offenbar in beiden Fällen, und daher völlig allgemein: 
u =u—Xcosbd, 


vı, =v—Äsind; 


folglich: 
_ aan _0—n 
.c080 sind ’ 
also nach 2) und 6): 
Ti, er a „ANA zeindensg, 


cosd 
und daher, weil, wie aus der bekannten Gleichung 
sin h=sindcosp + cosöcos6sinp 


sogleich folgt, 
sinh— sindcosp 
cosd 


cCOSOSInNQ — 
ist: 
ie en, X=rcososing, 


welches der za beweisende Satz war. 
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Anhang. 
(Ganz nach Herrn Eble.) 


a 


R. 


Beschreibung des Horoskops. 


Das Horoskop hat drei .Haupttheile, in die es sich zerlegen 
lässt, wobei mah Taf. III. zu vergleichen hat. 


Der erste Theil, von der Form des Buchstabens FT, ist 
aus zwei Schienen A und B gebildet, welche rechtwinklig zusam- 
mengefügt sind. y 


Diesen zusammengesetzten Theil will ich AP nennen. 


Der zweite Tbeil, von der Form eines 4, ist aus den 
Schienen C und D gebildet. 


Er heisse CD. 


Der dritte Theil ist das Gestell EF, bestehend aus dem 
Pfosten E und der Fussscheibe F". 


(Diese Scheibe möchte der Besitzer eines Exemplars unter- 
halb mit Blei versehen, um den festen Stand zu sichern.) 


Auf der Schiene A fällt zuerst die aus krummen Linien ge- 
bildete Stundenskale in die Augen, an deren unterem Rande die 
Vor- und Nachmittagsstunden von 10 zu 10 Minuten oder auch 
von 20 zu 20 Minuten angeschrieben sind. 


Nahe am oberen Rande der Schiene A ist die Skale der Pol- 
abstände der Sonne angezeichnet. Rechts und links der Stunden- 
skale ist eine kleine Skale, die der Polhöhen. Zu äusserst links 
ist der Titel: Horoskop. 


In der mit A festverbundenen Schiene D steckt bei g ein 
Zapfen fest eingeleimt; mittelst dieses Zapfens lässt sich AD im 
Zapfenloch p des Pfostens E drehen und mittelst einer Schraube 
lässt sich AB in erforderlicher Stellung (die, wie wir bald sehen 
werden, vom Datum oder vom Polabstand der Sonne abhängt) 
-unbeweglich fest erhalten. 


Die Schiene C trägt bei % und / zwei Messingplättchen; das 
erstere % hat zwei Löchlein zum Einlassen der Sonnenstrahlen > 


Theil XXXVII, 29 
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auf dem Plättchen / aber ist auf weissem Grund ein schwarzer 


‚Strich in der Mitte. 


Die Schiene D ist an einem Ende auf die Schiene C© befestigt 
und hat am anderen Ende ein kleines Messingplättchen m, welches 
an einem Faden das Loth © trägt. 


(Das. Knöpfchen des Aufhängefadens ist bei m nach vorne zu- 
gekehrt, also hängt der Faden hinterhalb des Plättchens ın her- 
unter.) 


Bei n ist ein Loch eingebohrt, worin das Loth’ o bei der Ver- 
packung seinen Platz bekommt. r 


Das ganze Stück CD ist mittelst einer bei © angebrachten 
versenkten eisernen Schraube in dem Loch A des Stückes AB 
drehbar und mittelst einer Mutterschraube sanft stellbar, so näm- 
lich, dass man zwar mit dem Finger das Stück CD um den 
Zapfen i drehen kann, dass aber, sobald die Bewegung mit dem 
Finger aufhört, das Stück CD in der erhaltenen Stellung verharrt. 


IR. 


Bestimmung der Zeit durch den Horoskop. 


Um für einen Augenblick, in welchem die Sonne scheint, die 
Zeit zu bestimmen, verfährt man so: 


Für den Aufenthaltsort z. B. Berlin, Mainz, Stuttgart, .... hat 
man ein für allemal nach einer Landkarte die Polhöhe gesucht 
(an den Seitenrändern, rechts und links der Landkarte) und auf 
der Stundenskale des Horoskops die erforderliche Linie gezogen, 
wie dies beispielsweise für Mainz (unterm 50. Poihöhegrad) schon 
geschehen ist. | 


(Zu diesem Zweck wird der Besitzer eines Exemplars des 
Horoskops an den beiden Enden rechts und links der Polhöhen- 
skale (welche nach Fünftelsgraden abgetheilt ist, woran man aber 
leicht Zehntelsgrade unterscheiden kann) den erforderlichen Punkt 
diesseits und jenseits aufsuchen, und diese zwei Punkte durch 
eine Linie verbinden, welche zu der mittleren Mainzer Linie pa- 
rallel ist. Diese Verbindungslinie zieht man mit einer scharfen 
Nadel an einem Lineal hin, die Nadel ritzt in den Firniss und 
diesen Ritz überfährt man leicht mit einer rothen Tinte oder far- 
bigem Pulver.) 


Auf einer Ebene, die nicht viel von der Horizentalrichtung 


ein Instrument zur Zeitbestimmung. 431 


abweicht, stelle man das Horoskop so vor sich auf, ‚dass die 
Sonne links, nahezu in der Verlängerung der Skalen-Ebene A 
liegt (wobei also der von dieser Schiene A geworfene Schatten 
als Linie erscheint). 


Aus der dieser Anweisung vorangestellten Polabstands- 
tabelle (Taf.l)*) sucht man nun für das diesmalige Datum (mit 
Beachtung des. Jahres, des Monats und des: Monatstages) den 
Polabstandsgrad auf. Den gleichen Polabstandspunkt sucht man 
nun am oberen Rande der A-Schiene und bringt diesen Punkt ver- 
tikal über den Drehpunkt % der B-Schiene, was durch Drehen 
des AB-Stücks um den Zapfen g geschieht. 


(Um diese vertikale Stellung des Polabstandspunkts über dem 
Drehpunkt zu erkennen, könnte ein Messingklemmchen mit einem 
Lothfaden an den Polabstandspunkt gesteckt und darnach AB 
um g gedreht werden, bis nahezu: die richtige Stellung erlangt 
wäre; aber — am einfachsten wird man zu Beobachtung dieser 
Stellung das an der D-Schiene bei m hängende Loth brauchen. 
Die feinste Stellung gibt man zuletzt mit den Schrauben 99 am 
Gestellfuss.) 


Nachdem nun das Stück AB in Betreff des Polabstandsgrads 
die richtige Stellung hat und in dieser durch die Schraube am 
Zapfen bei g recht fest erhalten wird, dreht man das Stück CD 
um den Zapfen A so, dass die Sonne ihre Strahlen durch die 
zwei Löchlein des Diopters % nach dem Messingplättchen Z sen- 
den kann, und beobachtet hiebei die Stellung, wo eben das Dop- 
pelsonnenbild in Form zweier über einander stehender Scheib- 
chen 2 von der schwarzen Mittellinie durchschnitten wird. 


In diesem Augenblick zeigt der Lothfaden auf der Stunden- 
skale da, wo der ‘Faden die dem Beobachtungsort zugehörige 
Polhöhenlinie durchschneidet, die dermalige Stunde und Minute 
wahrer Sonnenzeit. | 


(Ob Vor- oder Nachmittagsstunden abgelesen werden müssen, 
ergibt sich, im Zweifelsfalle, daraus, dass Vormittags die Sonnen- 
höhe wächst, Nachmittags abnimmt.) 


Die ganzen Stunden, von Vormittags 4 bis 9 Uhr oder. Nach 


*) Weder diese Tafel I., noch die nachher erwähnte Tafel iL,, sind 
hier mitgetheilt und in der Schrift des Herrn Eble nachzusehen. Na- 
türlich finden sie sich auch in jedem guten astronomischen Kalender, 
wie namentlich in dem von Littrow. G. 
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mittags von 3 Uhr bis 8 Uhr sind von 2 zu 2 Minuten abgetheilt, 
wobei von 10 zu 10 Minuten etwas stärkere Theilsstriche gezo- 
gen sind; die Stunde von Vormittags 9 bis 11 Uhr oder Nach- 
mittags von 1 bis 3 Uhr sind von 4 zu 4 Minuten abgetheilt, und 
zugleich sind von 20 zu 20 Minuten die Theilstriche kräftiger. 


Eine Stunde vor oder nach der Mittagszeit ist die Beobach- 
tung behufs der Zeitbestimmung mittelst eines Höhen - Instruments 
ungeeignet, daher keine Abtheilung angebracht wurde. 


Die durch die Beobachtung der Sonne erhaltene wahre Sonnen- 
zeit ist aber nicht diejenige, welche unsere gewöhnlichen Thurm- 
und Taschen-Uhren zeigen müssen. Man muss diese Uhren 
vielmehr nach der mittleren Sonnenzeit richten. Die mittlere Son- 
nenzeit weicht aber um eine Anzahl Minuten ab, die man zu se- 
wissen Zeiten des Jahres zur wahren Sonnenzeit hinzufügen, zu 
anderen Zeiten davon abziehen muss. 


(Nur viermal im Jahr stimmt die wahre Sonnenzeit mit der 
mittleren Zeit überein, am 15. April, 15. Juni, 1. September und 
24. December.) 


Die Angabe der zu addirenden oder subtrahirenden Minuten 
nennt man. die Zeitgleichung und es ist eine solche Zeitglei- 
chungstabelle (Taf. I.) dieser Gebrauchsanweisung angefügt. 
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xx. 


Ueber einige allgemeine Formeln zur Auswerthung 
bestimmter Integrale. 


Von 


Herrn Eugen Lommel, 


Professor in Schwyz. 


Führt man in das bestimmte Doppelintegral 


S/fp+gxc+ry).dydz, 


in welchem f eine ganz beliebige Funktion, p, g und r beliebige 
Constanten bedeuten, während unter dem Doppelintegral selbst 
die Summe aus den unendlich Mal unendlich vielen Gliedern 
verstanden wird, welche aus dem Produkt 


p+gx2 +ry).dydz 


dadurch hervorgehen, dass man dem x und dem y unabhängig 
von einander alle beziehlich um die unendlich kleinen, positiv 
gedachten dx und dy von einander verschiedenen Werthe bei. 
legt, welche zugleich einer (oder mehreren) gegebenen Bedingun- 
gen genügen, — statt der Veränderlichen x und y vermittelst der 
Gleichungen 
N Prr=geony, 
un 
yNa+r re +gy, 


die neuen Veränderlichen x’ und y' ein, indem man sich hiezu 
der bekannten Formel 


434 Lommel: Ueber einige allgemeine Formeln 


Sfre 9:dyde= IS Kom. (dE- an TH )-dy'dar 


bedient (wenn nämlich z=o(.r', y') und y=%(z',y') die Glei- 
chungen vorstellen, mit deren Hilfe man die neuen Veränderlichen 
einführt), so gelangt man zu der Gleichung: 


A) SSfptgz+ry).dyde=fSffp+=N P+12).dy'da'. 


Nun lässt sich aber auch auf der rechten Seite der Gleichung 
die Integration nach y’ ohne weiteres durchführen; hat man als- 
dann aus den obenerwähnten und mit Hilfe der Gleichungen a) 
ebenfalls transformirten Bedingungen die Grenzen von y’ als Funk- 
tionen von x’ bestimmt und eingesetzt, so bleibt rechts noch ein 
einfaches Integral nach =’ Ubeie (oder auch mehrere), dessen 
constante Bronköh aus den nämlichen Bedingungen abzuleiten 
sind. Durch die Formel A) ist demnach das vorgelegte bestimmte 


Doppelintegral auf ein bestimmtes einfaches Integral zurückge- 
führt. 


Auf diese Weise erhält man, wenn man in dem gegebenen 
Doppelintegral den Variablen x und y die Bedingung 


+ yZı 


vorschreibt, die Gleichung: 
1) 


laıulbaarı Agugyz 
SJ ro +verr.dyde=2 f V1—.22.fp+2N + r2).de, 
a 


wo nur zur Rechten wieder x an die Stelle von x’ gesetzt wor- 


den ist. Vertauscht man in dieser. Formel r mit r.V —1 oder 
ri”), so ergibt sich: 


*) Man könnte die. Zulässigkeit der Substitution einer Imaginären 
an die Stelle von 7 in Zweifel ziehen, weil die Transformation, welcher 
die Formel T) ihr Dasein verdankt, zunächst nur für reelle Werthe von 
qg und 7 giltig ist. Man gelangt aber ohne Schwierigkeit zu der Ueber- 
zeugung, dass die Formel I), wenn sie für beliebige reelle Werthe 
von q und 7 richtig ist (und das ist ja unbestreitbar), nothwendig auch 
dann noch gelten muss, wenn 7 und 7 ganz allgemein, als blosse Trä- 
ger des ÖOperationszeichens, aufgefasst werden, also namentlich auch, 
wenn sie imaginär werden. 
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| ID 
| SS Horsetrin-ayar=2 [NIE ten Fr).de. 
Y —1 


Diese Gleichung geht aber, wenn man r=g setzt, sogleich über 
- in die folgende: 


II) SSfp + y(© +iy)).dydz= nf(p): 


wo in dem Doppelintegral zur Linken die Veränderlichen & und 


y an die Bedingung Bane) gebunden sind. 


Die Richtigkeit dieser Formel lässt sich auch leicht synthe- 
tisch beweisen. Entwickelt man nämlich zur Linken die Funktion 
f mit Hilfe des Maclaurin’schen Satzes nach Potenzen von 9, 
so erhält man x. f(p) als erstes Glied der Entwickelung, während 

dm 
g” einerseits mit dem Differentialeoefficienten En andererseits 


mit dem Doppelintegral 


+1 P4+N1-2 
f f; (z + iy)m.dyda 


—1 Vi 


multiplicirt erscheint; integrirt man hier zuerst nach y, so er- 
gibt sich: 


re amt /yym-+1 
ar ' [2 +iy® H— (2 — iyJ"+].de, 


wenn man nur unter % jetzt die Wurzel N 1-2? versteht. Ent- 
wiekelt man nun die beiden (m-++1)ten Potenzen mittelst des bi- 
nomischen Lehrsatzes, so findet man 


et yet Z 
— S[i(m + 1)a.cr +1 .y8] — S[(— Dr... (m + 1)..2mrt1-a, ya]. 
= 238[f2cH.(m + Dep. 29728. y2chl] 
— U. S[—D*. (m + Yaspı. 2m 20. y2cHl], 


al—ı 
wo unter (m-+1)a der Binomialcoefficient a verstanden 


wird, und die Summenzeichen S andeuten, dass die Summe aller 
Glieder genommen werden soll, welche aus dem eckig einge- 
klammerten allgemeinen Gliede dadurch hervorgehen, dass man 
daselbst statt a nach und nach O0 und alle positiven ganzen Zah- 
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len einsetzt. Das obige Integral erscheint also jetzt in folgen- 
der Form: 
+1 2ıt1 
= .S[—D°.(m + Daszpi. k am-21,(1—22) 2 .da]. 

Nun fällt unmittelbar in die Augen, dass diese Summe ver- 
schwindet, so oft m ungerade ist, weil dann jedes einzelne in 
derselben vorkommende Integral für sich der Null gleich wird. 
Sie verschwindet aber auch für jedes gerade m = 2n; man hat 
nämlich alsdann: 


+1 1 ’ 
f 220-1 —a2)ıH.de=2. f 220) (1 — 22) H.da 
er 10) 

1 


= ar, 1-22) HR.de = O(n—a+l, a+1-+}) 


In-aj2, JcH1j2 


FT OR Teen 


Die obige Summe geht dadurch über in: 


A ER (2n + 1y2aH1l-1 
On +1), 20a; SIT ba. Inu 1ekaS 


Nun ist aber: 
(2r + Ya (2% + I)eHl-2, (2n)el-2, 
2a + D! = laatıll = IcH12 Qu2, 


(2 + Iatll-2, In—al2 — (9% + I)cH11-2, (9m — 2a — Tjrii-2 
— (2 + 1)rt1l-2 — ]n41l2, 


FR (Zn)? nal—ı nl % 
a ag 


man erhält demnach, unter Berücksichtigung vorsE Rela- 
tionen, statt jener Summe jetzt diese: 


2r.1r+1j2 
Qn +1). AaH2' S(—1°.na] > 


welche bekanntlich der Null gleich ist. Da nun alle Coefficien- 
ten der Potenzen von gq in der oben vorgenommenen Reihenent- 
wicklung verschwinden, so ist hiemit nachgewiesen, dass die Glei- 
chung Il) eine identische ist in allen jenen Fällen, in welchen 
der Maclaurin’sche Satz zur Reihenentwickelung angewendet 


U —  T 
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werden kann. Der Maclaurin’sche Satz gilt aber für jede be- 
liebige Funktion, so lange nur der specielle Werth der Variabeln, 


_ welchen man in die Funktion und in ihre Ableitungen einsetzt, 


um die Coefficienten der Reihe zu erhalten, weder die Funktion 


“selbst noch irgend eine ihrer Ableitungen auf eine im Caleul un- 


zulässige Form bringt. Wir können demnach behaupten, dass 
unsere Gleichung II) für jede beliebige Funktion f gilt, so 
lange nur p keiner jener Ausnahmswerthe ist, für welche die 
Funktion f oder irgend eine ihrer Ableitungen eine unzulässige 
Form annimmt. Nimmt man nun an, dass 


SR2).de=yla)+C 


sei, so findet man auch: 
. 1 : 
Sp + gl&+iy)).dy= EBD GEHE III G; 


folglich, wenn man bei dieser Integration nach y die Grenzen 


einführt, welche die Bedingung ty? < 1 verlangt: 


+ 1a? ; 
fp+ gl +iy)).dy 


NIE 
1 REM fr Mer Ben 
= lot HI) HP + 7a I). 
Setzt man diesen Werth in die Formel Ill), so erhält man: 


IV) 
+. 
fi [P(p+ 9 HN I) -plp+al@—iN 1-23). dr=ing- 4 
—ı 


Diese Gleichung, welche eigentlich nur eine andere Form der 
Gleichung Ill) ist, gilt unter den nämlichen Bedingungen wie 
diese. Setzt man in derselben 2 =cosz, so nimmt sie folgende 
Gestalt an: 


; Ka j d 
IV) fe [p(p -F ge*)— o(p + ge-*%)] ‚sınz. dı= Ing. In 
(0) 


Setzt man in dieser |Gleichung y=0 und g=1, so wird sie 
identisch mit einer bereits von Cauchy auf anderem Wege ge- 
fundenen Formel, nämlich mit 


7 “dp” 
e)—gple-#)].sinz.de=in.| — | 
I“ [p(e) —Y(e-*)] ,=in Fan 
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deren Richtigkeit jedoch, nach Cauch y’s Herleitung, nur für den 
Fall als erwiesen anzusehen ist, dass 1) 9(z) für keinen Werth 
von x die Form ö annimmt und dass 2) g(x) nur eindeutig ist; 


indem sich nämlich diese Formel als specielles Resultat aus einer 
allgemeineren ergibt, welche nur unter den ebengenannten Be- 
dingungen stattfindet. Obgleich nun die Constanten » und g un- 
serer Gleichung IV) nur scheinbar eine ‚grössere Allgemeinheit 
verleihen, inden dieselben ohne Weiteres auch in die Cauchy- 
sche Formel eingeführt werden können, so ist dieselbe dennoch 
als eine Erweiterung dieser letzteren anzusehen, weil wir nach- 
gewiesen haben, dass unsere Gleichung IV) ebensowohl, als Glei- 
chung III), eine von der Natur der Funktion @ (oder f) völlig un- 
abhängige Identität ist und ihre Giltigkeit bewahrt, so lange die 
Constante p keiner jener Ausnahmswerthe ist, welche die Funktion 
p oder irgend eine ihrer Ableitungen auf eine im Calcul unzuläs- 


sige Form (5; logO, 1 bringen. 


xXE. 


Allgemein giltige Ableitung der Fundamentalgleichung 
der sphärischen : Trigonometrie und allgemeiner Be- 
weis des Satzes vom Polardreiecke. 


Von 
Herrn Doctor Eduard Schreder 


in Graz. 


E. 
Allgemein giltige Ableitung der Fundamentalgleichung 


der sphärischen Trigonometrie. 


Es sei das sphärische Dreieck ABC (Taf.Il. Fig. 4.) von 
beliebigen Seiten und Winkeln. Man halbire die Sehnen AB und 
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* ACin P und ®, ziehe durch diese Punkte die Kugelhalbmesser 


und verlängere dieselben, bis sie die von A aus zu den Bögen 
AB und AC gezogenen Tangenten in den Punkten 7 und 7’ 
durchschneiden. Hierauf verbinde man noch P mit Q, und 7 mit 
T' durch gerade Linien. Bezeichnet man die Bögen BC, AC und 
AB der Reihe nach mit a, 5 und c, und den Mittelpunkt der 
Kugel mit O, so ist: 


oA=1, OT=sec-, 


pa 
5 OT =sec 


2 OP=eos5, 0Q=cos3, 


b 
AT=tang5» AT =tang5z, AP=sin5, AQ=sing, 


PQ=4BC= sing. 


Für das Dreieck TAT’ besteht die Relation : 

1) TR? —tang2S + tang®S2tangStangS cos A. 
Aus dem Dreiecke TOT" ergibt sich: 

2) Den 50023 + sec?S—2sech see 5cos TOT'. 


Setzt man die rechten Theile der Relationen 1) und 2) einander 
gleich und multiplicirt beide Theile der so entstehenden Gleichung 


mit 0825 cos25 » so erhält man: 
b 
B)) sing cos2z+ 000, sin25 — 2sin : coszsin en 6085 cos A 
— cost + Eh — cos & cosÖ cos TOT 
vi 2 u) 2 ” ' 
Im Dreiecke POQ findet die Relation statt: 


sin? = cos, + cos? 3 EUEFEHE 2 c0s£ cosTOT'; 


woraus man erhält: 
b C a b c 
9 24 En TU aA VE N 2_ 
20085.c085 c08 TOT' =sin 5 eos?z —cos?;, 
Substituirt man den rechts vom Gleichheitszeichen befindlichen 
Ausdruck in die Relation 3) und schreibt 4(1— cosa) anstatt 


sin?, multiplieirt ferner alle Glieder dieser Relation mit 2, so 
erhält man: 
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„db c bini.e - j 
2sin?z cos? +2 cos?z sin?> — sindsmecos A=1-—.cosa. 
pr“ 


ER ;) b 
Dieser Gleichung lässt sich, wenn man sin?z + cos?z anstatt 1 
schreibt, folgende Form geben: 
4) 


cosa= sinae (1 — 20835) + cos, 1 — 2in25) + sinbsinccos A. 


Da 1— 200825 —= —cose und 1— 2sinS— cos c, so reduciren sich 

das erste und zweite Glied des rechten Theiles der Gleichung 4) 
b ö . 

auf cos e (cos?4 — sin2Z), d.i. cosccosdb, so dass diese Gleichung 


2 
übergeht in: cosa= cosbcosc + sinbsin ccos A. 


Die hier dargestellte Ableitung dieser Formel ist darum all- 
gemein giltig, weil die Bögen 5 und > stets <90° sind und da- 


her die Tangenten AT und AT’ in jedem Falle die verlängerten 
Radien O7 und OT’ schneiden müssen, so dass die zum Be- 
weise benutzten ebenen Dreiecke immer zu Stande kommen werden. 


ZH. 
Allgemeiner Beweis des Satzes vom Polardreiecke. 


1. Weil das zu einem gegebenen sphärischen Dreiecke con- 
struirte Polardreieck durch den Durchschnitt von drei grössten 
Kreisen entsteht, welche von den gegenüberliegenden Scheiteln 
des gegebenen Dreieckes um 90° entfernt sind, so ist klar, dass 
die Seiten des Polardreieckes, welche Bögen dieser grössten 
Kreise sind, ebenfalls um 90° von den genannten Scheiteln ab- 
stehen müssen. Da ferner jede Seite des Polardreiecks von einem 
andern Scheitel des gegebenen Dreiecks um 90° absteht, so folgt 
daraus, dass ein Scheitel des Polardreieckes, da er zwei Seiten 
desselben angehört, auch von zwei Scheiteln des gegebenen Drei- 
eckes und somit von der ganzen gegenüberliegenden Seite des- 
selben um 90° entfernt sein müsse. 


2. Unter Berücksichtigung des Vorhergehenden lässt sich 
nun die bekannte Relation zwischen den Seiten und Winkeln des 
gegebenen sphärischen Dreieckes und des zugehörigen Polardrei- 
eckes folgenderweise darthun. 
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Es sei AB (Taf. IN. Fig. 5.) eine Seite des gegebenen Drei- 
eckes und somit <= oder > 90°. 

Ist AB < 90°, so werden die zwei grössten Kreise, welche 
den AB gegenüberliegenden Winkel C’ des Polardreieckes- bil- 
den, durch die beiden in den Verlängerungen der Seite AB ge- 
legenen Punkte a und 5 gehen, wobei Ada= Bb= WW. 

Ist AB=90°, so gehen natürlich diese grössten Kreise durch 
A und B selbst. 

Ist AB > 90°, so werden sie durch zwei innerhalb AB ge- 
legene Punkte a’ und 5’ gehen, wo dann Aa’ = Bb' = 9° sein 
wird. Der Fall, dass der eine grösste Kreis durch einen aus- 
serhalb AB liegenden Punkt, z. B. a, der andere durch einen 
zwischen A und B befindlichen Punkt, z. B. b', gehe, ist darum 
unmöglich, weil dann zufolge 1. sowohl Aa als 2b’ gleich 90° 
sein müssten. 

Da der Scheitel des der Seite AB gegenüberliegenden Win- 
kels C' des Polardreieckes von AB und somit auch vom Bogen 
ab oder a’b’ um 900 absteht, so ist ab (oder im dritten Falle a'b') 
— C'. Man hat nun im 1. Falle: 


ab=bA + AB+ Ba=(90°— AB)+AB + (90° — AB) = 180° — AB. 


Im 2. Falle ist AB selbst das Maass des Winkels C’, woraus 
folgt, dass dieser —90° ist, so dass jetzt wieder AB+C'’=180°. 
Im 3. Falle ist «’b’, d.i. 
ce = AB-— Ab! — Ba!’ = AB— 2(4AB— WW) = 180° — AB, 


wie es sein soll. 


Um den analogen Satz, dass jede Seite des Polardreieckes 
mehr dem gegenüberliegenden Winkel des ‚gegebenen Dreieckes 
— 180° sein müsse, zu beweisen, sei 4’B’ (Taf. Il. Fig. 6.) die 
Seite des zum gegebenen sphärischen Dreiecke construirten Po- 
lardreieckes. 

Die beiden grössten Kreise, in welchen die den gegenüber- 
liegenden Winkel C einschliessenden Seiten des gegebenen Drei- 
eckes liegen, können im Allgemeinen entweder durch die Punkte 
‘a’ und 5b’, oder durch a und 5, oder endlich durch A' und DB’ 


selbst gehen. 
Im 1. Falle hat man: a’b’, d.i. 


C=A'B'—- Ad —bB' = A'B' —2%(4'B'— 9°) = 180°’—A'B'. 
Im 2. Falle: ab oder 
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C=aA'+A'B' + Bb = 2(90° — A'’B')+A'B' =180, — A'B'. 

Im 3. Falle ist A’B’ = 90° und C ebenfalls 90%, woraus wieder 
die Richtigkeit des Satzes erhellet. 

Die Figuren Taf. III. Fig. 7., 8., 9., 10. geben die Darstellung der 
Polardreiecke in allen Fällen mit Ausnahme des in sämmtlichen 
trigonometrischen Lehrbüchern abgebildeten Falles, dass die drei 
Seiten des einen Polardreieckes <90°, die des anderen > 909 sind. 

In Taf. III. Fig. 7. hat das eine Polardreieck ABC eine Seite 
(BC) > 90°, die beiden anderen < 90°, das andere Polardreieck 
A'B'C' hat zwei Seiten > 90° und die dritte (B’C') < 90°. y 

Die Taf. Ill. Fig. 8. stellt den Fall dar, dass im gegebenen 
Dreiecke ABC eine Seite (BC) =90° und die beiden anderen 
< 90° sind; in Taf. II. Fig. 9. hat das gegebene Dreieck ABC eine 
Seite (BC) =90° und die beiden anderen > 90°, Die Taf.Il. Fig. 10. 
zeigt den Fall, dass in dem einen Polardreiecke ABC eine Seite 
(BC) < 90° und die beiden übrigen = 90° sind, während das an- 
dere Polardreieck eine Seite (2’C’) > 90° und zwei Seiten — 90° hat. 


AXULL 


Ueber die Auflösung dreier Gleichungen mit drei un- 
bekannten Grössen, von denen wenigstens zwei. lineare 
Gleichungen sind. 


Von 
dem Herausgeber. 


Man kommt häufig in den Fall, drei Gleichungen mit drei un- 
bekannten Grössen &, y, z auflösen zu müssen, von denen we- 
nigstens zwei lineare Gleichungen von der Form 


4 


unbekannt. Grössen, von den. wenigst. zwei lineare Gleichung. sind. 443 


1 ax + boy + co? = ko» t 
d% + by + az=h 


sind. Bei der Auflösung solcher Gleichungen verfährt man in 
sehr vielen Fällen mit besonderer Eleganz auf folgende Art. 


Wenn. man 
2) 
{ tao(a2 + 5,2401) — aı (aoaı + bobı + CoCı)!ko ' 


a- Mh ta; (a9 + bo + 692) — Ag (agaı +bob, + Cocı) }Aı 
(a92+ 6092 + c02) (a1? +b1?+ 19) (oa + bobı +Cocı)? 


$ {bo (a7? + 51?+c12) — bi (agaı + dodı + CoCı) Ko q 
3 Ü + 101 (ao + 502 +60) — bo (aotı + dobı + Cocı)} Aı N 
— (ag2+ 602 + 02) (a3?+ 6124 c12) — (agaı + dobı + Cocı)? b 
I {co (a2 + 512 +c12) — € (aoaı + dobı + Cocı))Ko ‘ 


te +tcı (a + bo? + C02) — Co (aoaı + bodı + CoCı) Ykı 
— (a9?+ 602 + 602) (a?+ 6124 c1?) — (ayaı +5o6, + CoCı)? 


E 


setzt, so liefern, wie man sich auf der Stelle durch die leichteste 
Rechnung überzeugt, die drei Grössen 9, 3, € im Allgemeinen 
eine Auflösung der beiden Gleichungen 1); und weil also 


ao 4 bo + ct= ko; 
ad} + b,5 + a6=4, 


ist, so folgen aus den Gleichungen 1) und 3) durch Subtraction 
die beiden Gleichungen: 


a | a9 aM + y-B) +00 6-90, 
Lara Nr y-D)+a er 9=0. 


Setzen wir nun ferner der Kürze wegen: 
5) N. ee boCı "yon Cobı B B= C9Qı —AgC1 > a Q901 re bo0ı s 


so ist, wenn @ einen gewissen, bis jetzt noch unbestimmten Fac- 
tor bezeichnet, die allgemeine Auflösung der Gleichungen 1), wie 
sogleich erhellet, in den Formeln: 


z—-A=GA, y-B=GB, ı—k=GC 
oder: 
DE. 2 =A+6A, y=B+GBb, ==€C+GC 


444 Grune r t: Veb.d. Auflös. dreier Gleich. mit dreiunbekannt. Gröss. etc. 


! 

enthalten. Führt man nun diese Ausdrücke von x, y, z in die 
dritte der zwischen diesen drei Grössen gegebenen drei Glei- 
chungen ein, so erhält man eine Gleichung mit der einen unbe- 
kannten Grösse G@, aus welcher dieser Factor bestimmt werden 
muss, worüber sich natürlich im Allgemeinen nichts sagen lässt, 
da die dritte Gleichung von den mannigfaltigsten Formen sein 
känn. Hat man durch Auflösung dieser Gleichung @ bestimmt, 
so ergeben sich x, y, z unmittelbar mit Hülfe der Formeln 6). 


Die obige Form der Grössen 9, 3, € ist zwar nicht die ein- 
fachste, aber für viele Untersuchungen, besonders für solche, 
welche die Anwendung der Kreisfunctionen in Anspruch nehmen, 
vorzüglich bequem und geeignet. Andere Formen der in Rede 
stehenden Grössen sind die folgenden: 


7) 


(aod1 600; )b1-(Codı -agCı )Cı !ko-taobı bar; )do— (Co@ı -QgCı )Co!kı 


Fi (a,b — boa1)? + (bocı — Cod1)? + (Codı — Qocı)? 
„oc =eod)cı= (a,b -boay )ay\ko (doc - cob1)Co=(aobı bon )aoYkı 
(ao6, — 6001)? + (bocı — Cob1)? + (Coaı — aoCı)? 
sc t (C9a; —agCı )aı —(boCı -Cobı )b1 I ko—t (Cody —agCı)ao- (bocı-Cob1)bolkı 
(aydı — 65a)? + (bocı —Cob1)? + (Cotı — ac)" 
und: 
8) 
Hi: (agb — boaı) (diko — bakı) — (Ca —aocı) (Che — oh). 
(ad — bo)? + (bocı — Codı)? + (oa — ac) 
yet (bocı — Cobı) (Cıko— Cokı) — (aobı — boa,) (a,ko ap) 


(aobı — 5941)? + (bocı — Co) + (oO —acı)? 
(Codı — a9cCı) (aka — Aykı) — (docı — Cobı) (biko—bokı) 
(ad — ba)? + (boCı — Cob1)? + (Coaı — Agcı)? 
Für %=0, k=0 verschwinden diese Grössen, und es ist 
dann nach 6): 


= 


zu setzen. 
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XXILIE. 


Ueber eine Aufgabe von der geraden Linie und Ebene 
im Raume. 


Von 
dem Herausgeber. 


Ich werde in diesem Aufsatze die folgende, auch praktisch 
nicht unwichtige Aufgabe lösen, und dabei zugleich eine Anwen- 
dung der im vorhergehenden Aufsatze entwickelten Methode zur 
Lösung‘ dreier Gleichungen mit drei unbekannten Grössen, von 
denen wenigstens zwei lineare Gleichungen sind, machen: 


Aufgabe. 


Es seien zwei gerade Linien im Raume und eine 
Ebene gegeben: man soll die gerade Linie bestimmen, 
welche auf der gegebenen Ebene senkrecht steht und 
die beiden gegebenen Geraden schneidet. 


Um diese Aufgabe zu lösen, sei 
DER ee, A2+By+CG+D=0 
die Gleichung der gegebenen Ebene, und 


2) [3 . ® 
2—4aı y—b 2 Cı 
cosc, cosß, cosy, 


seien die Gleichungen der beiden gegebenen Geraden, wobei wir 


‘ ein rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde legen. 
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Der Durchschnittspunkt der gesuchten Geraden mit der ge- 
gebenen Ebene sei (XYZ); dann haben deren Gleichungen die 
Form: 


und weil diese Gerade auf der gegebenen Ebene senkrecht stehen 
soll, so ist nach den Lehren der analytischen Geometrie: 


Die Durchschnittspunkte der gesuchten Gerader mit den bei- 
den gegebenen Geraden seien (2oYo20) und (2Y12), so hat man 
die folgenden Gleichungen: 


—_ [I U m nn nn 


cosay cosß, cosy nun 
DINET% 
I 2 91,200 Bor Arge 
COS a, cosß,  cosyı i 
und: 
a -A_p-Y_%»—Z GL 
co8S0 — cos® .cosO .., 
DB) CRarer, 
Te re 
FT == : : 
cos d CoS 0 cos 
also: 
ZA + @y60S%, Zı=a, +G,cosa, 
7) Yo =b,+ GoC0S Po; Yı —b, +Gı1ecosß,; 
29 =C9 + @09608Yy 2 =cı + @1cosyı 
und 
%o=X+6G, 0089, 1 =AÄ+GN cos$, 
9) y=Y+G cos®o, y=F+4Gı'coso, 


woraus sich, wenn man diese Gleichungen von einander subtrahirt, 


2, =Z+60'c0sß, 


z, =—Z+6G, cos®; 


die folgenden Gleichungen ergeben: 


a, = X—G9,c0s%, + Gy C0s$, 
bo = F— G,eosßo + Go c08@, 


6=Z—G,c0sy + 6’ cos® 
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und 
a = A— 6, cosa, + Gy] c0s9, 
b, = Y—G,cosß, + G,'coso, 
c = Z— 6, cosyı + @1'cos®; 


also durch Subtraction dieser beiden Systeme: 


a9 — 1 =— Gyc08 a + G, cosa, + (Go — 61) c050, 

bo -bı=— @ncosßo + Gi cosßfı +(Gy — @Gı') cos o, 

Go -G1=— G,cosy, + @, cosyı + (Go — G1')c0s9; 
folglich nach 4): 

9 — 1 —=— Gy608%, + Gı cos, + @ (Go — 61) 4, 

bob =— @c0sß, + Gr cosßı + G(@ — G')B, 

GG -G=—G,cosy + Gı cosy; + @ (Go — G1) C. 
Multiplieirt man diese Gleichungen nach der Reihe zuerst mit 
Beosyy— Ccosß,, Ceosy— Acosy, Acosß} — Bcosa; 
dann mit 

Beosyp— Ceosßo, Cecosa@g— Acosyy, Acosßy — Becosoo; 


und addirt sie in beiden Fällen zu einander, so erhält man zwei 


Gleichungen, aus denen sich unmittelbar für G, und G, die fol- 
senden Ausdrücke ergeben: 


9) 


(Beosyy—CeosPß,) (aoa—a,) + (Ccosa, — Acosyı)(bo— b,) 
+(Acosß, — Beos a) (Co — Cı) 


(Bcosyn,—Ceos ß,)cosa, + (Ccosa, — Acosy,) cos BD 
+ (Acosß, — Becosa,)cosyy 


+(Acosß, — Bcos%) (Co — Cı) 
(Bcosyg — Ccosß,)cosa; + (Ücosayg — Acosyo) cosPpı je 


+(Acos Po — B coso,) cos yı 


L 


Er 
a (Beosyy— CeosPy) (ao—a,) + (C cos ay— A cos yo) (bo—bı) | 


oder: 


30* 
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10) 


J (Beosy, — CcosPß,)(ay—a,) + (Ccosa; — Acosy,)(bo—bı). 

L +(Acosß, —Beosa)(o—-a) 

A (cos Po c0Syı — COS Yg COS B1)-+B(cos yo cosa; —cosagce Casa RER.) I 
[ # 


+ C (cos aycosß, — cos PyCosa;) 


(Bcosyg— Cecosß,) (aa—a,)+(Ccosa, — Aeosfo)lde —b,) 


Pa +(Acos ß,— B cos @,) (u — a) 
HT | A(cosß,CoSsYy—C0SY, COS ß1)+B(cosy9,Cos a — cosagcosy,) 2 


+ C(cosa,cosß, —cosß, COS) 


Hat man mittelst dieser Formeln @, und G, berechnet, so findet 
man 20, Yo, 20 und 2, Y1, 21 mittelst der Formeln 7). 


Weil die Punkte (20%020) und (21%,21) in der gesuchten Ge- 
raden liegen, so kann man deren Gleichungen auf eine der bei- 


den folgenden Arten ausdrücken: 


DZ Brei ii) 27720 
FE 
U a En ne 20772 
Ti N 2 zZ 


— >) 
To Yo—Yı zu 


so dass also: 


—_— nn m [m 2 


Ii-2...Fey, Zar 


v- ar pr HA 
und folglich: 
A=2,+00 (25 -2)=ı 6%" (0-2); 
1)... s Fey typ YyY)=yıt ey —y)> 
 Z=4+6' a —- a)=ı +6’ @—2%) 


ist. Weil nun aber der Punkt (XYZ) in der gegebenen Ebene 
liegend vorausgesetzt worden ist, so ist: | 


AX+BY+CZ+D=0, 


also: 
Axt Byo+C:o +D+!Aa20—2)+Byo—y)+ C(20—2)}@0”=0, 
Azı +Byı +C1 +D+ AH) + By —n)t Cao-1)}!"=0; 
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woraus sich: 


ya day tlra td 
oT Am -a)tEy-Y)t Co — a) 
Az, + Byı + +D 


G," In a er re VAL BB Be re An 


Ben u EÜG 


12) 


folglich nach 11): 
I Axo + Byo+ Co + D (,—81); 
Aao—)+ By —yı)+ Co) | rn 


, Az, + By +Co+D 
13 Y —Yyn 0 30 0) { ehe 
) Yı Az, —2ı)+P(lyo—Yyı)t C2,—a) (Yo —Yı) 


Az, + Byo + Czo + D 


EEE 


Do —  ——  T  —n- 
0 Alzo —2,)+B(yo—yı) 10G,n)% 2) 
und 
Be atTbun ent REN 
TE EB ya) 
“ As +Byt+Cı+D 
MS F=yı 42 —a)tBly nt) —Yı)> 


Axı + Byı + C+D 


Bra: Aa, )tBy-yı)t Ca—ı) BE a) 


ergiebt, wodurch die Aufgabe nun schon vollständig gelöst ist. 


Weil nach 7), 8) und 4): 


X—-,=6G,ec0s0, — 6Go 4; 

Y—b,=G@Go,cosßo — G@Go'B, 

Z— 6 =6, 6087, — GG,C 
und 

X—a = G, cos — 66,4, 

Y—b, = 6, cosfh — 661’ B, 

Z— a = Gcosy, — GG 
ist; so ist: 


15) 
(Bcosys — Cecosß,) (X— a,)+ (Ccosa, — Acosy,)(Y —b,) 
+ (Acosß, — Beos «,)(Z- c,) =, 


(Bcosy, — Ceosß) (X— u) + (Ceosa, —A cosy1)(Y—bı) 
+ (Acosß; — Beosa)(Z-a)=0; 
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aus welchen beiden Gleichungen, in Verbindung mit der Gleichung 
EOIN-R LET AX+BY+CZ4+D=0, 


die Coordinaten X, F, Z bestimmt werden müssen, wenn man 
für dieselben ganz independente Ausdrücke haben will. Wenn 
auch diese Gleichungen alle drei linear sind, so wollen wir uns 
bei deren Lösung doch der in dem vorhergehenden Aufsatze ent- 
wickelten Methode hedienen, um zugleich die Anwendung dieser 
Methode an einem Beispiele zu erläutern, bemerken jedoch, dass 
deren Nutzen hauptsächlich dann hervortritt, wenn die drei ge- 
gebenen Gleichungen nicht, wie hier, sämmtlich linear sind. 


Wir setzen der Kürze wegen: 

17) 
Ko=(Bcosy,—Ceosß,)a,t(Ceosc, — Acosy,)b,+(Acosß,-Beosa,)c.; 
Kı=(Beosy)— Ceosß, Ja) +(Ceosa, — Acosy,)b,+(Acosß, — Beosa,)e, 
und haben dann also die drei folgenden Gleichungen aufzulösen: 


18) 
(Becosy,— Ccosß,) X-+(Cecosa, — Acosy,) Y+(Acosß,— Bcosa,)JZ=K,, 
(Beosy, — Ccosß,) A+(Ccosa, — Acosy,) Y+(Acosß, — B cosa,)Z=K,, 
AX+BY+CZ+D=0. 


Man kann nun jede zwei dieser drei Gleichungen als lineare 
Gleichungen zu Grunde legen, und wird daher nach der im vor- 
hergehenden Aufsatze entwickelten Methode drei verschiedene 
Auflösungen ableiten können, wobei die folgenden leicht zu be- 
weisenden Relationen sehr gute Dienste leisten: 


19) 

(dcosß.— Bcosa,)? + (Beosya— Ccos Po)? +(Ceosa, — A.cosy,)? 
= 4?+B?+ 0? — (Acose, +2cosß,+Ccosy,)?, 
(Acosß, — Bcos@)? + (Beosyy — Ceosß,)? + (Ccosa; — Acosy,)? 

= 4?+ B?+0C? — (Acosa, + Bcosß, + Cecos yı)? | 


und: 


20). . . (Acosß,— Bcos«,) (A cosß, — Beos«,) 
+(Bcosy — C cos ß,) (Becos Yı — C cosß}) 
+ (Ceose, — Acosy,) (Ccosa; — A cos Yı) 
= (4?+B?4+C2) (cosa, cosa; +cosß,cosß, + cos Yo 0871) 
— (dcosa+Bcosßo+ Ccosyo)(Acosay + Becos ßı + Ccosy;) 


L 
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oder, wenn 
31). . cos Wy, = cos apcos a, + cos Py cos Pı + C0S Yo C0SYı 


gesetzt wird, wo Wü, den von den beiden gegebenen Geraden 
eingeschlossenen Winkel bezeichnet: 


M) ....  (Acosßy—Beosa,) (Acosß, — Bcoso,) 
“+ (Bcosyp— Ceosß,) (B cosyı — CcosPı) 
+ (Ccosa&y— Acosyo) (Ccosa; — Acosyı) 
— (42+ B?+C%) cos Wi 
— (Acosay+ Bcosß, + Ccosy,) (Acosa, + Bcos ß,+Ceosyı)- 


Wir begnügen uns jedoch hier, nur den Weg etwas genauer 
anzugeben, welchen man einzuschlagen hat, wenn man die erste 
und dritte der Gleichungen 18) als lineare Gleichungen zu Grunde 
legt: Dann hat man in den im vorhergehenden Aufsatze ent- 


‘ wiekelten Formeln zu setzen *): 


a0—= Becosyg— C cos Po, an. 
bu=Ccosag — Acosyo, et + 
c9= Acosßy— Bcoso, El, 
ko=Ko; kk=-D; 
und es ist folglich: 
a2 +bo2 + co = 4? + B?+ C2— (Acosay + Beosß, + Ccos yo)”; 
242+b)2+02—= 424 B?4 0°, 
202 + bobı + Cocı —=0; 


also nach dem vorhergehenden Aufsatze, wie man leicht übersieht: 


23) 
ee (Beosyy— Cecosß,) Ko _ AD 
” = 727 B? + C?—(Acosay+ Bcosß, + Ccosyo)? 7 422+2?+0? 
N  (Ceosg—Acosy)Ro euBDi 
— 42+ B2+ C?—(Acosay+ Beosßo + Ccosyo)?  42+2?4C0° 
(Acosßa— B cosa,) Ko CD 


€ — 42+ B?+ C2—(Acos &+Beosßo + Ccos 70)? — 42+B2+C0? 


*) Wir bedienen uns. hier geradstehender Buchstaben statt der im 
vorhergehenden Aufsatze gebrauchten schiefstehenden. 
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Ferner ist: 
24) 
A= (4? + B? + C2)cose, — A(Acose,+Bcosß,+ Ccosy,), 
B=(4?+B? + C?)cosß, — B(Acosa, + Bcosßs-+ Ccos Yo)» 
C=(4?+ B2+ 02) cosya— C(Acosa, + Beosß + C CosY,) 
und: 
25). . X=N4GA,: F=%+4GB, Z=6C+GC. 


Führt man nun diese Ausdrücke in die zweite der Gleichungen 18) 
ein, so wird dieselbe: 


A(B cosy, — Ccosß,)+B(Ccosa, — Acos Yı)t &(Acos ee) 
+tA(Beosy,—Ceosß; )+-B(Ccosa, — Acosy,)+C(Acosß, —Beosc,)}G 
ie 

und führt also zu dem folgenden Ausdrucke von G: 
26) | 
6 K,-1N(Beosy) —Ceosß, )+B(Ccosa, — Acosy,)+E(Acosß, —Beos}} 
A (Becosy)—Ceosß,)+B(Ccosa,— Acosy,)+ C(Acosß, —Bcosa,) 


wobei man noch bemerken kann, dass 


A(Becosy, — Ccosß,)+B(Ccosa; — Acos Yı)+&(Acosß,—Becosa,) 


(42+ B?+C2) cos W,, Ne 
_L-(Adeosa+Bcosßo+Cecosy,) (Acosy+B cos ßı+Ccosy, # 

23 4?+B?+0?— (Acosao+Bcosß,+Ccosy2% no 
und 


A(B cosyı — Ccosß,)-+B(Ccosa; — Acos yı)+C(Acos Pı—Beose;) 
A (cos ß, cosy, — cos, cosß,) 
=— (4°+B?4+C2)$ +B(cosy, cosa; — cos«, cos yı) 
+ C(cos @,cosß, —cosß, cos a) 
ist. Setzt man der Abkürzung wegen: 
27) 
M= (424 B?+C2) (K,—K,cos W,,) 
(Acosa,+Beosßo+Ceosy,)Kı 


f 
— (Acosa,+ Beosß,-+ Ccos dl —(Acosa,+Bcosß,+Ceosy)K) 
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N —= (424 B?+ C2)}4?+ B?+ C?— (Acos«,+ Beosß,+ Ccosyo)?! 
A(cosß, cosy, — cosy, cos ßı) 
>< 2 + B(cosy, 608 — cosa, cosyı) $5 


+ C (cos 0,cos ßı —Cos Bo cos ) J 


so ist, wie man leicht findet: 


2) 2. yes eue = Ga 

Es ist nicht meine Absicht, diese Auflösung weiter auszu- 
führen, da das Vorhergehende zur allgemeinen Erläuterung der 
Methode schon hinreicht, worauf es hier zunächst allein ankam. 

Vorzüglich einfach gestaltet sich aber das Vorhergehende, 
wenn man, was natürlich jederzeit verstattet ist, die gegebene 
Ebene selbst als Ebene der xy annimmt. Dann ist nämlich im 
Obigen 

A=WHFBE0,  C=TL D=0 


zu setzen; und nach 10) ist also: 


Pi (a, arı a,) cos ßı —(b, —bı) cos 14 
cos &, C08 ßı — cosß, cos a, 


| G= 
ER | 

Y ___ (a—a,)eosß,—(bo—b1)cosa,, 

ia cosa,ncosß,; —cosß,cosa,; 


mittelst welcher Grössen die Coordinaten z&,, y,, » und 2), Yı> 2ı 
wie gewöhnlich nach den Formeln: 


H=ot+G,C0sn, Li =a, tG,cosü;, 
30)... y=btGocosß,, Yı=bıt @ıcosß,, 
| =6H+@e0sy,; ı =ca+t6ı cosyı 


sefunden werden. Zur Bestimmung von X, Y hat man aber, 
da natürlich Z=0 ist, nach 15) die folgenden Gleichungen: 


. (X—a,) cosß,— (Y—b,)cosw—=0, 
(X— a,)cosß, -(Y—b,)cosyy =0O 


oder: 
Xcosß, -— Ycosw,=a,cosß,—b,C0S%s, 


Xcosß, —Yecosa, =a; cos ß, —b, cos; ; 


woraus sich sogleich die Formeln: 
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(a, cosß, —b, Cosa, )cosa,—(a,Ccosß,— —boeos@,)eosa 


A 
COS @,Cosß, — coSß, Cosa, 
31) 
- y_4 cosß, — 51 °0807)cosßo— (Ü,Cosß,—boC08E,)cosß, 
hi C0S a, COSP, — cos P, cos a, 
ergeben. 


Setzt man, wie es verstattet ist: 


| COS, =LCOSU,COSYH, COSA = COSU, COSY, 


32)... 3cosßo —=sinu,CosYo, COSfP] = Sin Ccosv;, 
C08Y, = SINdo ; cosy, =sinv ; 
so ist: 
G _(,—a)sinu — (bo —b)eosu 
Er sin (Un —U)CoSv, 
39) . 
G _ (a, — a,)sinu, — (bs, — 61) cosu, 
; sin (u, — U.) cosyy 
und: 
2,=4,4GoC0sUu,Cosv,, 
%=b,+G,sinu,cosv,, 
FR 0 LS 
34) . RR N 


2) = a4 6, cosu, cosv,, 

yı =bı 4 6, sinu, cosv,, 

zı = 6,46, sinv,. 
Ferner ist: 


(a sinz,—D.C084,)Ccosu —(a]sinu, — b1c0841 )cosu, 
sin (u, — U) 


A 


2 


35) 


y_ (a,sindo— 6 vCc0S4,)sinu, —(ay sind, —b, cosu, )sin%, 
L sin (4, — %ı) 


und nach 15) ist auch: 


- Zoot —%o2 2 Y1ı —9Yo2 
a u nr y— 1 ZYo2, 


Natürlich muss aber im vorliegenden Falle $ 
X=2,=2 wd F=y=yı 


sein, was auch durch die vorstehenden Formeln vollkommen be- 
stätigt wird. 
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xXIV. 
Beweise einiger planimetrischen Lehrsätze. 


Von 


Herrn Hermann Schwarz 


in Berlin. 


I. Unter allen durch einen Punkt der Halbirungslinie eines 
Winkels gehenden und von den Schenkeln desselben begrenzten 
Transversalen ist die Normale auf der Halbirungslinie die kürzeste. 


Ausser DD’ (Taf. IV. Fig.1. u. Fig.2.) 4 AP, der Halbirungs- 
linie des £A, gehe durch den Punkt P noch BC. Zu bewei- 
sen ist, dass BC>DD!'. 


Erster Beweis. (Taf. IV. Fig.l.) Es sei AC der kürzere 
der beiden durch BC gebildeten Schenkelabschnitte, so mache 
man AC’=AC und ziehe PC’, so ist PC'’= PC; man fälle von 
C' auf DP die Normale C’E, welche in ihrer Verlängerung die 
PB in F schneidet, so isst ACUEP&AFEP. Endlich ziehe 
man durch F mit PD eine Parallele, welche den Schenkel AB 
in @ schneidet. Nun ist: 


BP-PC=BP-—-PC=BP-—-PF=BF 


2PC = 2pcC 
BP+PC = BF+2PC 
BC — BF+2PC. 


BFist>FG, weil [ZFGA=_ZPDA ein spitzer ist; FG@=2DE, 
weil C’F=2C'E; also ist BF>2DE; PC>PE; also ist 
BF+2PC>2DE -+2PE>S2PD, oder es ist BC>2PD, BC>DD!'. 


Noch einfacher als dieser erscheint folgender 


Zweiter Beweis. (Taf. IV. Fig.2.) Es müssen DB und C 
zu verschiedenen Seiten von DD’ liegen. DB liege auf der A ent: 
gsegengesetzten Seite, so ist LBDP jedenfalls ein stumpfer, 
also PB PD. Nun kann PC entweder > oder =PD!' sein, 
oder es ist <PD'. In beiden ersteren Fällen erhellet von selbst, 
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dass BC=BP+PC> DP+PD', also auch > DD! ist. Im 
letzteren Falle ist der Beweis folgender. LZPCD! ist < als der 
Nebenwinkel von PD'C oder als der Winkel PDB; man kann 
also den ersteren auf den letzteren abtragen, so dass Z PDE 
— ZLPCD! ist. Dann sind die AA PD’C und PED ähnlich und es 
ist PD'— PC: PE— PD=PC:PD. Nach der Annahme ist aber 
PC<PD!', also auch <PD, und mithin ist PD'—- PC<PE-PD, 
oder es ist PD'’+ PD<PC+PE, also ist DD'< BC. 


II. Gehen durch einen Punkt der Halbirungslinie eines Win- 
kels zwei von den Schenkeln desselben begrenzte Transversalen, 
welche ungleiche Stücke von den Schenkeln abschneiden, und 
betrachtet man von den zwei durch jede Transversale gebildeten 
Schenkelabschnitten die grösseren, so können diese beiden ent- 
weder gleich oder ungleich sein. Im ersteren Falle sind auch die 
Transversalen einander gleich; im letzteren gehört zu dem länge- 
ren der beiden Abschnitte auch die längere Transversale. 

Beweis: Erster Theil. Liegen die längeren Abschnitte auf 
demselben Schenkel, so sind die Transversalen identisch, also auch 
gleich; liegen sie aber auf verschiedenen Schenkeln, so gelangt 
man durch die Vermittelung zweier Paare congruenter Dreiecke 
zur Gleichheit der Transversalen. 

Zweiter Theil. Liegen die beiden längeren Schenkelab- 
schnitte, wie AB und AB”, auf verschiedenen Schenkeln, so trage 
man den einen von beiden auf den andern Schenkel ab und ziehe 
die entsprechende Transversale 2’C’, so sind nach dem ersten 
Theile dieses Satzes die Transversalen 2’C' und 2”’C”, weil 
sie gleichen Schenkelabschnitten angehören, einander gleich. 
Der Satz braucht also nur für den Fall bewiesen zu werden, 
in welchem die beiden längeren Schenkelabschnitte‘ demselben 
Schenkel angehören. Es seien also BC und B’C' die beiden 
Transversalen, es sei AB>AC, AB'’>AC' und AB'S>AB; 
es soll bewiesen werden, dass P'C'> BC ist. 

Z ABC ist ein spitzer, weil AC im A ABC nach der Vor- 
aussetzung <AB ist: L£ZPBB!' ist also ein stumpfer und da- 
her PB'>S PB. Nun ist entweder PC' > oder = oder < PC. 
Nur für den Fall, dass PC’ < PC, braucht noch bewiesen zu wer- 
den, dass B'’C'>BC. Es sei also PC'<PC. ZABC< ZACB, 
weil AC< AB, also ZB'BP>S ZPCB",;, nun ist Z PCB" 
> ZPC'’C als Aussenwinkel des A PCC', mithin ZB'BP 
> ZPC'C. Trägt man also den £ZPC'C auf den ZB'BP ah, 
so schneidet der zweite Schenkel die PB’ zwischen ihren End- 


punkten in E, und es ist dann 'A PCC' A PEB, also: 


PC-—-PC':PE-PB=PÜC': PB; es ist aber nach der Annahme 


| 
| 


; 


| 


| 


= 
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PC'<PC, und weil PC: PB= AC: AB und nach der Voraus- 


setzung AC< AB ist, ist PCO< PB, also PC’ <PBb, und zufolge 


obiger Proportion PC— PC’ <PE—PB oder PE+PC'> PC+PB, 
EC'> BC; um so mehr ist also B'C'> BC. 


Der Satz ist also in allen seinen Theilen bewiesen. 


IH. Umkehrung. Gehen durch einen Punkt der Halbirungs- 
linie eines Winkels zwei von den Schenkeln desselben begrenzte 
Transversalen, und sind diese einander gleich, so haben ihre End- 
punkte beziehlich gleiche Abstände von dem Scheitel des Win- 
kels, und sind sie ungleich, so entspricht unter den grösseren 
Schenkelabschnitten der grösseren Transyersale der grössere Schen- 
kelabschnitt. | 


Dieser Satz ist eine unmittelbare indirekte Folge des Vor- 
hergehenden, denn die Behauptung des geraden Gegentheils würde 
ein Widerspruch ‘mit dem vorigen Satze sein. 


Anmerkung. Ein ganz specieller Fall dieses allgemeinen 
Satzes ist folgender: Sind in einem Dreiecke zwei winkelhalbi- 
rende Transversalen einander gleich, sa ist es gleichschenklig. 
Den Beweis dieses Umkehrungssatzes rechnet man bekanntlich 
schon zu den schwierigeren. Es gibt mehrere Beweise für den- 
selben; die dem Verfasser bekannten sind jedoch sehr weitläuf- 
tig. Leichter zu finden, als die geometrischen Beweise über- 
haupt, dürfte folgender arithmetischer sein. Sind a, db, c die 
Seiten des Drikcks; Mas my, m. die winkelhalbirenden Trans- 
versalen, und ist m = m., So ist zu beweisen, dass b = ce ist. 
Zunächst drücke man eine der drei Transversalen, etwa ma, durch 
die Seiten des Dreiecks aus. Nennt man n den an 5 anliegenden, 
durch ma gebildeten Abschnitt von a, und g den ebenfalls an 5 
anliegenden, durch das Höhenperpendikel auf a' gebildeten 
Abschnitt von a, so besteht zunächst die Gleichung ma? = 


2 1 42_r.2 
n?+b?—2ng; es ist aber = 9 . a Nach gehö- 
riger Substitution erhält man ner tee, also 

le ac(a+b+c) (a—b-+e) A ih ab(a+b+ec)(a+b— ec) 
BIRNEN EU" und me ENT . 


Setzt man diese beiden letzteren Ausdrücke einander gleich und 


hebt mit a(a+5-+c), so erhält man TEN = 9, 


eine Gleichung, welche sich nach den gehörigen Reduktionen in 
folgende verwandelt: [(a?-+be) (a+b+c)+2abe] (db—c)=0. Aus 
dieser ist nun ersichtlich, dass 6—c=0 sein muss, weil der 


‘ 
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andere Faktor nicht gleich Null werden kann. — Einen auf dem- 


selben Prinzipe beruhenden Bayaia kann man auch mit Benutzung 
der Relation ma? = be — Are . rag führen. Beide Relationen 


finden sich in der Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen 
aus der Planimetrie von Gandtner und Junshans, Thl. 2. 
L. 56. und 57. *) 


xxV. 
Veber die Excentricität der Boussole. 


Von 


dem Herausgeber. 


Ich habe noch nirgends Regeln zur Berücksichtigung des 
Excentricitäts-Fehlers der Boussole entwickelt gefunden, von 
denen ich hätte sagen können, dass sie mir völlig genügt hätten. 
Wenn man freilich das Instrument so gebraucht, dass man mit 
demselben die Winkel der Figuren wirklich misst, so wird leicht 
erhellen, dass man nur das Maass des zu bestimmenden Winkels 
sowohl durch Ablesungen an der Nordspitze, als auch durch Able- 
sungen an der Südspitze der Nadel auf bekannte Weise zu ermit- 
teln, und dann zwischen beiden auf diese Weise erhaltenen Be- 
stimmungen des Winkels das arithmetische Mittel zu nehmen hat. 
Wenn man aber die Boussole auf die gewöhnliche Weise gebraucht, 
so dass nämlich damit nicht die Winkel wirklich gemessen, sondern 
nur die Spitzen der Nadel abgelesen werden, um dadurch die Abwei- 
chungen gewisser Visirrichtungen und der Richtung der Nadel von 
einander anzugeben und zu bestimmen; so muss man jedenfalls nach 
dem Princip verfahren, dass man die an den Spitzen der wirklichen 
Nadel gemachten Ablesungen so reducirt, als wenn sie an den ent- 


*) Von dem hier besprochenen Satze ist im Archiv schon vielfach 
die Rede gewesen, selbst in noch verallgemeinerter Gestalt. M. s. das 
Inhaltsverzeichniss zu Thl. L—XXV.S, 132 ff, (Ebene Geom.) 
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sprechenden Spitzen einer durch den Mittelpunkt des Limbus 
mit der wirklichen Nadel parallel gelegten Nadel gemacht worden 


wären; und dazu hat man, so viel ich-weiss, noch keine ganz 


allgemein gültige und völlig genügende Regel gegeben, so dass 
es bei der grossen praktischen Wichtigkeit dieses Gegenstandes 
wohl nicht ganz unverdienstlich sein dürfte, eine solche Regel 
zu entwickeln, wieich in dem Folgenden zu thun versuchen werde. 


Die wirkliche Nadel der Boussole werde ich die excen- 
trische Nadel, dagegen die dieser Nadel durch den Mittel- 
punkt des Limbus parallel gelegt gedachte Nadel die centrische 
Nadel nennen; die erstere ist in Fig. 1.— Fig. IV. und Fig. *. 


. — Fig.'IV*. *) durch. einen völlig ausgezogenen, die letztere 


durch einen punktirten Pfeil bezeichnet. Der an dem Umfange 
der Kreise befindliche kleine Pfeil deutet die Richtung an, nach 
welcher auf der Boussole die Grade gezählt sein sollen. Die an der 
durch eine Pfeilspitze bezeichneten Spitze und an der dieser ent- 
gegengesetzten Spitze der excentrischen Nadel gemachten Able- 
sungen sollen respective durch n und n,, die Ablesungen dage- 
gen, welche man an den entsprechenden Spitzen der centrischen 
Nadel machen würde, respective durch N und N, bezeichnet 
werden, wo es also jetzt darauf ankommt, N und N, aus n und 
n, zu bestimmen. Den zwischen den entsprechenden Spitzen 
beider Nadeln liegenden Bogen des Limbus, welcher bei einem 
guten Instrumente immer sehr klein sein wird, wollen wir durch 


‘a, den Anfangspunkt oder den Nullpunkt der Theilung aber durch 


0 bezeichnen. In Fig.1.—Fig. 1V. und Fig. I*.—Fig. IV”. sind 
alle Fälle dargestellt, welche rücksichtlich der gegenseitigen 
Lage der beiden Nadeln und der Lage des Nullpunktes der Thei- 
lung gegen dieselben vorkommen können, und alles Folgende 
wird nun gewiss, mit fortwährender Beziehung auf die genannten 
Figuren, ganz durch sich selbst verständlich sein. 


Zuerst überzeugt man sich auf der Stelle von der Richtigkeit 
der folgenden Gleichungen: 


. N=n+9—360° 
N =n-—-» 
N—N, =— 180° 
1. N=zn+to 
N, zn, 0 


N—N, =— 180° 


*") Wegen der Figuren s. m. überall Taf. IV. 
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II. N=nto 


: N, zn, — 043609 


IV. N=ento 
N, = mn —o 
N—N, — 180° 


TER year 
N, —n +0 
N— N, =—1800 


IP ION nn 
N, a — N +0 — 360° 


N— N, = 180° 
li. N=n-o 

N =n+to 

N— N, = 180° 
IV*. N =n— 00-4360 

N, =n, +o 

N— N, = 180°. 


Aus diesen Gleichungen leitet man die folgenden Formeln ab: 


I. N+N, =n+n, —360° 
N—N,=  -—180% 
2N =n-+n, — 3.1809 
2N, =n-+n, — 1.1800 


N—-N, = — 1800 Ro 
2N=n+n, —1 .180° 
2N, = n+n, +1.1800 
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1. N+N, =n+n, + 360° 
N— N, = De, 180° 
2N —=n+n, +1.180° 
2N, =n-+n, +3.1800 


a: 900 


IN 
N, tn 43. 990 


IV. N+N, =nH+n 
N-—-N, = 180° 
2N =n-+n, +1.180° 
2N, =r-+n, — 1.1809 


N- wu 


+1.90° 


Y”. N+N=nH+n 
N-N= — 1800 
2N =n-+n, —1.180° 
2N, =n+n, +1.180° 


| n—" +” _ 1,900 


rn 


N, = — + 2 909 
1. N-+-N, =n-+n, — 360° 
N—-N, = 180° 
2N =n-+n,—1.180° ; 
2N, =n +n, —3.180° 


vn "1,900 


I. N+N =nr+n 
N—-N = 180° 
2N =n+n, +1. 180° 
2N, = n+n, — 1. 180° 
Theil XXXVIL 31 
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nt 41.909 


IV“. N+N, =n-+n, +960° 
N—N, = 180° 
2N = n+n, + 3.180° 
2N, =n+n +1.1800 


N-" +3.900 


N, =" 5" 41.900. 


& 


Weil jede der beiden Grössen N und N, immer zwischen 0 
und 360° oder zwischen 0 und 4.90° liegt, so ergiebt sich hieraus 
Folgendes: 

En 
1. 0 < —57 3.900 <4.90° 


En _ 


0<— 1.900 < 4.909 
3.00 HE <7. 990 
1.000 <<, 900 


3.900 U ERı < 4.900 


In 


11. 0 <-—57—— 1.900 <4.90° 


m 


0< 14 1,900<4.900 
1.00 ap! 900 
— 1.900 << 3.900 


1.900 < HE” <3.900 


un 


1m. 
0<5 
+1.909 <4.90 
0 


o<rtr 
+3. 900 <A. 909 


1.900 <?E”1 <3.9 
ad af 0 


| 
in 


— 3.909 < — 
<1. 99° 


oa cı 90 
E 0} 


RALV: 
on 
+1.909<4.90° 


Em 


0<7 
— 1.909 < 4.900 


—_ 1.900 BE 
5 <3.90° 


1.900 tr < 
5: <5.900 


+1 
.909 <4.90° 


u 


I 9 
00 


In 
< 3.90° 


0 
1.900 UHR 
5 < 3.900 


11*. 
5 — 1.909 < 4.90 


De: 2 
3.909 <4,900 


31° 
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im 


‚900 < 
Br <7.900 


3,900 an R1 — 4,900 


‚In 


IN“. 0<-—1 41.900 < 4.900 


n+n, 


0< — 1.909 < 4.90° 


n-+n, 


UMS <3.90° 


En 


1.90 <”"F"1 < 5.900 


en 


1.900< <3.90° 


un 


IV 0 <—5— +3.900< 4.900 


rn 


0 <—5—+1.900 <4.909 


Suchen wir nun das Gemeinschaftliche dieser Fälle auf. 
In den Fällen IH. und IV*. ist 


"FM <1.90. 


0< 
In den Fällen Il., IV., 1*., III*. ist 


rn 


.900 < — 
In den Fällen I. und II. ist 


== 9.90%, 


\ 
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n 
3.07 <4.900. 


In dem Falle 11. ist: 


n>nı, n—"t+?% 1,900 


und in dem Falle IV*. ist: 


n<n> N—="+”1 43.900 


In dem Falle Il. ist: 


nn Na 


in dem Falle IV. ist: 


ndn,. N="ER 41.90, 


in dem Falle I*. ist: 


n<n» n— "+? _1.900, 


in dem Falle 11I*. ist: 


n>n., N=—,—-+1.%°, 


In dem Falle 1. ist: 


465 
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n>n,, N=" 4” _3,900, 


N =",” 1,900 
und in dem Falle I*. ist 
n<n, rtn_ .90°, 
n + n] 


N, — 79, ar 
Hieraus ergiebt sich nun zuvörderst die folgende 


Regel. 
Wenn 


0<- 5 <1. 900 


ist, so muss man 


N="b" 41.000 N="5% 43,900 
oder 4 
N =": 43.900 N, ="5-+ 41.900 


setzen, jenachdem n>n, oder n<m, ist. 


Wenn 


Im <3.90° 


ist, so muss man 


setzen, und die oberen oder unteren Zeichen nehmen, 


jenachdem n>n, oder n<n; ist. 


Wenn 
rn 


3.9090 7 FM < 4.900 


ist, so muss man 


Ez 
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N="5”1 _3.900 N" _1.90 
oder 
N, ="” _1.900 N, =" 5” _3.900 


setzen, jenachdem n>n, oder n<n; ist. 


Hieraus ergiebt sich nun aber ferner unmittelbar die folgende 


Regel. 
Wenn 


0<"” <1.90 
ist, so ist die der Spitze, an welcher die grössere Ab- 
lesung gemacht worden ist, entsprechende Zahl 


n+n, 
2 


+1.90°; 


und die der Spitze, an welcher die kleinere Ablesung 
gemacht worden ist, entsprechende Zahl ist 


in +3.900. 
W enn 
| 1.900 <?-F70 <3.900 


ist, so ist die der Spitze, an welcher die grössere Ab- 
lesung gemacht worden ist, entsprechende Zahl 


n-+nı 


— 551.900, 


und die der Spitze, an welcher die kleinere Ablesung 
gemacht worden ist, entsprechende Zahl ist 


N %, 
5 1.909. 
Wenn 


3.9000 571 <4.900 


ist, so ist die der Spitze, an welcher die grössere Ab- 
lesung gemacht worden ist, entsprechende Zahl 
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a a Ne 
und die der Spitze, an welcher die kleinere Ablesung 
gemacht worden ist, entsprechende Zahl ist 


tn 0 
51.900. 


Für den Gebrauch in der Praxis ist die auf die vorstehende 
Weise ausgesprochene Regel noch zu weitläufig; man kann aber 
durch die folgenden Betrachtungen aus derselben eine praktisch 
brauchbarere Regel ableiten. 


Zuvörderst überzeugt man sich sogleich von der Richtigkeit 
der folgenden Sätze, wobei wir jedoch bemerken, dass wir der 
Kürze wegen eine besondere Discussion solcher Fälle, wenn etwa 
eine der nachstehend vorkommenden Zahlen gleich 4.90% oder 
gleich O sein sollte, unterlassen haben, weil ein Jeder dieselben 
leicht selbst zu deuten verstehen wird; man hat im Folgenden 
0 mit zu den negativen Zahlen zu rechnen, und in einigen beson- 
deren Fällen statt der Worte „grösser als 4.90% die Worte „gleich 
4.900 zu setzen: 


Wenn keine der beiden Zahlen 


n-+n, n-+n, 


5 +1.900, 71 43.990 


grösser als 4.900 ist, so sind die beiden Zahlen 


"3.900, Mb 1,900 


u 


negativ. 


Wenn von den beiden Zahlen 


n-+n, 
vr 


+1.900, 231 _ 1,990 


die erste richt grösser als 4.900, die zweite nicht negativ ist, 
so ist von den beiden Zahlen 


13.900, "421 423.900 


« 
die erste immer negativ, die zweite grösser als 4.900. 


Wenn keine der beiden Zahlen 
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a REM 
.90°, 5 


—1.090° 


negativ ist, so sind die beiden Zahlen 


t 21 41.900, 7592 43.900 


grösser als 4.90°. 


Nach dem Obigen liefern nur folgende Zahlen Auflösungen 
unserer Aufgabe: 


Palo 13 op. 


Kaum ERLERDUHIOENS 


"Fr _ 3,996, 71.900; 

welche aber nur dann zulässig sind, wenn keine Zahi grösser 
als 4.90%, keine Zahl negativ ist. Aus dem Vorstehenden er- 
hellet daher, dass immer nur eine dieser Auflösungen zulässig 
ist, und es ergiebt sich nun mit Rücksicht auf das Obige oflen- 
bar die folgende, in der Praxis leicht anwendbare und leicht zu 
behaltende 


Regel. 
n+n 


Die Zahl AR vermehre und vermindere man um 
1.900 und 3.90%; erweiset sich eine der beiden dadurch 
erhaltenen Auflösungen als zulässig, so ist diese die 
richtige, und es entspricht die kleinere und grössere 
der beiden erhaltenen Zahlen der Spitze der Nadel, 
an welcher respective die grössere und die kleinere 
Ablesung gemacht worden ist. Erweisen aber beide 
auf diese Art erhaltenen Auflösungen sich als unzu- 
lässig, so liefern die beiden durch Vermehrung und 


Verminderung der Zahl Ban um 1.900 erhaltenen Zah- 


len die richtige Auflösung, und es entspricht die klei- 
nere und grössere dieser beiden Zahlen der Spitze 
der Nadel, an welcher respective die kleinere und die 
grössere Ablesung gemacht worden ist. 


Wir wollen «lies durch ein ‚Paar Beispiele erläutern, indem 
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_. Sg 
ee 


wir annehmen, dass an der Nordspitze die Ablesung n, an der 
Südspitze die Ablesung n, gemacht worden sei. 


Es sei n=1479, n, = 23°, also: 
1 


n+n, 14704930 1700 


2.7 og = ri 
0 
"Ta yı. 90° = 850 4 000 | Bi { 
n + n 3550 
543.900 = 85042700 = | Togo, 
Daher ist die richtige Auflösung: 
Nordspitze: 175° 
Südspitze: 3550 
Es sei n= 26°, n, = 322°, also: 
n-+n, 260 + 3220 3480 
Ga% FAT ame GER 
0 
"a 41.900 17404 =} es, 
n-+n e 4440 
—5 +3.90° = 174° 42700 = __.gg0* 
Daher ist die richtige Auflösung: 
Nordspitze: 840 
Südspitze: 264°. 
Es sei n=319°, n, = 195°, also: 
n+n 3190 +1950 5140 = . 
a 
R +2] £ 3479 
119.0 +1. 909 — ZZ 2570 4 900 = — 1670’ 
970 
"Fr 43.900 370.270 < | ir 


Daher ist die richtige Auflösung: 


Nordspitze: 3470 er) 
Südspitze: 167°. 
Es sei n = 235%, m =347°, also: 
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n+n _ 235043470 _ 5820 


TTFnonunmegs 291°, 
n u n 3810 
——+1.90°—=29]°4+ 90° — 910° 
ARTO 
743.0 = 9104.70 = Ay 
Daher ist die richtige Auflösung: 
Nordspitze: 201° 
Südspitze: 21°. 
Es sei n=120, m, —=64°, also: 
n+n, 120-+640 769 Bi 
7, ler ER TREE 390, 
n Hark n 1280 
> +. 90° = 38° + 00 | 90 
n+nı ee e 3080 
5 +8. 90° = 38° +270° — 9990° 
Daher ist die richtige Auflösung: 
Nordspitze: 308° 
Südspitze: 1280. 
Es sei n= 314°, n, = 356°, also: 
314° + 356° 0 
"Im. Ein La a A ui — 335°, 
4950 
471 41.000 =33504 = 2 
"FR 13,900 — 3350 4.2700 — le 
Er zu = ei 


Daher ist die. richtige Auflösung: 


Nordspitze: 245° 
Südspitze: 65°. 


Man wird sich von der Richtigkeit der in diesen Beispielen, 
welche zur Erläuterung der allgemeinen Regel hinreichend sein 
werden, erhaltenen Resultate leicht in jedem einzelnen Falle durch 
Betrachtung einer demselben entsprechenden Figur überzeugen 
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können*). Der grosse Vortheil unserer allgemeinen Regel liegt 
aber eben darin, dass dieselbe in allen Fällen bloss durch ein- 
fache Rechnung, ohne jedwede Betrachtung einer Figur ganz 
leicht und sicher zu dem gesuchten Resultate führt, weshalb es 
wünschenswerth zu sein scheint, dass dieselbe in die Lehrbücher 
der Geodäsie übergehe. Man sollte nach meiner Meinung nie 
unterlassen, beide Nadelspitzen sorgfältig abzulesen, und die Ab- 
lesungen nach der obigen Regel zu corrigiren; dann würden die 
Messungen mit der Boussole zu zuverlässigeren Resultaten führen. 


Wenn die Excentricität, wie dies meistens der Fall sein wird, 
sehr gering ist, so ist, wenn wir 
n—n, =4+1800 44, 
setzen, / eine der Null sehr nahe kommende Grösse, die übri- 
gens positiv und negativ sein kann. 


Wenn nun erstens 


n—n, =1800+ 4, 


also 


') Dem Falle 2=319%, n»,—=195° entspricht Fig. V. In diesem 
Falle hat man, wie aus der Figur erhellet, offenbar die folgende 
Gleichung: 

+ 195° — 180° — 3600 — 319° — x, 
z+15°=41°—r7, 
27 =41°—15°= 26°, 2=13°; 


also nach der Figur offenbar für die centrische Nadel: 


Nordspitze: 3600 — 13° — 347° 
Südspitze: 1800 — 130 — 167° 


ganz wie oben nach der Regel gefunden. 


Dem Falle 2=314°, 2, =356° entspricht Fig. VI, In diesem Falle 


ist nach der Figur: 
£ + 3600 — 356° — 314° — 1800 —z, 
z-+4°= 134° — 17, 
27 = 134° — 4° — 130°, 2 = 65°; 
also nach der Figur für die centrische Nadel: 
Nordspitze: 180° 465° — 245° 
Südspitze: 65° 


ganz cben so wie wir oben nach unserer Regel gefunden haben. 
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n=n + 180044, rn, =n— 180° — 


ist; so ist 


und folglich: 


n+3ı a —1/ 
Na Ta +1. 90 zn 90 4420 =)7 7 24 — 180°’ 
2 ns per‘ a n—14-+-180° 
+3.90° = n— 90° — 44142700 = n—141—3600° 
Wenn ferner zweitens 
n—n, =—180°-+4, 
also 
n m — 180044, n, =n+ 130° — 
ist; so ist 
Eh = m -—-900+3 
und folglich: 
n, +34 


2, +44 — 180°’ 


7, +34 + 180° 
+41 — 360° 


>47 11.900 =, — 9004444 0=| 


"42 43.900 =, —90°4344970°= }), 


Weil nun, im Allgemeinen wenigstens oder meistens, im ersten 
Falle n>180°%, n <360°, im zweiten Falle n, > 180°, n, < 360° 
ist; so erhellet aus dem Vorstehenden leicht, dass es unter Vor- 
aussetzung einer sehr geringen Excentricität meistens genügen 
wird, für die Spitze der Nadel, an welcher die kleinste und die 
orüsste Ablesung gemacht worden ist, respective 


» EM _g00 und 1900 


zu setzen. Aber freilich ist diese Regel keineswegs theoretisch 
völlig genau und ganz allgemein gültig, so dass man natürlich 
immer besser thun wird, sich an die oben entwickelte theoretisch 
allgemein richtige und gültige Regel zu halten. 


Zur Erläuterung dieser Regel mögen die folgenden Beispiele 
dienen: 


Da n—= 3050, , =711°; also: 


474 


folglich: 


folglich: 


folglich: 


Grunert: Ueber die Ezcentricität der Boussole. 


n+n, = 32%, in —= 161°; 


0 
ale +1.90° = 16104 90° — ) a 
n-+n B AalP 
ne +3.90° = 161° + 270° — ein 
: 4 "2 
Nordspitze: +1.90° = 251° 
Südspitze: ua —1.90°0= 71°, 


2. N=45, n7 22820, also: 


n-+n, = 27710, in — 138% °; 


TR 1,0 as o_$ 228150 
5 +1.90° = 158,04 90 ur 48,5,0 


Nordspitze: en —1.900— 485,0 


Südspitze: "5" 4 1.900 = 298,10 


....2r=308E0, 2, = 12150, also: 


"+2, = 4930, "F%ı oe, 


Ai 30140 

— 541.900 = 211304 w—? 12120 

n ee n c S Asl;0, 
+3. MAL Tupto; 
Nordspitze: nn + 1.90° = 3013° 


Südspitze: an 90° — 1212°, 
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Ben. n=1305%, mn =310°; ‚also: 
n I Baur 


n-+n, =4401°, — 220755 
n-+ nı N . $ 310% 
—5+1.900= 2207 + 0003 Era K 

n 4907, 6 
r 5 :+3.900—2207;° + 270° = ; — 49150; 

folglich : 
Nordspitze: = In_ı 90° = 130750, 
Südspitze: 752 41.900 — 3107,0 


In allen diesen Fällen, wo die Ablesungen wirklich an einer schon 
etwas alten und viel gebrauchten Boussole gemacht worden sind, 
ist also die obige Regel richtig. 


xXVi 


Analytischer Beweis eines geometrischen Satzes und 
Anwendung dieses Satzes in der Feldmesskunst. 


Von 
dem Herausgeber. 


In einer und derselben Ebene seien 
A, Ar As und: A, A,,iAs! 


zwei Systeme dreier in gerader Linie liegender Punkte 
Man ziehe die Geraden: 


AA, und AA, 
AA, » Adi’; 

I} » 
> N > 
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und bestimme die Durchschnittspunkte 
BP Dane A 


dieser drei Paare gerader Linien; so liegen diese drei 
Punkte jederzeit in einer und derselben Geraden. 


Man nehme die Gerade, in welcher die drei Punkte A, A,, A, 
iegen, als die Axe der x eines beliebigen Coordinatensystems 
der xy an, und bezeichne in Bezug auf dieses System die Coor- 
dinaten der Punkte 


A, A), Ay und A’, Ay, Ay 
respective durch 
a,0; 4,0; a,0 und a’, b/; ay',; b1'; ag, by. 
Dann sind die Gleichungen der Geraden: 
AA, und A,4', 
Ad „» Aydı', 
Ad ddr 


respective: 
by’ b' 
y= — (2 — und y=—-—— (z— 
v7, @-0) md yer- (ea), 
ba’ by’ | 
= — (2a IEZ= (2 — 
Yy N 1) ” Y a,’ Br us Q5), 
I ba’ 


Ve ae) Ir IF ae | 

und bezeichnen wir also die Coordinaten der Durchschnittspunkte 
9, 9,, 9, respective durch #, 9; 1), 95 #9, Ya; so haben wir 
zu deren Bestimmung die folgenden Gleichungen: 


b 
Ve a)», 9.7 (nm); 
b' by’ 
are u H-%), = Ee , (—a); 


ee 9 FR: ‘ 
»)= ay' =, Ra), nu _ Ma) 


Wenn man diese Gleichungen, damit die Grössen 0’, db‘, b,' 


wegfallen, auf geeignete Weise durch einander dividirt, so erhält 
man die folgenden Gleichungen: 
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) __W9-a 1—a 

== 7 Or re: | 

Y da Ama 
U 

9 a4, Kı-@ 


1 Söimaat Yac a 
L) a’—a r—ag' 
(ag' — aı) ı —a)y = (a —a) F—a)Yı; 
(a’ — a) (#,— a1)9, = (a — aı) (fı — @2)N2, 
(a, —a) (E— a2)Y2 = (a,' — a2) (2 — a)Y; 
oder wie sich hieraus leicht ergiebt: ‘ 
) 
aa) rad} =amn MH) + aryı — ad, 
at - 9) — (ra — a) = AHa(dı N) + a Na Agradı ; 
a {2 —a)n — F—a2)N2} 7994 (2 — 9) + @or2) — aryy. 
Ferner hat man nach dem Obigen die Gleichungen: 
(a —,)9 = by ea), (a’—a)y=bi' (ra); 
(a —a5)y, = b' (1 — a), (ag — Ay = (HH; 
('—a)y =b'(ra—a), (a —a)y=b'(r2— a1); 
also: 
(a, — a,)y9, = be’ (r—aı)yı> (ar —a2)Yol) = 6b’ (F —Q2)d5; 
(— )y1a=b (Hr —az)y2, (a!—a)yı br (th —a)y; 
(a’— a)ya9 =bi' (ra —a)y, ("—-a)y1p=b (rn — a); 
und verbindet man nun diese Gleichungen, damit a’, a,’, az’ weg- 


fallen, auf geeignete Weise durch Subtraction mit einander; so 


erhält man: 

2) 
(a—a,)y =btr—a)1 lH —a)d); 
(a — a)yYa = br —a)Y - Aa —H)N }; 
(a, —a)yy = bi’ t(r2— a)y— (F—Qp) Ha}. 


Wenn nun die Gerade, in welcher die Punkte 4’, Ay’. 4,’ 
liegen, der Geraden, in welcher die Punkte A, A,, A, liegen, 
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die als Axe der x angenommen worden ist, nicht parallel ist, so 
kann man die erstere Gerade als Axe der y annehmen, wo dann 


offenbar 
a il 


ist, und die Gleichungen 1) also in die folgenden übergehen: 
a,m—Y) ta —arıy —=0, 
a0, (9ı — 92) + a8 9a — Agtayı —0, 
2a —Y) + ar — army —0 
oder, wenn man diese Gleichungen nach der Reihe mit 
Gala, Ar, Aıfı 
multiplicirt, in die folgenden : 
a0, —Yı)Fz + agargry, — azrıry =0, 
aa, a, (Yı —Y2)X + aaytr,yy — azarıry —0, 
aa,4, (92 — Y)Xı + QQatı ra — aayırı 9, —0; 
aus denen sich durch Addition die Gleichung: 
I)... FM SW) tHE N) HR H—H)—=0 


ergiebt. 

Wenn die Gerade, in welcher die Punkte A’, Ay’, Ay! lie- 
gen, der Geraden, in welcher die Punkte A, A,; Aa liegen, die 
als Axe der x angenommen worden ist, parallel ist, so sind die 
Coordinaten 6’, 61’, 52’ einander gleich, und die Gleichungen 2) 
nehmen also die folgende Form an: 


(aa) =bie—a)y — (H—a)y}, 
(4 —-9)y% = bin) — (ya — a)Yı}, 
(ga—a)yy =b't(r.—a)y — (F—a,)Ha). 
Multiplieirt man diese Gleichungen nach der Reihe mit 92,9, 9 
und addirt sie dann zu einander, so erhält man offenbar die 
Gleichung: 
Wa) —(H—a)yiy, 1 
Hi -)9.— (3 -a)yy L—0, 
FER—a)y——@)9219ı 


also, wie man sogleich übersieht: 


(a—)99 + (a — a)yıY92 + (a — a)yy=U, 
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so dass also nach dem Obigen oflenbar auch 
(ea) -M—-a)9i | 
+11 9)» — (aa)! g=0, 


+ 1(f2— a)y — K — a)92} 
folglich: 


3) 2... 29) + N) Hr —N)=0 


ist. 
Nach 3) und 3*) ist also in beiden hier betrachteten Fällen: 


rm) HH N) + H—N)=0; 


woraus sich unmittelbar ergiebt, dass die drei Punkte (X9), (fı9ı)» 
(£515) oder 9, $h, 9, in einer und derselben Geraden liegen, 
welches der zu beweisende Satz war. 


Zur Erläuterung dieses Satzes dienen Taf. IV. Fig. 4. und 
Taf. IV. Fig.5., die aber natürlich nur ein Paar besondere Fälle 
desselben darstellen. 


Man kann von diesem Satze die folgende Anwendung machen. 
Auf dem Felde seien zwei Punkte 4’ und A,’ (Taf. IV. Fig. 6.) 
gegeben, und entweder in der diese beiden Punkte mit einander 
verbindenden Geraden oder in der einen Verlängerung dieser Ver- 
bindungslinie über den Punkt A,’ hinaus befinde sich ein Hinder- 
niss, welches nicht gestattet, von A nach A,’ oder über A,’ 
hinaus zu sehen; man soll Punkte in der Verlängerung von A’A,' 
über A,’ hinaus angeben. Zu dem Ende nehme man auf dem 
Terrain drei in gerader Linie liegende Punkte A, A,, A, an, 
ziehe die Linien AA,' und A,A'’ und bestimme deren Durch- 
schnittspunkt 95; hierauf ziehe man die Linien A,4’ und 4,4,’; 
lege durch den Punkt 9, eine beliebige Gerade und bestimme 
deren Durchschnittspunkte 9, und 9 mit den Linien 4,4 und 
A,Aı'; endlich ziehe man die Linien A9, und A,9, und bestimme 
deren Durchschnittspunkt Ay’; so wird dieser Punkt in der Ver- 
längerung der Linie A4’A,’ über A,’ hinaus liegen, also der Be- 
dingung der Aufgabe genügen. Dass dieses Verfahren mancherlei 
Abänderungen gestattet, auch sich wohl noch andere Anwendun- 
gen von dem obigen geometrischen Natze machen lassen dürften, 
erhellet leicht; an diesem Orte werden aber die vorhergehenden 


Bemerkungen genügen. 


A480 Miscellen. 


XXVir. 


Mıiscellen. 


Einige Bemerkungen zu dem Aufsatze des Herrn Oberlehrer 

J. Helmes im Archiv Theil XXXV. Seite 136.: Ueber 

die Bedeutung und Gültigkeit einer gebrochenen Gliederzahl 
in arithmetischen und geometrischen Reihen. 


Von Herrn Oberlehrer J. F, W. Gronau an der Realschule erster Ord- 


nung zu St. Johann in Danzig. 


Indem Herr Helmes einen Fehler verbessert, welchen Herr 
Dr. Hechel in Riga bei Behandlung obigen Themas gemacht 
hat, entschlüpfen auch ihm einige Behauptungen, welche einer 
Erörterung bedürfen. 


I. Zunächst spricht er wiederholentlich sich dahin aus, dass 
die Summenformeln (s) und die Formeln für das allgemeine Glied 
(£) nur deshalb auch für eine gebrochene Gliederzahl (n) gelten, 
weil und insofern bei den arithmetischen und geometrischen Reihen 


die nach irgend einen Bruche (-) „zerlegten“ Reihen dieselbe 


Gesetzmässigkeit befolgen, wie die entsprechenden Hauptreihen; 
ja er lässt sich in dieser Beziehung pag. 140. bei einer dem Wesen 
nach schon von Vega gestellten Aufgabe vom Diamanten (Vor- 
les. I. 378.) sogar zu folgendem tautologischen Satze hinreissen: 
„Setzen wir voraus, dass die Steigerung des Preises durch das 


Gewicht nach dem Gesetze einer geometrischen Reihe auch auf 


Viertel des Karats sich erstrecke, so werden auch die Preise der 


auf einander folgenden Viertel des Karats eine geometrische 
Reihe bilden.“ 


Herr Helmes scheint also der Ansicht zu sein, dass, wenn 
die zerlegten Reihen nicht die Beschaffenheit der Hauptreihen 
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beibehalten, die Gültigkeit der beiden Formeln für ein gebroche- 
nes n aufhört. 


| Dem ist aber nicht so, wie aus meiner Schrift vom Jahre 
1845: „Ueber die Anzahl der Glieder in den Summen- 
formeln der arithmetischen, geometrischen und harmo- 
nischen Progressionen“, worin ich nachweise, dass die For- 
meln nicht bloss eine gebrochene, sondern auch eine negative und 
imaginäre Gliederzahl zulassen, zu ersehen ist. 


Dort habe ich nämlich pag. 56.—64. gezeigt, dass, obgleich die 
harmonischen Reihen sich nicht in der Art zerlegen lassen, dass 
die zerlegten Reihen wieder harmonische Reihen bilden, dennoch 
die beiden Formeln für ein gebrochenes n ihre volle Geltung be- 
halten. — Mag man also immerhin bei den arithmetischen und 
geometrischen Reihen sich der hier allerdings stattfindenden Zer- 
legbarkeit in conforme Nebenreihen bedienen, um die Gültigkeit 
der Formeln für ein gebrochenes n recht klar vor Augen zu legen; 
man muss aber nicht so weit gehen, dass man diese Gültigkeit 
von der Möglichkeit einer solchen Zerlegung abhängig macht. 
Deshalb habe ich in meiner Schrift pag. 25. auch für die arithme- 
tische und geometrische Reihe noch einen andern Beweis gege- 
ben, der sich nicht auf die Zerlegbarkeit in gleichartige Neben- 
reihen stützt. 


IH. Ferner behauptet Herr Helmes pag. 156., dass die Auf- 
gabe aus Heis Sammlung: „Wenn ein senkrecht in die Höhe 
steigender Körper in der ersten Sekunde a= 1000 Fuss, in jeder 
folgenden aber d=314 Fuss weniger als in der vorhergehenden 
zurücklegt, wie lange (n) und wie hoch (s) wird der Körper stei- 
gen und nach wie viel Sekunden wieder an dem Punkte anlan- 
gen, von dem er zu steigen anfing?“ aus den Lehren der Pro- 
gression allein nicht zu lösen sei, sondern man müsse zu dem 
Ende aus der Physik, welche uns über die Natur der gleichför- 
mig verzögerten Bewegung beim Steigen der Körper Aufschluss 
giebt, noch entlehnen, dass das letzte Glied der hier in Betracht 
kommenden Reihe t=155=1d sei, was dann erst n==324 ergebe. 
Wer, giebt er zu verstehen, mit Heis u. A. die Resultate durch 
Mathematik allein ableiten wolle, erhalte = 314 ==d oder gar 
{—=0, und dem zu Folge n=32 oder 39. 


E 2 


Um Herrn Helmes in diesem Punkte zu widerlegen, dürfte 
ich nur auf meine Abhandlung: „Ueber die allgemeine und 
volle Gültigkeit mathematischer Fornfeln, 1857“ pag. 10. 
verweisen. Indessen lässt sich die Sache ohne Weiteres auch hier 
mit wenig Worten abmachen. Man differenzire nämlich die Formel 
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s=an— 9 C 


nach rn, so findet man auch ohne Hilfe der Physik, dass für den 
Fall des Maximums 


n=5+3=33 und folglich I=a—-(n-Nd=$ 
_ Qa +d)? 
und s —— Sd — 1650355 


ist. Oder, wenn es nicht angemessen sein sollte, bei einer ele- 
mentaren Aufgabe Differentialrechnung anzuwenden, so darf man 
ja nur die obige Gleichung für s nach » auflösen; aus 


an hy Ve 


würden sich dann, wenn s möglichst gross werden soll, nach 
einander für s, n und i.dieselben Werthe ergeben, wie vorhin. 


Von dem Herausgeber. 


Die Gleichung der Fläche des dreiaxigen Ellipsoids oder, wie 
man wohl auch in der Kürze bloss zu sagen pflegt, des dreiaxi- 
sen Ellipsoids, ist bekanntlich: 


EN Tr 
+ 


Setzt man in dieser Gleichung z=0, so erhält man die Gleichung 


+0 = 


des Durchschnitts des Ellipsoids mit der Ebene der xy, welcher 
also eine Ellipse ist, deren Axen die Axen der x und y, und 
deren der Grösse nach bestimmte beide Halbaxen « und 5 sind. 


Legen wir jetzt durch den Punkt (xyz) des Ellipsoids und die. 


Axe der z eine Ebene, so schneidet diese Ebene die in Rede 
stehende Ellipse in einem ihrer Durchmesser, dessen Gleichung, 
wenn rt, 4 die veränderlichen Coordinaten bezeichnen, offenbar 
Y 

ya 

ee 
ist; und bezeichn®n nun &, W die Ooordinaten der Durchschnitts- 
punkte dieses Durchmessers mit der Ellipse in der Ebene der 
%y, so hat man zu deren Bestimmung die Gleichungen: 


| 
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y=&r, (©) + G) = 


woraus mit Beziehung der oberen und unteren Zeichen auf ein- 
ander sehr leicht: 


abxz aby, 
RE nen, th — 
N 6222 +4 a2y? na V b2224 a?y? 


_ erhalten wird. Weil nun, wenn rz die Hälfte des in Rede steh- 
enden Durchmessers bezeichnet, 


7? = 42 +92 


_ ist, so ist nach den vorstehenden Formeln: 


_ 3224 39 
12 22H} a2y? 
oder 
abN a2+y2 
na ee fr 
NV 62224 a?2y? 
also Bao 
a?b? (a? + y?) 
b?r?+ pP = Seren » 
oder 


OO 
OROROE 


2?” +Yy? (@ SL 
at ) = 


UN?” EN 
5) + (.) =" 


welches wieder die Gleichung einer Ellipse ist. Legt man also 
durch den Punkt (xyz) des Ellipsoids und die Axe der z eine 
Ebene, so ist deren Durchschnitt mit dem Ellipsoid jederzeit eine 
Ellipse, deren Axen der Durchmesser der in der Ebene der xy 
liegenden Ellipse, in welchem dieselbe von der durch den Punkt 
(zyz) und die Axe der z gelegten Ebene geschnitten wird, und 
die Axe der z sind; die der Grösse nach bestimmten beiden Halb- 


und folglich, weil 


ist: 


oder, wenn wir 


setzen: 


484 Miscellen. 


axen dieser Ellipse sind die Hälfte des in Rede stehenden Durch- 
messers der in der Ebene der xy liegenden Ellipse und die Grösse c. 


Auf diese Weise machen sich Anfänger, wie mir scheint, am 
Besten und Einfachsten eine deutliche Vorstellung von der Ge- 
stalt des dreiaxigen Ellipsoids, und übersehen dann auch ferner 
auf der Stelle, dass dasselbe in das Rotations-Ellipsoid übergeht, 
wenn für a=b die in der Ebene der xy liegende Ellipse ein Kreis 
wird, und dass weiter das Rotations-Ellipsoid für a=b=c in 
die Kugel übergeht. Aehnliche einfache Betrachtungen lassen sich 
natürlich auch bei den übrigen Flächen des zweiten Grades an- 
stellen. 


Geometrischer Beweis der Formel für die Vereinigungsweite 
bei convexen Spiegeln. 


Von Herrn Schulrath Looff in Gotha. 


Gewöhnlich wird die Formel für die Vereinigungsweite der 
Lichtstrablen beim convexen Spiegel aus der für den concaven 
Spiegel: 


ee a 1 
2 er. Wen ko 
wird, d.h. die negative reciproke Vereinigungsweite -: De 


Der geometrische Beweis dafür ist folgender: Bezeichnet 'a 
(Taf. I. Fig.12.) den leuchtenden Punkt in der Axe, c den geo- 
metrischen Mittelpunkt des Spiegels, fden Vereinigungspunkt des 
reflectirten, rückwärts verlängerten Strahles mit der Axe, so ist 
mde=cdf. Halbirt man noch den Winkel fda, so ist in 
dem gleichnamigen Dreieck dieser Winkel und sein Nebenwinkel 
halbirt, folglich ac harmonisch getheilt. Es ist daher 


/9:ag =cf:ac, 


fg:ag=fd:ad, 
cf:ac=fd:ad, oder cf.ad=ac.fd. 


Ist ad=ad=e, cd=cb=1r, fA=fb (für ein kleines Segment) 2; 
so ist (r—z)e=(r+o)x oder: 


> und berechnet den Inhalt auf allgemein bekannte Weise. Wenn 


Ferner ist 
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Von dem Herausgeber. 


Wenn man bei Flächenmessungen den Inhalt eines Dreiecks 
zu ermitteln hat, bestimmt man bekanntlich mittelst der Kreuz- 
scheibe oder .des Winkelkreuzes seine Höhe in Bezug auf eine 
Seite als Grundlinie, misst mit der Messkette Grundlinie und Höhe 


man aber keine Kreuzscheibe zur Hand hat, sondern bloss Kette 
und Baken, so könnte man alle drei Seiten mit der Kette mes- 
sen und daraus den Inhalt nach der betreffenden bekannten For- 
mel berechnen. Dazu ist aber eine Quadratwurzel- Ausziehung 
nöthig oder die Rechnung mit Logarithmen, Rechnungen, welche 
nicht Jedermanns, namentlich oft nicht derer Sache sind, die am 
meisten solche einfache Messungen auszuführen haben. Wenn 
daher auch die eben erwähnten Methoden jedenfalls die besten 
sind, so scheint doch in manchen Fällen der Praxis eine andere, 
bloss den Gebrauch von Kette und Stäben in Anspruch nehmende 
Methode wünschenswerth zu sein, weshalb ich das folgende, mir 
zweckmässig scheinende Verfahren hier angeben will. 

Wenn ABC in"Taf. IH. Fig. 11. das Dreieck ist, dessen In- 
halt bestimmt werden’ soll, so messe. man mit der Kette zwei 
Seiten AB und AC desselben, trage die eine, etwa (jedoch nicht 
nothwendig) die kleinere AC auf der grösseren AB in AD ab, 
so dass man nämlich mit der Messkette AD eben so viele Ruthen, 
Fusse und Zolle wie AC lang macht, messe CD, nehme von 
CD die Hälfte und suche den Mittelpunkt ZE von CD, worauf 
man dann noch AE misst, welche Operationen alle bloss mit der 
Kette und Stäben rasch und leicht ausgeführt werden können. 
Bezeichnet dann 4 den Flächeninhalt des Dreiecks ABC, so hat 
man zu dessen Bestimmung die sehr einfache Formel: 


AR AB.COD.AE 
RR ACH. 
welche auf folgende Art leicht bewiesen werden kann. 
Es ist, wenn A den Winkel BAC bezeichnet: 


41=13.AB.4AC.sinA. 


AACD=4,AC.AC.sind, 
AACD=1}.CD.AE,; 


also: 


CD. AE 
SID A > 40 AC.AC’ 
folglich, wenn man dies in den vorhergehenden Ausdruck von 4 
einführt und dabei AC aufhebt: \ 
32* 


* 
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2,AC. = 
wie bewiesen werden sollte. 

Freilich hat man hier mehr gemessen, als man eigentlich 
braucht, weil ja 

AE? + CE? = AO? oder AL? + 4.CD?= AC? 

ist, was aber in der Praxis nicht anders angeht, wenn man 
gewisse weitläufigere Rechnungen vermeiden will. 


Ad 


Zur Beachtung. 


Herr Doctor ©. Böklen hat mir unter dem 2. Januar 1862 
(eingegangen bei mir am 19. Januar) eine neue Redaction respect. 
Umarbeitung der in Thl. XXXVI. S. 186. mitgetheilten Sätze über 
Dreiecke, welche den ein- und umbeschriebenen Kreis gemein 
haben, eingesandt, weil sich bei der früheren Bearbeitung ein 
Irrthum eingeschlichen hatte, der auf der Voraussetzung beruhte, 
dass bei den fraglichen Dreiecken der Umfang eonstant sei, was 
sich später als nicht richtig erwies. Da ich bei'm Eingang die- 
ser neuen Bearbeitung dieses Helt und diesen Band zu schlies- 
sen im Begriff bin, und den Aufsatz daher, wie es in diesem Falle 
eigentlich sofort geschehen ‚sollte, nicht mehr aufnehmen kann, 
sondern bis zum nächsten Hefte liegen lassen muss; so halte ich 
mich für verpflichtet, dies hier wenigstens vorläufig zu bemer- 
ken, und zwar um so lieber, weil ich, wie ich auch schon a. a.0. 
bemerkt habe, die in Rede stehenden Sätze allerdings für lehr- 
reich und interessant halte, vollständige Berichtigung derselben 
daher sehr zu wünschen ist. 


Den 19. Januar 1862. Der Herausgeber. 
nn 


Druckfehler. 


In dem auf pag. 384. des ö6sten Bandes abgedruckten Ver- 
zeichnisse der bisher aufgefundenen Druckfehler in Schrön’s 
Logarithmen findet sich ein Fehler. Es muss nämlich nicht heis- 
sen: „statt 8150613 lies 8150613“, sondern „statt 8150613 lies 
8150613.“ 


u ABERR | 


Im. Literar. Berichte Nr. CXLH. S. 5. muss es in dem Artikel 


Astronomie (Z. 11.) statt „Resceript vom 14. Juli 1860“ 
heissen: „Rescript vom 14. Juni 1860.“ 


Literarischer Bericht CAXLV. 1 


Literarischer Bericht 
CXLYV. 


Arithmetik. 


La Division reduite a une Addition, ouvrage ap- 
prouve par l’Academie des sciences de Paris, Institut 
de France, augmente d’une Table de Logarithmes de 
nombres äneuf decimalesexactes, renfermees en deux 
pages, et d’une nouvelile methode pour calculer avec 
une grande facilite les Tables de Logarithmes, de divi- 
sion et plusieurs autres, par R. Picarte, membre de 
la faculte des sciences. physiques et mathematiques 
de l’universite du Chili. Paris. 1860. 4%. Prix: 13 fr, 
broche; 15 fr. cartonne. (Klein Folio.) 


Dieses grosse Werk, über welches die Herren Mathieu, 
Hermite und Bienayme der Pariser Akademie der Wissen- 
schaften einen sehr günstigen Rapport erstattet haben, verdient 
eine ausführlichere Anzeige in diesen literarischen Berichten. 
Dasselbe besteht aus drei T'beilen, unter denen die 92 Seiten um- 
fassende Divisions-Tafel unter dem Titel: La Division re- 
duite ä une Addition bei Weitem der wichtigste und umfang- 
reichste ist. Diese Tafel enthält in eilf und zehn Decimalen die 
Werthe aller Brüche, deren Zähler die Zahlen 1, 2, 3, 4,....9 
sind und deren Nenner kleiner als 10000 ist. Die Zähler auf. 
jeder Seite oben in horizontaler Reihe von 1 bis 9, die Nenner 
zur Linken in vertikaler Reihe von 1000 bis 9999 bilden die bei- 
den Eingänge oder Argumente der Tafel. Der Gebrauch ist hier- 
nach im Allgemeinen sehr einfach. Handelt es sich, um ein Bei- 
spiel zu geben, welches ich nicht aus der Einleitung der Tafeln 
entnehme, um die Verwandlung des Bruchs 
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978542 
5627 ° 


in einen Decimalbruch, so schlage ich unter den vertikalen Argu- 
menten den Nenner 5627 auf, und finde in der neben diesem 


Nenner stehenden Horizontalreihe für die horizontalen Argumente _ 


9, '7058,,0,42% 
die folgenden Zahlen: 


15994313133 
12440021326 
14217167229 
08885729518 
07108583615 
03554291807 


Um bei dem Ausschreiben dieser Zahlen sich nicht zu irren, ist 
in sehr zweckmässiger Weise den Tafeln eine kleine Regel oder 
ein kleines Lineal von grünem Kartenpapier beigegeben, auf wel- 
chem die Zahlen 1, 2, 3, 4,....9 stehen, und welches bei’m 
Ausschreiben der obigen Zahlen unter die dem Nenner 5627 ent- 
sprechende Horizontalreihe gelegt wird, in der sich dieselben 
sämmtlich finden. Alle obigen Zahlen enthalten eilf Ziffern, weil 
der Nenner unter 9000 ist; für Nenner über 9000 bis 9999 enthal- 


ten die in den Tafeln sich findenden Zahlen nur zehn Ziffern. Die 


obigen sechs eilfzifirigen Zahlen, so wie dieselben sich in den Ta- 
feln finden, sind nun (überall bei eilfziffrigen Zahlen) die Mantissen 
der den Brüchen 


Er 8 5 4 2 
5627’ 5627’ 5627’ 5627’ 5697’ 567 


gleichen Decimalbrüche von der dritten Decimalstelle oder der 
dritten Stelle hinter dem Komma angefangen, indem bei allen 
diesen Brüchen die beiden ersten Stellen hinter dem Komma 
Nullen sind. Beachtet man dies, denkt sich 


978542 
5627 
__900000 ‚ 70000 , 8000 , 500 , 40 2 
nr ra + gar + so 


gesetzt, und verlangt nun den in einen Decimalbruch DATTADEOR: 
ten Bruch 
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978542 
5627 


' bis auf sieben Decimalstellen; so wird auf der Stelle erhellen, 
' dass man die obigen sechs eilfziffrigen Zahlen aus den Tafeln 
auf folgende Art ausschreiben und dann zu einander addiren-muss: 


159, 9431313 
12, 4400213 
1, 4217167 
0, 0888573 
0,0071086 
0, 0003554 


{ 173, 9011906 


oder kürzer: 


159, 9431313 
12 4400213 
1 4217167 
0888573 
071086 
03554 


173, 9011906 


Wenn der Nenner grösser als 9000 ist, so liefern die Tafeln 
die Mantissen der Decimalbrüche, weil hier die drei ersten Ziffern 
hinter dem Komma Nullen sind, von der vierten Decimalstelle 
oder der vierten Stelle hinter dem Komma angefangen, so dass, 
wenn etwa der Bruch 

678 

9849 
in einen Decimalbruch bis auf sieben Decimalziflern verwandelt 
werden sollte, die Rechnung folgende Gestalt annehmen würde: 


0,0609199 
71073 
8123 


| 0,0688395 
Die wirkliche Division liefert 
0,06883947 


also bis zur siebenten Deeimalstelle abgekürzt: 
1* 
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0,0688395 


ganz übereinstimmend mit den Tafeln. Die vollständigen Zahlen, 
welche die Tafel in diesem Falle liefert, sind: 


6091989034 
7107320540 
8122652046. 


Wenn der Nenner kleiner ist als 1000, so fällt auf der Stelle in 
die Augen, wie man sich zu verhalten hat. Wäre z. B. der Bruch 


5732 
376 
in einen Decimalbruch bis zur siebenten Decimalstelle zu ver- 


wandeln, so bedenke man, dass 


5732 _ 5732 
376 7 3760° 


ist, und hat dann, da die Tafeln für ir die vollständigen Zahlen 


15297872340 
18617021277 
07978723404 
05319148936 


liefern, offenbar den folgenden, natürlich sogleich in dieser Weise 
unmittelbar aus den Tafeln auszuschreibenden Ansatz: 
13,2978723 
1 8617021 
0797872 
053191 
15,2446807 
Wenn man 
5732 1433 
376 94 
setzt, was bei der Rechnung nach den Tafeln hier absichtlich 
nicht geschehen ist, so liefert die wirkliche Division: 
15,2446808 


Wenn der Nenner oder Divisor grösser als 10000. ist und 
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_ daher die Gränze der Tafeln übersteigt, so kann man sich natür- 
lich nur mit Näherungen helfen, wobei man sich verschiedener 
Methoden bedienen kann. Herr Picarte giebt das folgende ein- 
fache, von ihm zugleich mehrfach durch Beispiele erläuterte Ver- 
fahren an, mit dem man auch gewöhnlich ausreichen wird. Es 
ist nämlich 


a ’ 
oder, wenn Z=c gesetzt wird: 


a nc 


b+4n °d+n’ 


wo meistens eine nur sehr kleine Correction des Werthes 


NC 
b+n 
cist. Wäre z.B. der Bruch 

674 

513922 
in einen Decimalbruch zu verwandeln, so hätte man 


a=674, 5513900, n—=2 


zu setzen, wo dann 
674 
° — 573900’ 


und folglich nach obiger Formel: 


rn a 
513023 ” 513900 — 513922 ° 513900 


ist; man wird also ? 
674 
° 513900 


mittelst der Tafel und dann die Correction 
2) ;C 
513922’ 


die immer nur sehr klein .sein wird, durch wirkliche Division, oder 
auch bloss den annährend für diese Correcetion zu setzenden Bruch 


DDEC 
513900 


mittelst der Tafel berechnen, was häufig hinreichend sein wird. 


Verlangen wir obigen Bruch bis auf acht Decimalstellen, so liefert 


uns die Tafel für den Nenner 5139 mit dem: Zähler 674 die fol- 
genden vollständigen Zahlen: 


& zZ 
» % 
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11675423234 
13621327106 
07783615489 


also, weil wir acht Decimalstellen verlangen: 


c= ( 0,00116754 
13621 
0778 
0,00131153 
99 
262306 
262306 
513992 ı 0,02885366 | 0.000000056 
2569610 
3157560 


0,00131153 

—0,00000006 

674 Ba la Sue: Fer 

5135055 = 000131147 

Die wirkliche Division giebt: 


674 
5730595 = 0,00131148. 


DR 


Weitere Correctionen könnte man auf folgende Art berechnen: 


Man setze nach ‘und nach: 
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nc 


so ist: 


I 
| 
+ 


‚In 


n 

ı “a [2] 
=c—c te —c 

+ + b+n 

u. Ss. W. 

wo die Grössen ce, c', c”, ec", .... sämmtlich bloss mittelst der 
Tafeln berechnet werden können, die beizufügenden subtractiven 
oder additiven Correctionen aber immer kleiner werden. 


Eine Anzeige wie die vorliegende kann natürlich nicht darauf 
berechnet sein, ihren Gegenstand zu erschöpfen, weshalb wir 
uns mit den obigen Erläuterungen der bei dem Gebrauche der 
Tafeln anzuwendenden Methode, die natürlich noch viele Abkür- 
zungen zulässt, welche Jeder leicht selbst finden wird, begnügen 
müssen. Auch enthält die den Tafeln vorangeschickte Einleitung 
alles Erforderliche zu der Erklärung derselben. 


Ausser dieser Divisionstafel, welche, wie schon erinnert, bei Wei- 
tem den Haupttheil der Tafeln ausmacht, enthalten dieselben noch: 


90. Une ‚Table de logarithmes en deux pages, qui permet 
de trouver avec neuf decimales exactes les logarithmes de nombres. 

30, Une Methode pour calculer les logarithmes depuis 100000 
- jusqu’ & 101000; 


über welche zwei werthvolle Zugaben wir uns jedoch hier der 
Beschränktheit des Raumes wegen nicht weiter verbreiten können, 
die Leser aber auf dieselben aufmerksam machen, 
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Wir sind der Meinung, dass Herr Picarte mit diesen schö- 
nen, auch äusserlich in der trefllichsten Weise ausgestatteten 
Tafeln der Wissenschaft ein sehr werthvolles Geschenk gemacht 
hat, und würden ganz die Worte unterschrieben haben, mit denen 
die Herren Mathieu, Hermite und Bienayme (rapporteur) 
ihren der Pariser Akademie erstatteten Bericht schliessen: 


„Nous proposons done ä l’Academie de remercier M. Picarte 
de sa communication, et de l’encourager ä publier sa Table de 
division.“ 


Wir haben kürzlich bei einer anderen Gelegenheit (Literar. 
Ber. Nr. CXLIl. 8.2.) gesagt, dass die mathematischen und Na- 
tur-Wissenschaften im eigentlichen Sinne Weltwissenschaf- 
ten seien. Das sehen wir in der erfreulichsten Weise auch an 
diesem ausgezeichneten Werke, dessen Verfasser am Ende des 
kurzen Vorworts sagt: 


„LegouvernementduChili, toujours dispose ä encourager 
les travaux scientifiques, s’est empresse de souscrire ä l’ouvrage 
pour trois cents exemplaires.“ 


„Une souscription publique s’est ouverte spontanement 
a Chili pour faciliter ’impression de l’ouvrage.‘“ 


Also auch in den entferntesten Gegenden der Erde, weit drü- 
ben über dem Ocean, werden die mathematischen Wissenschaften 
in jeder Beziehung gepflegt und gefördert; sie sind in Verbindung 
nit den Naturwissenschaften wahre Weltwissenschaften! 


Möchte es uns gelungen sein, durch vorstehende ausfürlichere 
Anzeige die Aufmerksamkeit der Leser auf. dieses ausgezeichnete 
und in jeder Beziehung nützliche Werk zu lenken, und sein treff- 
licher Verfasser, Herr Picarte, für die grosse auf dessen Aus- 
arbeitung verwandte Mühe durch die grösste und weiteste Ver- 
breitung desselben einigermassen belohnt werden. Grunert. 


Geometrie. 


Euklid’s acht geometrische Bücher aus dem Grie- 
chischen übersetzt von Johann Friedrich Lorenz. 
Auf’s Neue herausgegeben vonDr. E. W.Hartwig, Ober- 
lehrer am Gymnasium Frid. zu Schwerin i. M. Halle. 
Waisenhaus. 1860. 89, 


Es ist dies eine neue, — die wie viel’ste, wird nicht gesagt 
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und ist auch aus der Vorrede wenigstens nicht genau ersichtlich 
— Ausgabe der bekannten Lorenz’schen Uebersetzung der sechs 
ersten Bücher und des eilften und zwölften Buchs der Elemente 
des Euklides, und bei einem allen, namentlich älteren Mathema- 
tikern, so durch und durch bekannten und in freundlicher Erinne- 
rung lebenden Buche kann daher von einer weiteren Besprechung 
hier natürlich gar nicht die Rede sein. Die letzteren Ausgaben 
sind sonst immer von Herrn Dippe in Schwerin besorgt worden. 
Herr Hartwig hat wiederum einen Anhang über die Berechnung 
der Figuren und Körper, also überhaupt über die Anwendung der 
Arithmetik auf die Geometrie beigefügt, wonach es also scheint, 
dass diese Uebersetzung der acht euklidischen Bücher auch als 
Lehrbuch der ebenen und körperlichen Geometrie benutzt wer- 
den soll, wogegen natürlich im Ganzen gar nichts zu erinnern ist. 
Nun hat aber Herr Hartwig die Verbindung dieser Anwendung 
der Arithmetik auf die Geometrie mit der reinen euklidischen 
Geometrie bloss dadurch hergestellt oder vielmehr herzustellen 
gesucht, dass er einige Sätze über Zahlenproportionen vorange- 
stellt und deren Beweis auf den Satz gegründet hat, dass in jeder 
Zahlenproportion die Producte der äusseren und mittleren Glieder 
gleich sind und umgekehrt, dessen Ableitung aus den euklidischen 
Sätzen im fünften Buche natürlich ungemein leicht ist, und sich 
ganz von selbst ergiebt. Damit ist aber nach unserer Meinung 
für den fraglichen Zweck wenig oder nichts geleistet und gewon- 
nen. Aller und jeder Anwendung der Arithmetik auf die Geo- 
'metrie liegt unbedingt und ganz und gar die Lehre von den Pro- 
portionen im Sinne der Neueren zu Grunde, welche lediglich 
auf Theilung beruht, wogegen die Lehre von den Proportio- 
nen im Sinne der Alten, so wie dieselbe in dem fünften Buche 
der Elemente, diesem Meisterstücke der alten Geometrie, vorge- 
tragen und, wie jeder wahre Kenner der griechischen Geometrie 
weiss, von allen griechischen Geometern nur in diesem Sinne 
angewandt wird, ganz auf Vervielfachung beruhet. Den Neue- 
ren tritt bei ihrer Proportions- Theorie aber gleich von vorn herein 
die Schwierigkeit der Incommensurabilität entgegen, welche 
aus dem angeführten Grunde in der alten Geometrie natürlich gar 
nicht in Frage kommen konnte *), und diese Schwierigkeit ist das 
eigentliche punetum saliens, auf welches Alles ankam und wel- 
ches Herr Hartwig vor allen Dingen in's Auge fassen musste, 


”) Von dem 10ten Buche der Elemente, wo Euklid die Incommen- 
surabilität ausführlich für sich in höchst scharfsinniger und lehrreicher 
Weise behandelt, ist, wie sich von selbst versteht, hier für jetzt nicht 
weiter die Rede. 
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wenn überhaupt von einer Verbindung jenes arithmetischen An- 
hangs mit der reinen euklidischen Geometrie die Rede sein sollte. 
Herr Hartwig musste also vor allen Dingen, nach gehöriger 
Erläuterung des Wesens der Proportion im Sinne der Neueren, 
zuerst im Allgemeinen zeigen, dass Grössen, die im Sinne 
der Alten proportionirt sind, dies auch im Sinne der Neueren 
sind und umgekehrt, wobei er denn schon ganz von selbst auf 
die Schwierigkeit der Incommensurabilität gekommen sein, und 
zu ausführlicher Erörterung derselben auf ganz natürlichem Wege 
Anregung gefunden haben würde, freilich Erörterungen, die sich 
nicht hätten ganz kurz erledigen lassen. Dass aber bei’m geo- 
metrischen Unterrichte auch auf Schulen dergleichen Schwierig- 
keiten, wie sie nun einmal in der Geometrie, wie z. B. auch in 
der Lehre von den Parallelen, vorhanden sind, nicht mehr um- 
gangen werden dürfen, mit denselben nicht mehr Versteck ge- 
spielt werden darf, wenn die Schüler an wahrer Einsicht in das 
innerste Wesen der Geometrie nicht sehr namhafte Einbusse 
erleiden sollen, weiss jetzt jeder erfahrene und einsichtige Leh- 
rer und giebt dies gewiss ohne Weiteres zu. Von allen diesen 
Dingen ist aber in dem erwähnten Anhange gar keine Rede, na- 
mentlich in höchst auffallender Weise nicht mit einem Worte von 
der Incommensurabilität, was uns der beste Beweis für eine Ver- 
kennung des wahren Wesens und der eigentlichen Bedeutung der 
Lehre von den Proportionen im Sinne der Alten, und, — dieser 
gegenüber, — im Sinne der Neueren zu sein scheint. Aus diesem 
Gesichtspunkte die Sache betrachtet, scheint uns der mehrer- 
wähnte Anhang eine ziemlich müssige Zugabe zu sein, denn nur 
durch eine in jeder Beziehung sorgfältige Erörterung der Com- 
mensurabilität und Incommensurabilität können die Schüler zu 
einer wahren Einsicht in alle diese Dinge geführt werden. Der- 
gleichen Erörterungen sind für den wirklichen Erfolg des geome- 
trischen und arithmetischen Unterrichts. überhaupt wichtiger, als 
manche Lehrer jetzt zu glauben scheinen, namentlich wichtiger 
als viele der Probleme und Problemchen, wie sie jetzt den Schü- 
lern in Unmasse vorgelegt zu werden pflegen, wenn wir auch na- 
türlich dieser wichtigen geometrischen Geistes- Gymnastik ihren 
sehr wohl begründeten Werth abzusprechen nicht im Entferntesten 
die Absicht haben und haben können. 


Maxima und Minima. Ein geometrisches und alge- 
braisches Uebungsbuch für die Schüler höherer Lehr- 
anstalten. Von @ C. E. Martus, ord. Lehrer der Ma- 
thematik und Physik an der Königstädtischen Real- 
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schule in Berlin. Mit einer Figurentafel. Berlin. 
Enslin. 1861. 8°. 


Wir freuen uns sehr, dass in neuerer Zeit die l,ehre von den 
Maximis und Minimis in elementarer Behandlung, und die Lösung 
von Aufgaben aus diesem Gebiete, bei’'m mathematischen Unter- 
richte eine grössere Beachtung findet, wie dies früher der Fall 
gewesen zu sein scheint, wozu jedenfalls mit das von uns im Li- 
terar. Ber. Nr. OXXXVII. angezeigte verdienstliche Buch von 
Schellbach in erfreulicher Weise Anregung gegeben hat. 
Was der Herr Verfasser der vorliegenden Schrift in der Vorrede 
über den Werth solcher Aufgaben als Unterrichtsmittel sagt, ent- 
spricht ganz unserer eigenen Ueberzeugung, und wir glauben auch, 
dass in dieser Schrift den Schulen eine recht zweckmässige 
Sammlung von, besondere. Schwierigkeiten übrigens meistens 
nicht darbietenden Uebungsaufgaben aus der in Rede stehenden 
Lehre geboten wird. Der Herr Verfasser hat die Aufgaben nach 
der Art ihrer Lösung in zwei Abtheilungen gebracht, nämlich 
I. Geometrische Lösung. S.1—S.19. und Il. Algebrai- 
sche Lösung. S.20—S.127., wo schon die Seitenzahl zeigt, 
dass der zweite Theil der bei Weitem überwiegendere ist. In 
der That enthält die erste rein geometrische Abtheilung auch inı 
Ganzen nur eine geringe Anzahl der bekanntesten Sätze und Auf- 
gaben, und aus der Stereometrie gar nichts, weshalb wir den 
Wunsch nicht unterdrücken können, dass die Sammlung in dieser 
Partie reichhaltiger wäre, weil ganz besonders die rein geomefri- 
sche Behandlung sich bei diesen Gegenständen durch Eleganz und 
zugleich durch oft überraschende Einfachheit auszeichnet. Ob der 
Herr Verfasser laut der Vorrede nicht vielleicht den ausgezeich- 
neten neueren Arbeiten von Steiner etwas zu wenig Beachtung 
geschenkt hat, wollen wir dahin gestellt sein lassen. Aber auch 
schon in der trefllichen Sammlung geometrischer Aufga- 
ben von Meier Hirsch, sowohl im ersten planimetrischen, als 
auch im zweiten stereometrischen Theile, würde er unter der 
Ueberschrift: Vom Maximum und Minimum, in so fern 
dieser Gegenstand zur Elementar-Geometrie gehört, 
vieles Treffliche für seinen Zweck gefunden haben. Ganz vor- 
züglich aber wollen wir bei dieser Gelegenheit auf das leider 
fast vergessene, den Liebhabern der feineren Geometrie aber im 
höchsten Grade zu empfehlende Werk von L’Huilier: De re- 
latione mutua capaecitatis et terminorum figurarum, 
geometrice considerata. Varsaviae. 1782. 285 pagg. in 
4°, aufinerksam machen, von dessen Inhalte der genannte: scharl- 
sinnige Geometer auch einen sehr guten Auszug in seiner Po- 


> 
u‘ 
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Iygonometrie. Geneve. 1789. 4%. unter der Ueberschrift: 
Abrege d’ lIsoperimetrie el&mentaire. p. 103 —p. 124. ge- 
liefert hat, der einem Jeden, dem das grössere Werk zu weit 
geht, vorzüglich empfohlen zu werden verdient. L’Huilier sagt 
an diesem Orte selbst von seinem grösseren Werke: „Mon but 
principal dans la composition de cet Ouvrage, etoit de suppleer 
sur ce point aux cours ordinaires d’Elemens de Geometrie, et 
de determiner dans chacune des classes de figures qu’on y traite, 
celle qui jonit du Minimum de contour avec la meme capacite, et 
reciproquement du maximum de capacit6 avec le m&me eontour. 
Mais ä ce but principal se joignit un but secondaire. Je voulois 
montrer la facilit6 avec laquelle les procedes el&mentaires peuvent 
s’appliquer ä la decouverte et ä la demonstration de plusieurs pro- 
propositions qu’on & coutume de traiter par les calculs superieurs‘“, 
was ihm nach unserer Meinung auch trefllich gelungen ist. Der 
zweite algebraische Theil der Schrift des Herrn Martus ist, wie 
schon erinnert, viel reichhaltiger als der erste, und zerfällt in 
folgende Unterabtheilungen: Der Iste und 2te Abschnitt enthal- 
ten die algebraische Behandlung von Aufgaben aus dem Gebiete 
der ebenen und körperlichen Geometrie, der 2te Abschnitt mit be- 
sonderer Rücksicht auf die Behandlung der Differenz zweier 
Quadratwurzeln; der 3te Abschnitt enthält die Anwendung trigo- 
nometrischer Functionen, der 4te und öte betreffen die Kegel- 
schnitte und den Inhalt bei denselben, der 6te betrifft transcen- 
dente Gleichungen, der 7te kubische Gleichungen, der 8te einige 
schwierigere Aufgaben. Die Methode, nach welcher die Aufgaben 
dieses zweiten Theils behandelt worden sind, stimmt mit der in 
dem oben erwähnten Schellbach’schen Buche angewandten überein, 
und ist schon in unserer Anzeige dieser verdienstlichen Schrift 
etwas näher charakterisirt worden, insofern dieselbe nach unserer 
Meinung die meiste Aehnlichkeit mit der elementaren Methode 
von Fermat hat, so dass wir uns also hier auf jene Anzeige 
beziehen können. Mögen sich die Lehrer an höheren Unterrichts- 
anstalten das Schriftehen des Herrn Martus zur Beachtung em- 
pfohlen sein lassen. ' 


Astronomie. 


Publications de l’observatoire d’Athenes. Ilm Se- 
rie, Tome Il. — Beiträge zur physikalischen Geogra- 
phie von Griechenland von J. F. Julius Schmidt, Di- 
rector der Sternwarte zu Athen. I. Zur Topographie; 
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Höhenbestimmungen. IH. Ueber Bourdon’s Metallba- 
rometer. Ill. Das Klima von Athen, nebst phänologi- 
schen Notizen und Angaben über Maxima und Minima 
der Vegetation in Attika. Athen 1861. Karl Wilberg. 4°. 


Auf dem classischen Boden Griechenlands besitzt die Astro- 
nomie schon seit längerer Zeit einen ihr gewidmeten Tempel; 
die Sternwarte war aber nach kurzer Blüthe in Vergessenheit 
gerathen, und ward nur durch die Munificenz ihres hohen Pro- 
tectors, Sr. Excellenz des Herrn Freiherrn Simon von Sina, 
Sr. griechischen Majestät ausserordentlichen %esandten und be- 
vollmächtigten Minister, so weit wiederhergestellt, dass sie ihrer 
Bestimmung zurückgegeben werden konnte, wofür die Wissen- 
schaft Herrn Baron von Sina zu dem grössten Danke verpflich- 
tet ist. Es lag in der Absicht ihres hohen Protectors, dass bei 
der Thätigkeit der Sternwarte ausser den astronomischen Arbei- 
ten auch die physikalisch-geographischen Studien des Landes 
möglichste Berücksichtigung finden sollten. Im December 1858 
übernahm der durch treffliche Arbeiten schon hinreichend be- 
kannte Herr Julius Schmidt die Direction der Sternwarte. Das 
Gebäude bedurfte mehrfacher Reparaturen und überhaupt war die 
Anstalt zu eigentlichen astronomischen Arbeiten noch nicht hin- 
reichend ausgerüstet, so dass, um keine Zeit zu verlieren, mit dem 
rühmlichsten Eifer Herr Schmidt den Entschluss fasste, sich 
vorläufig hauptsächlich meteorologischen und überhaupt das Klima 
und die Topographie Attika’s betreffenden Arbeiten zu widmen. 
Erst im Frühling 1860 konnten die astronomischen Arbeiten mit 
Nachdruck begonnen werden, gestatteten aber, weil die Rechnun- 
gen viel Zeit erlorderten, noch keine Veröffentlichung. Deshalb 
entschloss sich Herr S., die „Athenischen Publicationen“ 
in zwei Serien herauszugeben, deren 1ste die Resultate der 
astronomischen, die 2te die Resultate der meteorologischen, to- 
pographischen u. s. w. Arbeiten enthalten soll. Der äusserlich 
sehr schön ausgestattete erste Theil dieser zweiten: Serie liegt 
uns jetzt vor, und hat unsere lebhafteste Bewunderung der vielen 
Leistungen erweckt, mit denen Herrn S. in verhältnissmässig so 


kurzer Zeit die Wissenschaft zu beschenken möglich gewesen ist. 


Das ganze 304 Seiten umfassende Werk zerfällt in drei Haupt- 
abtheilungen. 

Die erste Abtheilung. Zur Topographie Griechenlands. 
(S. 1— S. 111.) enthält die über ganz Attika und die Inseln ver- 
breiteten Höhenmessungen, sämmtlich mit der grössten Umsicht 
und, so weit es die nicht selten ungünstigen Verhältnisse irgend 
gestatteten, mit der grössten Genauigkeit ausgeführt. 
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Die zweite Abtheilung (S.113—S. 144.) enthält einen 
dritten ausführlichen Bericht über Bourdon’s Metallbarometer, 
dessen Studium Herr S. sich bekanntlich mit dem grössten Rifer 
gewidmet hat, und bei dessen Beurtheilung er als die erste Au- 
torität zu betrachten ist*). Wir begnügen uns hier das Resultat 
dieser neueren Untersuchung über das jedenfalls Beachtung ver- 
dienende Instrument, wie folgt, anzugeben. Herr S. sagt: 


„Als Resultat der fortgesetzten Untersuchungen über die Me- 
tallbarometer lässt sich jetzt folgendes nach meinen Erfahrungen 
feststellen: 


Bourdon’s Metallbarometer, wenn sie wie A! und A2 gut 
gearbeitet und mit einem Thermometer versehen sind, geben bei 
Höhenessungen völlig genügende Resultate, wenn die von mir 
auseinandergesetzten **) Prüfungen durchgeführt werden. Die Zu- 
verlässigkeit der Resultate findet so lange ungestört statt, als nicht 
ein heftiger Stoss oder absichtliches Schrauben den Zeiger aus 
seiner ursprünglichen Lage bringt. Des Künstlers Aufgabe ist es, 
darüber nachzudenken, wie den ursprünglichen Aenderungen in der 
Spannung der Kapsel vorzubeugen sein werde“. 


Kein Besitzer eines Metallbarometers wird bei dessen Ge- 
brauche künftig diesen dritten Bericht des Herrn S. entbehren 
können. 


Die dritte Abtheilung (das Klima von Athen S. 145— 
S. 304.) zerfällt in folgende Unterabtheilungen: Reducirte meteo- 
rologische Beobachtungen. Meteorologische Notizen. Ueber die 
Feuchtigkeit der Luft. Vom Luftdrucke. Erwärmung der Erde. 
Temperatur der Gewässer. Maxima der Vegetation in Attika; 
und enthält des Wichtigen und zugleich allgemein Interessanten 
sehr viel, der letzte Abschnitt z. B. über den Oelbaum, das wich- 
tigste Product Attikas. und die Palmen. 


Wir halten dieses ausgezeichnete Werk auch für sehr wich- 
tig für die Alterthumskunde. Mag sich nicht mancher unter uns, 
namentlich in seiner Jugend, unter dem Ilissos Gott weiss was 
für einen grossen romantischen Strom gedacht haben, und wird 
sich nicht wenig wundern, wenn er auf S. 284. Folgendes liest: 
„Der sogenannte Fluss Ilissos hat zuweilen Wasser, nur nicht 
im Sommer, denn alsdann ist er fast ganz verschwunden bis auf 


*) M. s. unseren ausführlicheren Bericht über Herrn Schmidt’s 
Leistungen in dieser Beziehung im Literar. Ber. Nr. CXXT. S. 13. 
°") M. s. den Bericht, 
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eine kleine und trübe Lache bei der Kallirho&*), wo das, künst- 
lich vertiefte Bette das zum Waschen nöthige Wasser sammelt. 
Fliesst der Ilissos, so hat er, bei einer mittleren Wassertiefe 
von 4 bis 1 Zoll, die Breite von einer Spanne bis zu einem Schritt. 
Fällt starker Regen, so kann er merkwürdig, selbst bedrohlich 
anschwellen, und dann bildet er auch, jährlich etwa an zwei Ta- 
gen und von sehr ungleicher Dauer, einen kleinen trüben Wasser- 


fall bei der Kallirhoe.“ 


Möge Jeder von diesem mehrfach interessanten und wichtigen 
Werke selbst Einsicht nehmen, und möge Herr S. in seinem be- 
wundernswerthen Eifer, die Wissenschaft mit weiteren Mitthei- 
lungen über jenen classischen Boden zu bereichern, nicht erkalten, 
dabei auch in jeder Beziehung die kräftigste' Unterstützung finden. 

Grunert. 


Vermischte Schriften. 


Mittheilungen der naturforschenden Gesellschaft 
in Bern aus dem Jahre 1860. Nr. 440—468. (8. Literar. Ber. 
Nr. CXXVII. S.15., wo in Zeile 15 durch einen Druckfehler 
Nr. 424—539 statt Nr. 424—439 gesetzt worden ist). 


M. Hipp: Ueber die Störungen der elektrischen Telegra- 
phen während der Erscheinung eines Nordlichts (mit einer Tafel). 
Nr. 444—446. S. 33. 


G. Oth: Ueber die Rauchringe. Nr. 444—446. 8.37. 


Wild: Ueber die Bestimmung der Lufttemperatur. Nr. 450 
—454. S.91. (Dieser Aufsatz enthält viele auf sorgfältige Unter- 
suchungen gestützte, für den Gebrauch des Thermometers und 
andere meteorologische Instrumente wichtige und lehrreiche Be- 
merkungen, namentlich auch unter Nr. Il. über die Aufstellung 
der Thermometer auf den meteorologischen Stationen, weshalb 
wir auf denselben besonders aufmerksam machen). 


Dr. Georg Sidler: Ueber einige, astronomische Erschei- 
nungen des Jahres 1860. Nr. 455-458. S.140. (Neu entdeckte 
Planeten. Die Cometen des Jahres 1860. Die totale Sonnenfin- 


*) Eine Quelle im Ilissos, die aus einem Felsen quillt, wo man noch 
die Anlagen der Pisistratiden und die Wasserleitungen der folgenden 
Jahrhunderte zu erkennen glaubt. 
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sterniss vom 18. Juli, worin eine kurze Relation über die von 
verschiedenen Beobachtern in Spanien angestellten Beobachtun- 
gen gegeben und mit den Worten geschlossen wird: „Die Beob- 
achtungsergebnisse der Finsterniss von 1860 schei- 
nen eher für eine physische Existenz dieser Gebilde“ 
— (nämlich der Protuberanzen u. s. w.) — „auf dem Sonnen- 
körper zu sprechen“ nämlich ‚gegenüber denen, welche die- 
selben gern zu blossen optischen Erscheinungen machen möchten, 
worin wir Herrn Sidler vollkommen beistimmen. 

H. Schiff: Historisch-kritische Darstellung der Säurentheorie. 
Nr. 464—467. S.193. (In chemischer Rücksicht von allgemeinem 
Interesse, weshalb wir den Aufsatz hier anführen). 

Wild: Bericht über die Einrichtung meteorologischer Sta- 
tionen in den Kantonen Bern und Solothurn. Nr. 468. S. 225. 
(Die Stationen sind: Bern, Saanen, Interlaken, St. Beatenberg, 
Grimsel, Faulhorn und Wasen bei Sumiswald. Der Bericht ent- 
hält viele sehr einsichtige praktische Bemerkungen über Aufstel- 
lung der Instrumente, über die Einrichtung solcher Stationen über- 
haupt u.s. w.; alle getroffenen Einrichtungen und den Beobachtern 
gegebenen Instructionen zeichnen sich, wie es uns scheint, unter 
Berücksichtigung der zur Disposition stehenden Mittel, durch be- 
sondere Einfachheit und Zweckmässigkeit aus, und verdienen 
Nachahmung). 

Koch: Meteorologische Beobachtungen von Burgdorf und 
Saanen (Juni bis October 1859), Burgdorf (November 1858. — März 
1859), Saanen und Bern (November 1858 — Juni 1860). 


Sitzungsberichte der königl. Bayer. Akademie der 
Wissenschaften zu München (vergl. Literar. Ber. Nr. CXLIV. 
S:'9.). 


1861. I. Heft Il. Dieses Heft enthält keine zur Mathema- 
tik und Physik gehörende Aufsätze, aber eine in allgemeiner 
naturwissenschäftlicher Rücksicht sehr interessante. grössere Ab- 
handlung, auf die wir alle Lehrer, die in der Naturgeschichte zu 
unterrichten haben, recht dringend aufmerksam machen, nämlich: 

A. Wagner: Zur Feststellung des Artbegrifis, mit beson- 
derer Bezugnahme auf die Ansichten von Nathusius, Darwin, Is. 
Geofiroy und Agassiz. S. 316-358. 


Die Abhandlung ist selbst ohne viele specielle naturhistorische 
Kenntnisse sehr wohl verständlich, und deshalb auch dem unter- 
zeichneten Herausgeber sehr interessant und lehrreich gewesen. 


G. 
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Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der 
Wissenschaften in Wien (Vg. Literar. Ber. Nr. CEXLIM. S. 6.). 


Band XLIl. 1860. 


Nr. 28. ‚Diese Nummer enthält nur naturhistorische Abhand- 
lungen. 


Band XLIl. Zweite Abtheilung. \ 

Von diesem Bande an erhalten die wichtigen Wiener Sitzungs- 
berichte eine neue Einrichtung, indem die Berichte der mathema- 
tisch - naturwissenschaftlichen Klasse in zwei Abtheilungen erschei- 
nen, deren zweite Abtheilung 


die Abhandlungen aus dem Gebiete der Maihe- 

matik, Physik, Physiologie, Meteorologie, phy- 

sischen Geographie. und Astronomie 
enthält, jedenfalls eine sehr zweckmässige Einrichtung, die auch 
uns erlaubt, uns von jetzt an auf die Anzeige dieser zweiten Ab- 
theilung zu beschränken, weil dieselbe vorzugsweise alle diejeni- 
gen’ Wissenschaften enthält, die in den Kreis unserer Zeitschrift 
gehören. Wir bemerken dies hier ein für alle Mal, und freuen 
uns sehr, dass die Wiener Akademie auch bei dieser Einrichtung 
das für unsere jetzige Zeit im Allgemeinen so überaus wichtige 
Princip der Theilung der Arbeit befolgt und in Anwendung 
gebracht hat. 


Jänner 1861. Aus einem Schreiben des österreichischen Rei- 
senden Herrn Hauptmanns Karl Friesach an Herrn Director 
Kreil. S.7. (Enthält Höhenmessungen und magnetische Bestim- 
mungen in Südamerika). — Reitlinger: Ueber die Schichtung 
des elektrischen Lichts. 8.15. Vorläufige Notiz über Lichten- 
berg’sche Figuren in verschiedenen Gasen. — Knochenhauer: 
Ueber den Gebrauch des Luftthermometers. 8.27. — Frisch: 
Resultate mehrjähriger Beobachtungen über die Belaubung und 
Entlaubung der Bäume und Sträucher im Wiener botanischen Gar- 
ten. (Mit 1 Tafel). S.81.— Kreil: Ueber die täglichen Schwan- 
kungen des Luftdrucks. : S. 121. — Czermak: Zur objectiven 
Erklärung einiger sogenannten subjectiven Gesichtserscheinungen. 
S.163. — Brücke: Ueber Metallglanz. .S. 177. — v. Littrow: 
Physische Zusammenkunft der Asteroiden im Jahre 1861. 8.193. 
— Weiss: Ueber. die Abhängigkeit der Liniendistanzen im 
Spectrum des Gases der Untersalpetersäure von der Dicke der 
durchlaufenen Schicht. S. 208. — Mach: Ueber das Sehen von 
Lagen und Winkeln durch die Bewegung des Auges. Ein Bei- 
trag zur Psychophysik. S. 215. 


1 ** 
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Sitzungsberichte der königl. böhmischen Gesell- 
schaft der Wissenschaften in Prag. Jahrgang 1861. 
Januar-Juni. Vel. Literar. Br. Nr. CXLIL 8.9. 


8.17. Herr Pierre sprach: Ueber den Leitungswi- 
derstand tropfbar flüssiger Leiter. Zu diesen Untersu- 
chüngen war Herr Pierre einen Rheostaten von grossem 
Widerstande zu construiren genöthigt, welcher zwar kurz, aber 
mit hinreichender Deutlichkeit beschrieben wird. Mehrere bemer- 
kenswerthe Resultate haben sich aus diesen Untersuchungen er- 
geben, wegen welcher wir auf den Aufsatz selbst verweisen müs- 
sen, und als eins der bemerkenswerthesten nur anführen wollen: 
dass bei verdünnter Schwefelsäure der Leitungswiderstand von 
verschiedener Grösse gefunden wurde, jenachdem die ein- oder 
ausgeschaltete Schicht an der Anode oder Kathode sich befand, 
und zwar fand man den Leitungswiderstand in dem an die Ka- 
thode angränzenden Theile der Flüssigkeit grösser als in dem an 
die Anode gränzenden. — Wird bei Anwendung derselben Strom- 
quelle (einer Daniel’schen Batterie von zwei Elementen) die Strom- 
stärke durch Verminderung des Gesammtwiderstandes vergrössert, 
so wächst auch der Unterschied zwischen beiden vorerwähnten 
Widerständen. — S.29. Herr Weitenweber verlas eine brief- 
liche Mittheilung des Herm P. Zulauf in Saaz über ein von 
ihm dort beobachtetes Lichtphänomen. — $S,35. Herr 
Pierre: Beschreibung einer nach seiner Angabe con- 
struirten Longitudinal-Wellenmaschine. — S.37. Herr 
Karlinski: Resultate aus den magnetischen Declina- 
tionsbeobachtungen in Krakau. — S.60. Herr Dr. No- 
wak: Meteorologische Studie über gewisse Schlamm- 
stellenin grossen Höhen mehrfach interessant, (mit Rücksicht 
auf Alexander v. Humboldt). — S.90. Herr Nowak: Kriti- 
scher Commentar zu zwei Kapiteln aus Arago's nach- 
gelassenen Werken über das Gewitter, und Schluss- 
folgerungen. | 


Prosramma | 
dell’ Accademia delle seienze dell’ Istituto di Bologna pel con- 
corso al premio Aldini sul Galvanismo per Il’ anno 1862, 


I muscoli ed i nervi della rana sono sedi di correnti elettriche, 
le quali diedero materia a due stupende Dissertazioni, premiaäte 
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da quest’ Accademia, ed elaborate dai chmi Professori Grimelli 
e Cima per rispondere a due temi proposti pe” concorsi al premio 
Aldini. Stando massimamente ad una recentissima Pubblicazione 
del Sie. Budge, Professore nell’ Universitä di Greifswald, ®@ 
sede di corrente ellettrica nella rana anche la pelle, L’Accademia 
che ha sempre cercato di conoscere ben chiaro ed appurato quanto 
erasi scoperto in fatto d’elettricitä in quell’ animale, non puo non 
eercar di conoscere eziandio quanto & stato dipoi sino ad ora 
scoperto intorno al medesimo, e percid anche quanto puö esser 
riferibile all’ ultima memorata corrente. Propone quindi il seguente 


Qüesito 


1°. Esaminare ed esporre ciö che dai fisiei e dai fisiologi @ 
stato trovato di rilevante intorno alle correnti muscolari, nervee 
e di contrazione della rara dopo le sopraecennate Pissertazioni 
dei Professori Grimelli e Cima: e sopratutto la vera impor- 
tanza dello stato elettro-tonico dei nervi, assai grande secondo 
le diligenti ricerche del Sig. Pflüger, e pressoche nulla giusta 
il parere del sopradetto Sig. Budge: e 


2%, »Indagare con precise e coneludenti esperienze se vera- 
mente nella pelle della rana si manifesti una corrente elettrica: e, 
nel caso affermativo, quali sieno le leggi di questa corrente: se 
debbasi o no riguardare come fenomeno fisiologieo: e se abbia 
veruna attinenza colle altre correnti. 


Desidera l’Accademia, che dai fatti relativi alla rana non si 
scompagnino i fatti analoghi talora noti riguardo agli altri animali, 
ma che vengano anch’ essi riferiti e discussi, riunendo cosi in un 
tutto solo quanto, in relazione al’ oggetto in discorso, @ ben co- 
noseiuto finora circa all’ economia animale. 


Si retribuirä un premio di lire italiane mille all’ Autore 
dello seritto che, colle suddette avvertenze e condizioni, presenti, 
a giudizio dell’ Accademia, la miglior soluzione del proposto tema. 


Le Memorie per questo Concorso dovranno pervenire franche 
a Bologna entro il mese di Dicembre milleottocentosessantadue 
con questo preciso indirizzo = Al Segretario dell’ Accademia delle 
Scienze dell’ Istituto di Bologna =: un tale termine & di rigore, 
e percio non sarebber ricevute pel Concorso le Memorie che 
eiungessero al-l’Accademia, spirato l’ ultimo di dell’ indicato mese. 
Dovranno- essere scritte o in italiano, o in latino, o in francese, 
e in caratteri facilmente leggibili. L’Accademia richiede la mag- 
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giore esattezza' nelle citazioni di Opere stampate, e la mag- 
giore autenticitä ne’ documenti in iscritto, che agli Autori torni 
di menzionare a prova, 0o.conforto di loro asserzioni. Ciascun 
concorrente dovra contrassegnare con un’, epigrafe qualsiasi, la 
sua Memoria, ed accompagnare questa d’ una scheda suggellata, 
la’quale racchiuda il nome, cognome ed indirizzo di lui, ed abbia 
ripetuta all’ esterno la predetta epigrafe. 1 concorrenti avranno 
tutta la eura di non farsi conoscere; poiche quegli, che per qualche 
espressione della sua Memoria, o in qualsivoglia altra maniera si 
facesse conoscere, verrebbe escluso dal Concorso.  Spirato il so- 
pradetto termine, e succeduto il giudizio delle Memorie di Con- 
corso, secondo Il’ analogo Regolamento dell’ Accademia, verrä 
aperta la sola scheda della Memoria meritevole del Premio, e del 
premiato si pubblicherä tosto il nome. 


Bologna dalla Residenza dell’ Istituto il di 23 Giugno 1861. 


IL F. FE. di Presidente 
Prof. Cav. Giovanni Battista Fabbri. 
Il Segretario 
Dott. Domenico Piani. 


Mathematische 
und physikalische Bibliographie. 


XLV. 


Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


L. Hoffmann, Mathematisches Wörterbuch. 15. bis 17. Lief. 
er.8%. geh. Berlin. a 20 Ngr. 

A. Hölty, DieBewegung als Princip der mathematischen Grund- 
begriffe. gr. 8°. geh. Göttingen. 16 Ngr. 

Sigel, Arithmetischer und geometrischer Anschauungs-Ünter- 
richt, verbunden mit dem ersten Unterricht im Zeichnen. 8°. geh. 
Tuttlingen. 10 Ngr. 

Arithmetik. 

S.F. Lacroix, Traite elementaire de calcul differentiel et de 
ealeul integral. 6e edition, revue et augmentee de notes par Hermite 
etJ.A. Serret. Tome Ier. Paris. 8%. Mit5 Taf. Preis f.2 Bde.5 Thlr. 

Todhunter, A History of the Progress of the Calculus of 
Variations during the Nineteenth Century. Lond. 8°. 4 Thir. 24 Ngr. 

J. Weneck, Die Arithmetik. Ein Handbuch für Schüler ge- 
werblicher Lehranstalten. gr. 8%. Leipzig. 73 Neger. 


Geometrie. 


F. Grelle, Analytische Geometrie der Ebene. gr. 8°. geh. 
Hannover. 2 Thlr. 

The Quadrature of the Circle. Correspondence between an 
eminent Mathematieian and James Smith. Lond. 8°. 4 Thlr. 6 Ngr. 


Trigonometrie. 

J Dienger, Handbuch der ebenen und sphärischen Trigono- 
metrie mit zahlreichen Anwendungen derselben auf reine u. praktische 
Geom., phys. Astronon.ete. 2. Aufl. gr. 80, geh. Stuttg. 2Thlr.4Ngr. 

Mechanik. 

W. F. Guichard, Die Grundgesetze der Dynamik. gr. 8°. 

geh. Leipzig. 10 Neger. | 
Praktische Mechanik. 

H. Bochet, Mecanique. Nouvelles recherches experimentales 
sur le frottement de glissement, specialement sur des rails de chemins 
de fer, dans des circonstances tres-diverses. Paris. 8°. M. Taf. 13 Thlr. 

Astronomie. 


Commentaire et discussion du systeme planetaire de l'astro- 
nome J. P. Villeneuve. Par un ancien officier de l’etat- major. 
or. 4%. Wien. 2 Thlr. 20 .Ngr. 

Handatlas der Erde und des Himmels. Neu revid. Volksausg. 
in 50 Karten. 30.— 33. Lief. Imp,-Fol. Weimar. ä 8 Negr. 

H. Kiepert’s allgemeiner Atlas der Erde und des Himmels 
in26 Blatt. 14. Aufl. Für den Gebrauch der Schulen der k. k. öster- 


reichischen Staaten neu bearbeitet von W. Vogel und A. Graef. 
qu. gr. 4%. geh. Weimar. 1 Thlr. — Derselbe in 34 Karten. Mit Er- 
läuterungen zu den physikalischen Karten von Richter. qu. gr. 4°, 
Weimar. geh. 1 Thlr. 10 Ngr. 

Physik. 

J. K. Bähr, Der dynamische Kreis. Die natürliche Reihen- 
folge der Elemente und zusammengesetzten Körper als Resultat 
der Beobachtung ihrer dynamischen Wirksamkeit. 2. Lief. Dres- 
den. 4°. Mit 32 Steintaf. 3 Thlr. 15 Neger. 

G. ab Capelli, Osservazioni meteorologiche eseguite nelle 
R. Specola astronomica .di Milano negli anni 1858—1859. In gr. 40, 
Milano. 20 fr. 

Allgemeine Encyklopädie der Physik. Bearbeit. v. ©.W.Brix, 
G.Decher, F.C.O.v. Feilitzsch, F. Grashof, E. Harms etc. 
Herausgegeb. v. Gst. Karsten. 9. Lief. Leipzig. 8°, Mit ein- 
gedr. Holzschn. u. ? Taf. Inhalt: 20. Bd. Angewandte Electricitäts- 
lehre, von C. Kühn. p. 129—416. 2 Thlr. 20 Negr. 

K. E. Kluge, Ueber die Ursachen der in den Jahren 1850— 
155% stattgefundenen Erderschütterungen u. die Beziehungen dersel- 
ben zu den Vulkanen u. zur Atmosphäre. gr.80%. geh. Stuttg. 24 Ngr. 
' E. Matzenauer, Erdmagnetismus und Nordlicht. Ein Ver- 
such, ihren Zusammenhang mit Zugrundelegung der P.-T. Meiss- 
ner schen Wärmelehre zu erklären. 2. Aufl. gr. 8°. Innsbruck. 12 Ngr. 

M. Meyerstein, Der Spectometer. Ein neues Instrument zur 
Bestimmung der Brechungs- und Zerstreuungs- Verhältnisse ver- 
schiedener Medien, sowie auch zum Gebrauche bei allen gonio- 
metrischen Messungen. gr. 8%. geh. Göttingen. 8 Ngr. 

C. Neumann, Lösung des allgemeinen Problems über den 
stationairen Temperaturzustand einer homogenen Kugel ohne Hülfe 
von Reihen-Entwickelungen, nebst einigen Sätzen zur Theorie der 
Anziehung. gr. 8%. geh. Halle a.d.S. 6 Ner. 

J.J. Pohl und J. Schabus, Tafeln zur barometrischen Höhen- 
messung. gr. 80%. cart. Wien. 20 Ngr. 

F. Redtenbacher, Die anfänglichen und gegenwärtigen Er- 
wärmungszustände der Weltkörper. gr. 8%. geh. Mannheim. 4 Ngr. 

 F. Glo. Röber, Elementar-Beiträge zu Bestimmung des Natur- 
gesetzes der Gestaltung und des Widerstandes und Anwendung 
dieser Beiträge auf Natur u. alteKunstgestaltung. Nach des Verfass. 
Tode herausgeg. v. F. Röber. Mit 6 lithogr. Taf. Leipz. 4°. 22 Thlr. 

S. Subic, Lehrbuch der Physik für die unteren Classen der 
Gymnasien und Realschulen. gr: 8°. geh. Pesth. 221 Ner. 


Vermischte Schriften. 


Sitzungsberichte der kaiserl. Akademie der Wissenschaften. 
Mathematisch - naturwissensch. Classe: Jahrg. 1861. 1-3. Heft. 
Lex.-8°. Wien. Vollständig 16 Thlr. 

Verhandlungen der kais. Leopoldinisch-Carolinischen Akademie 
der Naturforscher. XXVI.Bd. A.u.d. T.: Novorum actorum Aca- 
demiae Caesareae Leopoldino-Carolinae germanicae naturae eurioso- 
rum tomus vicesimus octavus seu decadis tertiae tomus octavus. 
‘Jena. 4°. Mit38 Taf. 12 Thlr. — Enthält u. a.: F. Prestel, Die 
thermische Windrose für Nordwest-Deutschland. Mit 4 Taf. — J.H. 
v. Mädler: Ueber totale Sonnenfinsternisse mit besonderer Berück- 
sichtigung der totalen Sonnenfinsterniss vom 18. Juli 1860. Mit 9 Taf. 
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Literarischer Bericht 
CXLYVE. 


Necroloe. 


‚Den folgenden, von dem Verein deutscher Ingenieure 


, aus Berlin mir zugesandten Necrolog eines mehrfach verdienten 


Lehrers und Schriftstellers lasse ich gern in diesen Literarischen 
Berichten abdrucken. Grunert. 


Am 15. Februar 1861 starb zu Bunzlau der ehemalige Lehrer 


‚ am Königl. Gewerbe: Institut 


Professor Ferdinand Welf 


im 58. Lebensjahre. Während 25 Jahren lehrte er an dieser An- 
stalt, wo viele der Mitglieder unseres Vereins seine Molties 
gehört haben. 


Die folgenden Notizen, die wir über das Leben unseres ver- 
ewigten Lehrers hier vorlegen, sind hauptsächlich aus einer Mit- 
theilung geschöpft, mit welcher uns die Frau Professorin Wolff 
auf unsere Bitte erfreuet hat. 


Carl Ferdinand Leberecht Wolff wurde am 3. Mai 1803 


‚zu Berlin geboren. Seinen Vater, welcher Beamter war,. verlor er 


früh; auch seine Mutter starb, als er noch ein Kind war. Eine 


2 


Freundin der Mutter leitete seine Erziehung. Als Knabe zeigte 
er viel Neigung und Talent zur Musik; er entschloss sich Musiker 
zu werden, betrieb das Studium der Musik mit grossem Eifer und 
arbeitete darauf hin, später in. die Königl. Kapelle einzutreten. 
Diesen Plan verfolgte er bis zum 18. Lebensjahre; da trat ein ent- 
scheidender Wendepunkt ein; er machte die Bekanntschaft eines 
jungen Mathematikers, von dem er in die Elemente der Mathe- 
matik eingeführt und für diese Wissenschaft begeistert wurde. 
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Seines Berufes sich bald klar werdend, wendete Wolff den 
mathematischen Disciplinen sich dann gänzlich zu; er hörte die 
Vorlesungen des Prof. Lehmus, erwarb sich aber als Autodidakt 
später den grossen Schatz seiner Kenntnisse. Mit welchem Eifer 
und wie grossem Erfolge er seine Studien betrieb, geht am sicher- 
sten daraus hervor, dass er schon am 1. October 1326, also im 
jugendlichen Alter von 25 Jahren, als Lehrer der Mathematik an 
das 1822 gegründete Königl. Gewerbe - Institut berufen wurde. 


Wolff’s literarische Thätigkeit beginnt 1830, er bear- 
beitete ein Lehrbuch der Arithmetik, das unter dem Titel „theo- 
retisch -praktische Zahlenlehre“ im Selbstverlage des Verfassers 
erschien. Das Werk erlebte bis 1856 4 Auflagen. Ein Lehrbuch 
der Geometrie erschien 1833, die 7. Auflage wurde 1860 gedruckt. 
Der zweite Theil seiner Zahlenlehre erschien 1833 im Selbstver- 
lage, die 3. Auflage davon 1856. Der zweite Theil der Geometrie 
(Stereometrie) kam 1833 im Selbstverlage heraus, die 4. Auflage 
erschien 1853. Der dritte Theil der Geometrie (analytische Geo- 
metrie) hatte von 1833 bis 1845 nur 2 Auflagen. Sein Lehrbuch der 
beschreibenden Geometrie war eine der ersten Bearbeitungen dieses 
Gegenstandes, die in Deutschland gedruckt wurden; es erschien 
1833, die zweite Auflage des ganzen Werkes 1847; an der dritten 
Auflage hat Wolff noch kurz vor seinem Tode gearbeitet, er hat 
das Erscheinen seines Werkes nicht mehr erlebt. Ausser jenen 
Lehrbüchern schrieb er eine kleine Brochüre über Geldverlegen- 
heiten und deren Abhülfe 1846. 


Die Wolff’schen Lehrbücher gehören zu den verbreitetsten 
Schriften auf ihrem Gebiete, die Klarheit der Sprache und Prä- 
cision der Darstellung sind im weitesten Kreise rühmlichst aner- 
kannt; sie haben ihren Ruf wohl verdient. 


Am 19. November 1835 wurde Wolff zum Königl. Professor 
am Gewerbe-Institut ernannt, den 1. Juli 1851 etatsmässig angestellt. 


Wolff, durch seine -Thätigkeit als Lehrer und Schriftsteller 
zwar vielfach in Anspruch genommen, beschäftigte sich nicht allein. 
mit den mathematischen Disciplinen, er studirte eifrig alte und 
neuere Sprachen und beschäftigte sich mit grosser Vorliebe mit 
der Philosophie, besonders aber mit den Naturwissenschaften; die 
Mathematik war ihm, wie er oft vom Katheder sagte, auch eine 
Naturwissenschaft, diemathematischen Wahrheiten seien auch Natur- 
gesetze, und das auf diesem Gebiete als wahr und nothwendig Er- 
kannte erschien ihm wie ein aus Versuchen abstrahirtes Naturgesetz. 


Wolff sah gern jüngere Leute um sich, plauderte mit ihnen 
hei seinen Spaziergängen in dem schönen schattigen Garten, der‘ 
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an seine Wohnung anstiess, wobei er jedoch ein Gespräch über 
mathematische Gegenstände vermied. 


Wolff’s Thätigkeit begann zu einer Zeit, wo die Technik 
allmälig in ein neues Stadium ihrer Entwickelung getreten war, 
wo Beuth’s segensreicher Einfluss fühlbar wurde. Man hatte die 
Bedeutung einzelner Wissenschaften für die Technik erfahren und 
damit die Nothwendigkeit der wissenschaftlichen gründlichen Durch- 
bildung des Technikers erkannt. Wolff hatte es sich zur Auf- 
sabe gestellt, die mathematischen Wissenschaften dem Techniker 
bequem zugänglich und für ibn [fruchtbar zu machen; der Schritt von 
der Erkenntniss zur Anwendung der gewonnenen Wahrheiten sollte 
nach ihm ein möglichst kleiner werden. Von diesem Grundsatze 
ging er bei der Verfassung seiner Lehrbücher aus; er behandelt 
sein Thema gründlich und erschöpfend; aber er weiss auch durch 
geschickt gestellte Uebungsaufgaben die Anwendbarkeit der Lehr- 
sätze für Fälle der Praxis nutzbar zu machen und seine Leser in 
dieser Richtung anzuregen. 


Wolff’s Vortrag war ein Spiegelbild seiner Schriften; bewun- 
dernswerth war die durchsichtige Klarheit in der Behandlung sei- 
nes Gegenstandes; er wusste mit grosser Schärfe und Präcision 
Alles darzustellen, wusste die Sachen so geistvoll, wie einfach, 
wiederzugeben und dadurch sehr viele Dinge ihrer Schwierigkeiten 
zu entkleiden. Dabei war seine Methode streng wissenschaftlich. 


Um Lehrer für Techniker zu sein, meinte Wolff, müsse man 
auch mit den technischen Arbeiten etwas vertraut sein; er erlernte 
deshalb sechs Handwerke, arbeitete viel in der Werkstatt des 
Gewerbe-Instituts und fertigte manche sauber gearbeitete Gegen- 
stände, welche seine Familie als werthes Andenken jetzt aufbewahrt. 
Im Jahre 1837 erhielt er vom Institut eine Drehbank zum Geschenk. 


Die angestrengte geistige Thätigkeit hatte bald. einen mäch- 
tigen nachtheiligen Einfluss auf seinen Körper, er gönnte sich 
zwar in den Ferien Erholung, liess dann die Mathematik auf sich 
beruhen, dichtete und componirte ; die Musik, welche ihn als Knabe 
schon erfreute, gewährte ihm noch Genuss in den letzten Lebens- 
jahren. Während der Ferienzeit wohnte er häufig in dem schö- 
nen Ilsenburg am Harze, wo er sich am glücklichsten fühlte. Früh- 
zeitig stellten sich bei ihm Leiden ein, die sein geistiges und 
körperliches Leben drückten und ihn nur auf kurze Zeit verlies- 
sen, wenn er allen geistigen Arbeiten entsagte. 


Von Ilsenburg aus hat mancher seiner Zuhörer eines Briefes 


sieh zu erfreuen gehabt, er kannte seine Schüler und nahm viel 
Theil an ihnen, verlangte aber, da er selbst so viel geleistet, dass 
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auch Andere mit aller Energie arbeiteten, und so kam es denn, 
dass er zuweilen bei den eursorischen Repetitionen streng verfuhr: 
glaubte er dann aber Jemand wehe gethan zu haben, so hat er 
das mehrfach durch ein paar liebevolle Zeilen wieder gut gemacht. 
Die Herbstferien 1852 hatte Wolff in Ilmenau verlebt; er erkrankte 
zu Ende derselben und konnte mit dem Beginne des Semesters i 
nicht in Berlin sein, er wurde bis zum März durch Prof. Röber 
vertreten. Da seine Krankheit nicht gehoben war, übernahm hierauf 
Prof. Schellbach seinen Unterricht auf mehrere Monate. Lei- 
der nahm sein Uebel so überhand, dass er vorläufig jeder geisti- 
gen Thätigkeit eutsagen musste und zunächst nicht daran denken 
konnte, wieder zu dociren. 


Im Jahre 1854 den 1. Juli wurde er in den Ruhestand versetzt; 
er zog nach Schleusingen in Thüringen, verlebte dort vier Jahre 
und gab die Hoffnung nicht auf, dass seine Gesundheit sich retabli- 
ren und er wieder eine Thätigkeit als Lehrer aufnehmen können 
würde. Leider ist ihm dieser Wunsch versagt worden, er hat 
sogar seine literarische Thätigkeit aufgeben müssen. Manches, 
was er sich noch vorgenommen hatte zu bearbeiten, so ein Werk 
über Mechanik, das ihm lange vorschwebte, ist nicht zur Aus- 
führung gekommen. 


In den letzten drei Jahren seines Lebens wohnte er in Bunz- 
lau, eine langwierige Unterleibskrankheit hatte seine Lebenskraft 
schon längst geschwächt; er verstarb am 15. Februar 1861, be- 
trauert von seiner Frau und seinen drei Kindern, so wie Allen, 
welche ihm näher gestanden haben. W. 


Mechanik. 


Elementi di Meccanica razionale con appendice sui 
prineipii fondamentali delle Matematiche di Domenieo 
Chelini, delle Sceuole Pie, Professore nell’ Univer- 
sitä di Bologna. Bologna, Giuseppe Legnani Elitore. 
1860. 8°, 


Je weniger dieses im vorigen Jahre erschienene ausgezeich- 
nete Werk eines der scharfsinnigsten. italienischen Mathematiker 
bis jetzt in Deutschland bekannt sein dürfte: desto mehr halten 
wir uns für verpflichtet, demselben in unseren Literarischen Be- 
richten eine etwas ausführlichere Anzeige zu widmen. 


Der eigentlich mechanische Theil besteht nach einer kurzen 
Entwickelung der wichtigsten allgemeinen Grundbegriffe aus drei 
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Büchern. Das erste Buch enthält die Statik, das zweite 
Buch die eigentliche Dynamik und das dritte Buch ist der 
Mechanik der flüssigen Körper gewidmet. 


In der Statik geht der Herr Verfasser von dem Parallelo- 
eramm der Kräfte aus und beweist dasselbe im Ganzen nach 
-Duhamel, die Behandlung der auf einen Punkt wirkenden 
Kräfte ist aber eine in mehrfacher Beziehung ihm eigenthümliche, 
wobei er öfteren Gebrauch von den in dem rein mathemati- 
schen Anhange, den wir nachher weiter besprechen werden, 
entwickelten Sätzen macht. Hieran schliesst sich die Theorie 
der parallelen Kräfte mit interessanten Bemerkungen über das 
Centrum solcher Kräfte, worauf dann eine elegante Theorie 
der Transformation und Zusammensetzung der Kräftepaare folgt, 
die wir, eben so wie die nun folgende Theorie der an einem 
starren Systeme wirkenden Kräfte, besonders zur Beachtung 
empfehlen. Hauptsächlich empfehlen wir aber unseren Lesern 
auch die Theorie des Gleichgewichts veränderlicher Systeme, 
insbesondere des Gleichgewichts eines Punktes auf einer Fläche, 
der Seilpolygone und Seilcurven, der Kettenlinie als eines beson- 
deren Falls hievon, der Gleichgewichtsgestalt der Rotations- 
ächen mit Anwendungen auf Gewölbe u. s. w., der elastischen 
Linie u. s. w., wobei wir bemerken, dass, wenn wir uns hier auch 
der Kürze wegen zur allgemeinen Bezeichnung der betreffenden 
Gegenstände der vorhergehenden specielleren Ausdrücke bedient 
haben, allen diesen Dingen doch eine sehr allgemeine Behand- 
lung zu Theil geworden ist. Den Beschluss der Statik macht 
eine allgemeine und sehr vollständige Behandlung der Lehre vom 
Schwerpunkte mit einer grossen Anzahl interessanter Anwendungen. 


Die Dynamik zerfällt in drei Hauptabschnitte, nämlich: Be- 
wegung eines Punktes, Bewegung eines Systems und 
Allgemeine Mechanik, d.h. die allgemeinsten Prineipien der 
Statik und Dynamik. Wie gewöhnlich unterscheidet der erste 
Abschnitt freie geradlinige und freie krummlinige Bewe- 
sung, und Bewegung auf einer Curve und einer Fläche. 
Der zweite Abschnitt handelt zuerst im Allgemeinen von den Prin- 
eipien, durch welche die Verbindung brischbn der Statik und 
Dynamik hergestellt wird, woran sich die Theorie der Rotation 
um eine Axe und eine sehr. instructive Theorie der- Trägheits- 
momente anschliesst, so wie die weitere Ausführung der Theorie 
der drehenden Bewegung mit vielen dem Herrn Verfasser eigen- 
thümlichen Darstellungen, die Theorie des Stosses, die Theorie der 
relativen Bewegung mit Anwendungen auf den Fall der Körper und die 
Anwendung des Pendels als Beweismittel für die Rotation der Erde. 
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Der dritte, die allgemeinsten Principien der Mecha- 
nik betrefiende Abschnitt ist für uns von ganz besonderen In- 
teresse gewesen, und wir unterlassen nicht, denselben der Beach- 
tung unserer Leser ganz besonders zu empfehlen, da dieselben 
sich überzeugt halten können, in demselben eine sehr schöne 
Darstellung jener allgemeinsten Prineipien der Mechanik zu finden. 
Den Anfang macht natürlich das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten, mit einigen specielleren Anwendungen auf den 
Hebel, die Schraube und die Ableitung der allgemeinsten Be- 
dingungen des Gleichgewichts aus dem genannten Princip für 
starre und biegsame Systeme. Ferner werden aus demselben die 
allgemeinsten Eigenschaften eines in Bewegung befindlichen Systems 
abgeleitet, die dynamischen Differentialgleicehungen von Lagrange 
und Hamilton bewiesen und noch eine andere Form dieser Glei- 
chungen betrachtet. Hierauf wendet sich der Herr Verfasser zu 
den Prineipien der lebendigen Kräfte und der kleinsten Wirkung 
mit deren Anwendungen. Eine sehr lehrreiche allgemeine Anlei- 
tung zur Berechnung des Eflects einer Maschine macht den Be- 
schluss dieses dritten Hauptabschnitts der Dynamik. 

Die Mechanik der flüssigen Körper zerfällt in Hydro- 
statik und Hydrodynamik, in Bezug auf tropfbar und aus- 
dehnsam flüssige Körper, mit vielfachen Anwendungen, unter 
denen natürlich auch das Höhenmessen mit dem Barometer nicht 
fehlt, Alles aber natürlich aus allgemeinen analytischen Grund- 


gleichungen abgeleitet. 1 


Wir sind durch die Natur dieser literarischen Berichte genöthigt 
gewesen, uns auf die obige Angabe des Inhalts nach seinen Haupt- 
theilen zu beschränken. Ünesr Urtheil im Allgemeinen stehen wir 
nicht an, dahin auszusprechen, dass dieses Werk ganz den neue- 
ren Fortschritten der Mechanik entspricht, und sich namentlich, 
wie es der jetzige Charakter dieser so überaus schönen Wissen- 
schaft fordert, durch grosse Allgemeinheit auszeichnet, dabei aber 
nie unterlässt, die Anwendung der allgemeinen Prineipien an Bei- 
spielen, ja selbst deren Bedeutung für die Praxis zu zeigen. Was 
die Darstellung betrifft, so zeichnet sich dieselbe durch Einfach- 
heit und eine in vielen Beziehungen sehr geschickte Verbindung 
geometrischer und analytischer Betrachtungen aus, wenn auch 
natürlich, wie dies der gegenwärtige Zustand der Wissenschaft 
unbedingt fordert, das analytische Element überall in den Vorder- 
grund tritt. Wir sind der Meinung, dass unter den neueren Wer- 
ken über Mechanik dem vorliegenden eine der ersten Stellen ge- 
bührt, weshalb wir eine Uebertragung desselben in’s Deutsche von 
geschickter Hand für ein sehr daukäkweriibe Unternehmen halten 
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würden. Jedenfalls würden wir darin eine Bereicherung der deut- 
schen Literatur auf dem Gebiete der mechanischen Wissenschaf- 
ten erkennen. 


Der Anhang, dem’der Herr Verfasser den Titel: „Sui Prin- 
eipii fandamentali delle Matematiche“ gegeben hat, wo- 
durch man sich aber nicht, wie dies leicht der Fall sein könnte, 
zu einer falschen Ansicht über dessen Inhalt verleiten lassen darf, 
enthält viele interessante Sätze und analytische Ausdrücke, die 
Behufs der Vereinfachung des Ausdrucks vieler in der Mechanik 
vorkommender Gesetze treflliche Dienste leisten, und muss in 
dieser Beziehung ebenfalls der Beachtung der Leser empfohlen 
werden, um so mehr, weil darin viele dem Herrn Verfasser be- 
sonders eigenthümliche Darstellungen vorkommen. Hier müssen 
wir uns leider mit der folgenden allgemeinen Inhalts- Angabe 
beenügen: Della dualitä nel modo di essere deile quan- 
titä, e prineipio corrispondente. — Teoria della com- 
posiziene delle linee. Del principio della Retta risul- 
tante, — Teoria della composizione delle aree. Capo HE, 
Della projezione ortogonale ed obliqua delle aree. 
Capo EE. Dell principio deli’ Area risultante. — Ne- 
zioni fondamentali sulla eurvatura delle linee. — Del 
Prineipio di proporzione tra le quantita variabili. 
(Verschiedene, an sich ziemlich einfache arithmetische Sätze, die 
aber bei analytischen Transformationen oft gute Dienste leisten.) 
— Uso degl’ immaginarii. (Bekannte Sätze und Formeln über 
imaginäre Grössen und byperbolische Functionen.) — Prime no- 
zioni e proprieta fondamentali delle sezioni coniche. 
— Cicloide. 


Möge dieses Werk nochmals den Lesern des Archivs recht 
sehr zur Beachtung empfohlen sein und sich bald ein UVebersetzer 
desselben finden! Grunert. 


Des ganz nahe verwandten Inhalts wegen verbinden wir mit 
der vorhergehenden Anzeige sogleich eine kurze Anzeige der folgen- 
den ausgezeichneten Schrift desselben verehrten Herrn Verfassers: 


Determinazione analitica della rotazione de’ corpi 
liberi secondo i concetti del Signor Poinsot. Memo- 
ria del Prof. Domenico Chelini. (Estratta dal Vol. X. 
delle Mem. dell’ Acc. delle Scienze dell’ Instituto di 
Bologna). Bologna. 1860. 4°. 


Poinsot’s scharfsinnige Theorie der Drehung ist bekannt. 
Herr Domenico Chelini fand, wie er auf S. 3. selbst sagt, bei 
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dem Studium dieses wahrhaft neuen und originalen Werkes, dass 
sich der algebraische Theil auf eine leichtere, kürzere und direc- 
tere Weise entwickeln liess, als von seinem - berühmten Urheber 
geschehen ist. Zugleich aber ergab sich, dass auch der Ausdruck 
der Cosinus, durch welche als Functionen der Zeit die Lage des 
Mobils in jedem Momente bestimmt wird, worin die definitive Lö- 
sung des Problems enthalten ist, sich in überraschend einfacher 
und unmittelbarer Weise gehen liess. Wir halten diese schöne 
Abhandlung für einen sehr wichtigen Nachtrag zu der berühmten 
Arbeit Poinsot’s, und würden, da diese letztere in Deutschland 
an Herrn Prof. Schellbach in Berlin einen so geeigneten Ueber- 
setzer gefunden hat, wünschen, dass auch die vorliegende Abhandlung 
des Herrn Chelini bald einen Uebersetzer bei uns finden möchte. 


Die Grundgesetze der Dynamik von W. F. Guischard. 
Leipzig. Holtze. 1861. 8, 


Es ist eine wahrhaft bedauerliche und der deutschen Litera- 
tur nieht wenig zur Schande gereichende Erscheinung, dass bei 
uns immer noch Schriften erscheinen, die auf jeder Seite die 
grösste Unwissenheit in den elementarsten mathematischen Din- 
gen und die corruptesten Begriffe an den Tag legen, und sich 
doch einfallen lassen, die Wissenschaft zu reformiren. Ueber sol- 
chen Quark hier weiter zu berichten, wird man uns hoffentlich 
nicht zumuthen, weshalb wir auch über ein vor einiger Zeit .er- 
schienenes, zum Erschrecken dickleibiges physico-mechanico- 
astronomisches Werk, worin in der angedeuteten Deziehung das 
Ungeheuerlichste geleistet worden ist, ganz geschwiegen haben. 


Astronomie. 


Annalen der k. k. Sternwarte in Wien. Nach dem 
Befehle Seiner k. k. apostolischen Majestät auf öffent- 
liche Kosten herausgegeben von Carl von Littrow, Di-: 
rector der k. k. Sternwarte. Dritter Folge zehnter Band. 
Jahrgang 1860. Wien. 186]. 80, Ä 


Der Jahrgang 1859 dieser so überaus verdienstlichen, im regel- 
mässigsten Fortschritt begriffenen Annalen ist im Literar. Bericht 
Nr. OXLI 8.12. angezeigt worden. Für die Beobachtungen am 
Meridiankreise ist die Anordnung des Druckes, welche in letzte- 
rer Zeit mancherlei Aenderungen erfuhr, in sehr zweckmässiger 
Weise von dem vorliegenden Bande an eine definitive geworden, 
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welche fortan beibehalten werden wird. Dieselben waren den 
Herren Alle, Weiss, Hornstein und Murmann überwiesen. 
Die auch in diesem Jahrgange wiederum überaus feissigen, voll- 
ständigen und verdienstlichen Planeten- und Cometen - Beobach- 
tungen am Refractor von sechs Zoll Oefinung fielen ganz Herrn 
Hornstein anheim. Die gleichen Beobachtungen am vierzölligen 
Refractor waren den Herren Murmann und Löwy anvertraut. 
Die Zonenbeobachtungen am Mittagsrohre bilden eine ungeän- 
derte Fortsetzung der früheren Publicationen, und rühren noch aus 
der Zeit her, wo Herr Oeltzen mit diesen Beobachtungen betraut 
war. Die meteorologischen Beobachtungen für 1859, Tafeln zur 
Reduction der Zonenbeobachtungen und eine Uebersicht der Zonen 
bilden den Schluss des vorliegenden Bandes, und liefern einen 
neuen, sehr erfreulichen Beweis von der unausgesetzten, auf 
bestimmte Ziele gerichteten Thätigkeit der Wiener Sternwarte 
unter der Leitung ihres. schon so vielfach verdienten Directors. 


In der angeführten Nummer des literarischen Berichts haben 
wir zugleich hingewiesen auf die wichtige Publication der älteren 
meteorologischen Beobachtungen an der Wiener Sternwarte von 
1775 bis 1855, welche unter ‘der Leitung der Herren v. Littrow 
und Hornstein auf öffentliche Kosten begonnen hat, und von 
Neuem höchst rühmliches Zeugniss ablegt von dem Eifer und der 
Bereitwilligkeit, womit, keine Opfer scheuend, von der österrei- 
chischen Regierung die exacten Wissenschaften in jeder Weise 
gefördert und unterstützt werden, was in ganz Deutschland mit 
dem lebhaftesten Danke anerkannt und gewürdigt zu werden ver- 
dient. Der zweite, 364 Seiten starke Band dieser Beobachtungen 
liegt uns jetzt vor, schliesst sich unmittelbar an den ersten (siehe 
Literar. Ber. Nr. CXLI. 8.13) an und umfasst die Jahre 1797 —1809. 
Als Ergänzung zu den früheren Beobachtungen ist in einem An- 
hange das Tagebuch über Richtung und Stärke des Win- 
des vom 3. Februar 1754 bis 31. December 1790 und vom 
9. Februar 1793 bis 31. December 1797 mitgetheilt worden. 
Möge es den Herren Herausgebern gelingen, auch dieses 
verdienstliche Unternehmen bald mit rüstiger Kraft zu Ende zu 


führen! 


Physik. 


Die Fluorescenz des Lichtes. Vorgeträgen von 
F.J. Pisko, Lehrer der Physik an der Communal-Ober- 
Realschule auf der Wieden und an der damit in Ver- 
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bindung stehenden Gewerbeschule in Wien. Mit in den 
Text aufgenommenen Holzschnitten. Wien. Gerold. 
1861. 8°. 


Diese Schrift ist als eine erweiterte Ausgabe eines Schul- 
programms der Wiedner Communal-Ober-Realschule in Wien 
für das Schuljahr 1859 —60 zu betrachten. Jedenfalls war eine 
vollständige und ausführlichere Behandlung der merkwürdigen Er- 
scheinungen der. „Fluorescenz des Lichtes‘ eine sehr 
zweckmässige Aufgabe für ein Schulprogramm. Der Gegenstand 
gestattet für jetzt, da eine vollständig genügende theoretische 
Erklärung leider noch nicht gegeben werden kann, vorzugsweise 
eine experimentelle Behandlung; die dazu erforderlichen Appa- 
rate sind aber im Ganzen so einfach, dass sie von einem Jeden, 
der sick für diesen merkwürdigen Gegenstand interessirt, leicht 
beschafit werden können, die Versuche selbst gestatten wegen 
der grossen Mannigfaltigkeit der anwendbaren Stoffe eine Ver- 
vielfältigung in’s Unendliche, und geben auch zur Verwerthung 
chemischer Kenntnisse in sehr lehrreicher Weise Veranlassung. 
Der Herr Verfasser hat daher seiner Schrift ganz mit Recht bei 
Weiten vorzugsweise einen experimentellen Charakter gegeben 
und nur in der Kürze, aber doch mit hinreichender. Deutlichkeit, 
in dem Abschnitte IH. 8. 94.—S. 100. vorzugsweise die von Sto- 
kes und Eisenlohr gegehenen Erklärungen erläutert. , Der 
Abschnitt I. enthält die Haupt- oder Fundamental-Lehren 
der Fluorescenz nach folgenden Rubriken: ‚A. Grundversuche 
mit dem Sonnenlichtkegel oder mit gesammeltem Sonnenlichte. 
B. Geschichtliche Rückschau bezüglich der vorigen Fundamental- 
Beobachtungen und versuchte Erklärungen. C. Grundversuche im 
einfarbigen (homogenen) Lichte oder im prismatischen Farbenbilde 
im Sonnenlicht- Speetrum.  D. Grundversuche, mit durchsichtigen 
farbigen Zwischenmitteln, E. Grundversuche mit künstlichem Lichte. 
Der Abschnitt Il. behandelt die wissenschaftlichen ÜUnter-. 
suchungs-Methoden und deren Hauptergebnisse, und 
zwar: A. Spectoral- Methoden. B. Complementär-Methoden von 
Stokes und Fluorescenz-Dunkelkammern. °C. Allgemeinere Er- 
gebnisse. Endlich handelt Abschnitt IV. von den verschiedenen 
sehr interessanten (auch physiologischen) Anwendungen, die von 
der Fluorescenz vorzüglich von Stokes, Crookes, Gladstone, 
Brücke, Helmholtz, Eisenlohr und Esselbach gemacht 
worden sind. 


Die Versuche sind überall sehr deutlich beschrieben und durch 
trefflich ausgeführte Holzschnitte erläutert worden; so wie die 
Schrift sich überhaupt einer ausgezeichneten äusseren Ausstattung 
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“erfreuet. Die Literatur und Geschichte des Gegenstandes hat 
stets die sorglältigste Berücksichtigung gefunden; jedoch hat der 
Herr Verfasser sich keineswegs bloss mit der Angabe und Erläu- 
terung fremder Arbeiten begnügt, sondern diese interessante Lehre 
auch mit einer Reihe neuer experimenteller Untersuchungen be- 
reichert, wovon namentlich die Tabelle auf S. 41. — S. 45. einen sehr 
erfreulichen, Beweis liefert. 


Möge der Herr Verfasser aus dieser bezüglich des Umfangs 
der Sehrift ziemlich ausführlichen Anzeige ersehen, mit wie vie- 
lem Interesse wir seine Schrift, die für uns selbst sehr lehrreich 
gewesen ist, gelesen haben. Wir empfehlen dieselbe allen Leh- 
rern der Physik an höheren Unterrichts- Anstalten, aber auch 
allen Liebhabern der Physik, die in derselben einen reichen Stoff 
zu interessanten leicht ausführbaren Versuchen finden werden, 
und sind überzeugt, dass man sonst nirgends eine so ausführliche, 
zugleich auch zu eigenen weiteren Untersuchungen so zweck- 
mässig anregende Darstellung des interessanten und wichtigen 
Gegenstandes finden wird. G. 


Vermischte Schriften. 


Annali di Matematica pura ed applicata pubblicati 
da Barnaba Tortolini e compilati da E. Betti a Pisa, 
F. Brioschi a Pavia, A. Genocchi a Torino, B. Torto- 
linia Roma. 40%. (S. Literar. Ber. Nr. CXLIV. S. 10.) 


Nr. 6. (Novembre e Decembre 1860.). Intorno ad una pro- 
prietä delle superficie curve, che comprende in se come caso par- 
tieolare il teorema di Dupin sulle tangenti conjugate. Nota del 
Dr. L. Cremona. p. 325. — Sopra la teorica generale delle su- 
perficie curve. Nota del Prof. Enrico Betti. p. 336. — Sur les 
covariants des formes binaires du .cinquieme degre. Par M. Mich. 
Roberts. p. 340. — Sur la surface parallele ä& lellipsoide. Par 
M. A. Cayley. p. 345. — Sopra due proposizioni di Navier 
intorno alla curvatura delle curve a doppia curvatura. Nota del 
Prof. F. Chid. p. 353. — Ricerca fondamentale per lo studio di 
una certa classe di proprietä delle superficie curve. Memoria del 
Prof. F. Casorati. p. 363. — Pubblicazioni recenti. p. 379. — 
Lettera del P. Angelo Secchi al Sig. D. B. Boncompagni. 
(Betrifft die von Hind ausgesprochene Meinung, dass die Erde 
durch den Schweif des letzten Cometen gegangen sei.) p. 380. 
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Monatsbericht der Königlich Preussischen Akade 
mie der Wissenschaften zu Berlin. Siehe Literari- 
scher Bericht Nr. CXLIV. S. 6. 


Mai 1861. Dove: Ueber die aus dem Drehungsgesetze fol- 
genden Bewegungen des Barometers und Thermometers in Nord- 
amerika nach den von Herrn Dörgens berechneten Beobachtun- 
gen von Toronto. S. 472—475. — Dove: Beschreibung eines 
Photometers. (Wir machen auf diesen ausführlicheren Aufsatz 
aufmerksam. Das von Herrn Dove angewendete Verfahren hat 
vor den in solchen Fällen, wo die zu vergleichenden Lichtquellen 
verschiedenfarbig sind, oder wenn es sich um die Bestimmung 
der Helligkeit des in einem gegebenen Raume zerstreu’ten Lichts 
handelt, endlich wenn die Lichtmenge gemessen werden soll, 
welche ein sehr kleiner oder nur schwach durchscheinender Kör- 
per hindurch lässt, bisher von Bunsen, Babinet, Pouillet, 
Rumford, Wheatstone angewendeten Verfahrungsarten die 
Vorzüge, dass es äusserst empfindlich ist, auf helle und schwach 
leuchtende, gleich oder verschieden farbige, durchsichtige oder 
undurchsichtige Objecte beliebiger Grösse in gleicher Weise an- 
wendbar, zur Bestimmung der Lichtstärke optischer Instrumente 
ebenfalls geeignet ist, dass es ganz verschiedene Messungsarten 
gestattet, die einander gegenseitig controliren, endlich dass es 
vermittelst eines Instruments erhalten wird, des Mikroskops näm- 
lich, welches ohnehin schon in den Händen jedes beobachtenden 
Naturforschers ist.) S. 483—499. — Dove: Ueber eine durch 
Photographie hervorgetretene, direct nicht wahrgenommene Licht- 
erscheinung und über photographische Darstellung des geschich- 
teten elektrischen Lichtes. S. 499-501. — Dove: 1. Ueber Bin- 
ocularsehen und subjective Farben. 2. Ueber den Glanz. S.521—535. 


Mathematische 
und physikalische Bibliographie. 


XLVY}. 


Geschichte der Mathematik und Physik. 


Bibliotheca historico-naturalis, physico-chemica et mathe- 
matica. Herausg. von E. A. Zuchold. 11. Jahrg. 1. Hft. Januar 
— Juni 1861. gr. 8%. Göttingen. 8 Ner. 

G. Friedlein, Gerbert, Die Geometrie des Boethius und 
die indischen Ziffern. Ein Versuch in der Geschichte der Arith- 
metik. gr. 8%. geh. Erlangen. 12 Ner. 


Arithmetik. 


Hm. Fischer, V. Puiseux’s Untersuchungen über die alge- 
braischen Functionen. Mit 29 Holzschn. Halle. 8%. 1 Thlr. 

Neueste Schriften der naturforschenden Gesellschaft in Dan- 
zig. 6.bd. 2.u.3.Hft. Danzig. 4%. 1 Thlr. 10 Ner, — Inhalt: 
Auflösung der kubischen Gleichungen durch trigonometr. Functionen 
des Kreises und der Hyperbel. , Von J. F.W. Gronau. Mit I Taf. 

Ph. Kramer, Elementar- Mathematik für Gymnasien. I. Ahth.: 
Elementar- Arithmetik. 2. Aufl. gr. 8%. Augsburg. 24 Ngr. 


Geometrie. 


G. Battig, Elementar- Geometrie. Für Oberklassen von Volks- 
schulen und Praeparanden-Anstalten. geh. 8°%. Halle. 5 Ner. 

A. Clementini, Manualedi geometria teorico -pratica. 2. Ediz. 
8%. geh. Triest. 20 Ngr. 

©. Güntner, Lehrbuch der darstellenden Geometrie mit ein- 
gehender Anleitung zur Schattenconstruction, Linear- Perspective 
und axonometrischen Darstellung für Realschulen und zum Selbst- 
unterricht. 8%. geh. Wien. 1 Thlr. 

Planimetrisches Lehrpensum der Quarta, Tertia und Secunda 
des königl. Friedrich- Wilhelm- Gymnasiums zu Köln. 80. cart. 
Köln. 3 Ngr. 

A. Müller, Grundgesetze der Configuration der algebraischen 
Curven. gr. 4%. geh. Wien. 1 Thlr. 


Serenus v. Antissa, Ueber den Schnitt des Kegels. Aus 
dem Griechischen von E. Nizze. gr. 4°. geh. Stralsund. 20 Ngr. 

J. Wenck, Die Geometrie, enthaltend: Planimetrie, Ste- 
reometrie und ebene Trigonometrie. Ein Lehr- und Handbuch für 
Schüler gewerblicher Lehranstalten, so wie zum Selbstunterricht. 
or. 8°. geh. Leipzig. 15 Ngr. 

J. P. Wich’s mathematischer Formelnschatz. I. Abth.: Geo- 
metrischer Formeinschatz. gr. 8%. . Lindau. geh. 15 Ngr. 


Geodäsie. 

J. J. Baeyer, Ueber die Grösse und Figur der Erde. Eine 
Denkschrift zur Begründung einer mittel-europäischen Gradmes- 
sung nebst einer Uebersichtskarte. Berlin. 8%. 20 Ner. 

F.G. W. Struve, Arc du meridien de 25020’ entre le Danube 
et la Mer Glaciale, mesure, depnis 1816 jusqu’en 1855, sous la 
direction de €. de Tenner, N. H. Selander, Chr. Hansteen 
et F. G. W. Struve. Ouvrage compose sur les differents mate- 
riaux. 2 Tomes. St.-Petersbourg, Leipzig. 4% Mit 28 Kpfrtaf. 
u. 2 Tab. 11 Thir. 3 Ngr. 

W. Struve, Vergleiehungen der Wiener Maasse mit meh- 
reren auf der kaiserl. russischen Haupt - Sternwarte zu Pulkowa 
befindlichen Maasseinheiten. Lex.-8%°. geh. Wien. 4 Ngr, 


Mechanik. 


HB. Hankel, Zur allgemeinen Theorie der. Bewegung. der Flüs- 
sigkeiten. Gekrönte Preisschrift. gr. 4%, Göttingen und Leipzig. 
geh. 20 Ner. 

Arn. Hölty, Die Bewegung als Prineip der mathematischen 
Grundbegriffe. Göttingen. 8°. 16 Ngr. 

V.v. Vieth, Die Flugbahn der Geschosse nach ind eigen- 
thümlichen Form und EM ihren räumlichen und zeitlichen Maass- 
bestimmungen auf die bis jetzt gewonnenen Erfahrungen begründet. 
Mit 1 Taf. graphisch dargestellter Flugbahnen. Dresden. 80, 20 Ngr. 


Astronoınie. 


V. Onderka, Mathematische Geografie. Ein Leitfaden für 
Lehrer und Lernende. gr. 8%, geh. Wien... 1 Thlr. 10.Ngr. 

F. W. A. Argelander, Astronomische Beobachtungen. auf 
der Sternwarte der kgl. rhein.. Friedrich-Wilhelms - Universität zu 
Bonn. 4. Bd. Bonner Sternenverzeichniss. 2. Sect. gr. 40%. geh 
Bonn. 5 Thlr. 

Atlas des nördlichen gestirnten Himmels für den. Anfang. des 
Jahres. 1855, entworfen auf. der königl. Sternwarte zu Bonn. 7.Lief. 
gu. Imp.-Fol . Bonn. 3 Thlr. 


Commentaire et discussion du. systeme planetaire de l’astro- 

" nome J. Perny Villeneuve. Par un ancien officier de letat-major. 

Wien. 8°. 2 Thlr. 20 Ngr. 

| J. A. Grunert, Directe Bestimmung der Durchschnittspunkte 
der Bahnen zweier in Kegelschnitten sich um die Sonne, bewe- 

- gender Weltkörper. gr..4%, geh. Wien. 18 Negr. 

Handatlas der Erde und des Himmels. Neu redig. Ausgabe. 
61.—63. Lief.. Imp.-Fol. Weimar. &.10 Ngr. 

| ©. Struve, Tabulae quantitatum Besselianarum, quibus ap- 

parentes stellarum positiones in medias eonvertuntur adhibitis nu- 

meris constantibus Puleovensibus pro a: 1840 ad 1864 computatae. 

Lex.-8%. Petropoli et Lipsiae. geh. 28 Ngr. 


Physik. 


W.v. Bezold, Ueber die physikalische Bedeutung der Poten- 
tial- Function in der Electricitäts-Lehre. gr. 8°. München.: geh. 
8 Ner. 

J. Crüger, Grundzüge: der Physik mit Rücksicht auf Chemie 
als Leitfaden für die mittlere physikalische Lehrstufe methodisch 
bearbeitet. 7. Aufl. gr. 8%. geh. Erfurt. 15 Ngr. 

H. W. Dove, Das Gesetz der Stürme in seiner Beziehung zu 
den allgemeinen Bewegungen der Atmosphäre. Mit Holzsehn. und 
1 Karte. 2. völlig umgearb. Aufl. Berlin. 5%. 1 Thlr. 

Allgemeine Encyclopädie der Physik. Bearbeitet von Brix ete. 
10. Lief. ' Lex.-8%. geh. Leipzig. 2 Thlr. 20 Negr: 

A. W. Fils, Barometer-Höhen-Messungen von dem Herzog- 
thum S.-Meiningen ausgeführt in den Jahren 1855 bis 1859. Mit 
Kartenskizze. Meiningen. 8°. 24 Negr. 

J. Heussi, Die Experimental - Physik methodisch dargestellt. 
1. Kursas: Kenntniss der Phaenomene. 8. Aufl. gr. 8°. geh. Ber- 
lin. 15 Neger. 

J. €. Houzeau, Klima und Boden, die Lehre von der Wit- 
terung, die Veränderungen des Wetters und die Gestaltung der 
Erde, sowie die wechselseitigen Beziehungen zwischen dieser und 
der Atmosphäre. Frei bearbeitet nach der franz. Ausg. 8°. geh. 
Leipzig. 24 Ngr. 

P. A. Kesselmeyer, Ueber den Ursprung der Meteorsteine. 
Mit 3 Taf. (Abgedr. aus den Abhandlgn. der Senckenberg. natur- 
forsch. Gesellsch.) Angehängt: Versuch eines Quellenverzeichnis- 
ses zur Literatur über Meteoriten. Von®. Buchner. Frankfurt a.M. 
Brönner. 4°, 5 Thlr. 10 Ngr. | 

W. M’Leod, Physikal atlas of Great Britain and Ireland; 
with illustrive letterpress. Square 16. London. Cloth. 7 s.6.d. 
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M. F. Maury, The Physical Geography of the Sea and its 
Meteorology 10th edition revised. London. 80, 3 Thlr. 12 Ngr. 

Th. Molt, Wandkarten zur physikalischen Erdbeschreibung. 
Zum Gebräuche in Schulen. 2. Aufl. 6 color. lith. Bl. Imp. -Fol. 
in Mappe. Stuttgart. T:’Thlr. 6 Neger. 

Observations meteorologiques faites & Nijne- Taguilsk (monts 
Ourals, gouvernement de Perm). Annee 1859. Paris. 8%, | 

C. Robida, Erklärung der Lichterscheinungen aus den Grund- 
zügen einer naturgemässen Atomistik. 2. Hft. gr. 8%. Klagen- 
furt. 9 Ngr. | 

G. Shepherd, The Climate of England: its Meteorological 
Character explained, and the Changes of Future Years revealed. 
London. 4°. 3 Thlr. 12 Ngr. 

G. Wiedemann, Die Lehre vom Galvanismus und Electro- 
magnetismus. Il. Bd. a.u.d. T.: Die Lehre von den Wirkungen des 
galvanischen Stromes in die Ferne. I. Abth. gr. 8%. geh. Braun- 
schweig. 2 Thlr. 15 Ngr. ' 

Zandyck, Histoire meteorologique et medicale de Dunker- 
que (Nord), de 1850 ä 1860. ‘Dunkerque. 8°. 


Vermischte | Schriften. 


Mathematische Abhandlungen der königl. Akademie der Wis- 
senschaften zu Berlin. Aus dem Jahre 1860. gr. 4%. Berlin. 
geh. 8 Ngr. 

Physikalische Abhandlungen. der königl. Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin. Aus dem Jahre 1860. gr. 4%. geh., Berlin. 
2 Thlr. 22 Ngr. | 
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Literarischer Bericht 
CXLVI. 


Geschichte und Literatur der Mathematik und 
Physik, 


Almanach der kaiserlichen Akademie der Wissen- 
schaften in Wien. Eilfter Jahrgang 1861. 


Der zehnte Jahrgang dieses Almanachs ist im Literar. Ber. 
Nr. CXLIH. S.1. angezeigt worden. Auch. der vorliegende Jahr- 
sang bewahrt seine von uns schon öfters hervorgehobene Wichtig- 
keit für die Geschichte und Literatur der Mathematik und Natur- 
wissenschaften. Der Bericht des hochverdienten General-Sekretärs, 
des Herrn Professor Dr. A. Schrötter, über die Arbeiten der 
mathematisch -naturwissenschaftlichen Klasse giebt wiederum ein 
sehr vollständiges und anschauliches Bild von den ausgebreiteten 
Leistungen dieser Klasse, und enthält sehr interessante Lebens- 
beschreibungen der beiden verstorbenen verdienten Physiker und 
Mathematiker G. Belli und W. Wertheim, so wie vollständige 
Verzeichnisse der von denselben herausgegebenen Schriften. 


Giuseppe Belli war zu Calasca, einem Dorfe im Valle- 
Anzasca in der Provinz Domodossola am 25. November 1791 ge- 
boren, und erhielt seine Vorbildung zu den Uhiversitätsstudien 
in Pavia, wo er im Jahre 1812 auch die Doctorwürde der phy- 
sisch-mathematischen Facultät erwarb. Er widmete sich zuerst 
dem praktischen Ingenieurdienst, ward aber im Jahre 1820 As- 
sistent bei der Lehrkanzel der Physik und Elementar- Mathematik 
an der Universität in Pavia, 1821 ordentlicher Professor der Phy- 
sik am kaiserlichen Lyceum Porta nuova in Mailand, 1840 zur, 
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da 


gleichen Lehrkanzel an der Universität in Padua versetzt, und 
endlich 1842 ordentlicher Professor der Physik an der Universi- 
tät in Pavia, wo er bis zu seinem am 1. Juni 1860 erfolgten Tode 
segensreich gewirkt hat. Belli gehörte zu der nicht grossen 
Anzahl von Physikern, welche den mathematischen Calcul mit 
grosser Gewandtheit zu handhaben verstehen, war aber auch ein 
scharisinniger und gewandter Experimentator, wobei er sich je- 
doch immer auf streng mathematischem Wege bewegte, wozu er 
durch seine trefllichen mathematischen Kenntnisse befähigt war. 
Arbeiten über Molecularanziehung, über die Luftpumpe (wo er 
schon drei Jahre vor Babinet den jetzt nach diesem benannten 
Hahn beschrieb), über das Thermometer und Hygrometer, über 
Elektrieitätslehre, wo er Melloni’s Theorie der elektrostatischen 
Induction entscheidend widerlegte, über Meteorologie u. s. w. be- 
schäftigten ihn nach einander. Glänzend war seine Befähigung 
als Lehrer, mit der grössten Gewissenhaftigkeit in der Erfüllung 
seiner Berufspflichten verband er die anspruchslosete Bescheiden- 
heit, und besass die Sympathie Aller, die ihn kannten. Italien 
verlor an ihm einen seiner  ausgezeichnetsten Physiker. Unter 
seinen Schriften nimmt sein trefllicher Corso elementare di 
fisica esperimentale, welcher in drei Bänden in den Jahren 
1830 bis 1838 erschien, die erste Stelle ein. 


Wilhelm Wertheim wurde im März 1815 in Wien von 
israelitischen Eltern geboren, und wandte seinen Fleiss haupt- 
sächlich der Physik zu, da dieses Studium seinem mathematischen 
Talente Befriedigung versprach. Im Jahre 1840 ging er nach 
Paris, wo er sich hauptsächlich mit höchst verdienstlichen 
Arbeiten über die Elasticität beschäftigte, ausserdem über den 
Schall und Akustik überhaupt, über Doppelbrechung, u. s. w. 
Seine letzte grössere Arbeit betraf die so wichtigen Erschei- 
nungen der Torsion von Cylindern und Stäben, an die sich in 
den letzten Jahren seines Lebens noch einige andere, die sich 
mehr oder weniger vollendet in seinen nachgelassenen Papieren 
finden müssen, über Capillarität, über die kubische Compressibi- 
lität einiger homogener fester Körper, u. s. w. anschlossen. Im 
Jahre 1860 wurde sein sonst so freier und heiterer Geist zeit- 
weise von einem tiefen Trübsinn befallen; nach dem Journal 
d’Indre et Loire verlangte er am 20. Januar d.J. in Tours, 
wohin er auf dringendes Anrathen seines Arztes gereist war, mit 
Ungeduld, auf den Thurm der Kathedrale von Saint-Gatien ge- 
führt zu werden. Nachdem er in grosser Eile die Plattform er- 
stiegen hatte, schwang er sich in sichtlich krankhafter, heftiger 
Aufregung auf die Brüstung, und stürzte sich, ehe der ihn beglei- 
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' tende Küster es hindern konnte, hinab auf den Platz. So endete 


ein Mann von seltenem Talente in der vollen Blüthe seiner Kraft! 


Den Schluss des vorliegenden Jahrgangs des Almanachs macht 
ein sehr interessanter Vortrag des Herrn Franz Ritter von 
Hauer: Die Geologie und ihre Pflege in Oesterreich 
den wir unseren Lesern recht sehr zur Beachtung empfehlen, 


Geometrie. 


J. A. Müttrich: Sammlung stereometrischer Aufga- 
ben, zusammengestelltaus seinen Diarien und aus den 
Arbeiten seiner Schüler. Königsberg. Bon. 1861. 8. 


Herr Oberlehrer v. Behr in Königsberg i. P., dessen Name 
zwar nicht auf dem Titel, aber unter der Vorrede genannt ist, 
hat sich durch Herausgabe dieser Sammlung stereometrischer 
Aufgaben jedenfalls ein Verdienst um den mathematischen Un- 
terricht erworben. Von einem sehr verdienten Lehrer, dem Pro- 
fessor J. A. Müttrich, welcher eine lange Reihe von Jahren 
den mathematischen Unterricht auf dem Altstädtischen &ymna- 
sium in Königsberg i.P. mit seltenem Geschick ertheilte, und 
es verstand, nicht bloss die fähigeren Schüler für die Wissen- 
schaft zu begeistern, sondern auch im Ganzen ein reges In- 
teresse für dieselbe in der‘ Schule zu erwecken, wobei er auf 
die Stereometrie mit Recht ganz besonderes Gewicht legte, sind 
diese Aufgaben, — 178 an der Zahl, — nicht etwa bloss gesam- 
melt, sondern bei Weitem dem grössten Theile nach selbst er- 
funden und gebildet worden, worin derselbe ein seltenes Talent 
besass. In der That müssen wir sagen, dass uns diese Aufgaben, 
denen überall in zweckmässiger Weise die Resultate der Auf- 
lösungen beigefügt sind, oft durch ihre Neuheit überrascht haben, 
und auch darin stimmen wir dem Herrn Herausgeber bei, dass 
sich dieselben zu dem Gebrauche auf Schulen auch dadurch be- 
sonders eigenen, weil sie, in sinniger Weise erdacht, zu ihrer Lö- 
sung keinen sehr grossen Umfang von Vorkenntnissen erfordern, 
also auch schwächere Schüler nicht abschrecken werden. Zunächst 
für preussische Lehrer werden diese Aufgäben auch deshalb 
noch von besonderem Interesse sein, weil sie mehrfach für die 
Abiturientenarbeiten benutzt und theilweise aus denselben jetzt zu- 
sammengestellt worden sind, so wie denn überhaupt die preussi- 
schen mathematischen Abiturientenarbeiten, wenn man namentlich 
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auf die lange Reihe von Jahren, seit denen die fortwährende 
und regelmässige Anfertigung derselben angeordnet ist*), und 
auf die vielen im höchsten Grade ausgezeichneten mathemati- 
schen Lehrer, die während dieser langen Zeit an preussischen 
Lehranstalten gewirkt haben, von welchen die älteren, denen 
der mathematische Unterricht in Preussen hauptsächlich seine 
jetzige Bedeutung verdankt, leider meistens schon längst zur 
Ruhe gegangen sind **),zurückblickt, eine reiche Fundgrube trefl- 
lieher Aufgaben darbieten dürften, die wohl einmal zur Anferti- 
gung einer Sammlung benutzt zu werden verdiente. Auch aus 
diesem Gesichtspunkte betrachtet, ist für den Unterzeichneten 
die vorliegende Sammlung stereometrischer Aufgaben von grossem 
Interesse gewesen, und verdient gewiss allen Lehrern der Ma- 
thematik innerhalb und ausserhalb Preussens um so mehr zu 
sorgfältiger Beachtung empfohlen zu werden, weil bekanntlich 
zweckmässige stereometrische Aufgaben nicht im Ueberfluss vor- 
handen sind. 


_ Möchte doch der oben ausgesprochene Gedanke, die preussi- 
schen mathematischen Abiturienten- Arbeiten zur Anfertigung ei- 
ner Sammlung von Aufgaben zu benutzen, Anklang finden, vielleicht 
eine solche Sammlung velbst von der vorgesetzten höchsten Un- 
terrichts- Behörde veranlasst werden, woraus unzweifelhaft ein 
sehr nützliches Buch hervorgeheben würde! Grunert. 


Maschinenlehre. 


Allgemeine Maschinenlehre. Ein Leitfaden für 
Vorträge sowie zum Selbststudium des heutigen Ma. 
schinenwesens mit besonderer Berücksichtigung sei- 
ner Enwickelung. Für angehende Techniker, Camera- 
listen, Lanpdwirthe und Gebildete jeden Standes. Von 
Dr. Moritz Rühlmann, Professor an der polytechni- 
schen Schule in Hannover. Mitzahlreichen Holzschnit- 


*) Mindestens wiirde man wohl bis auf das Jahr 1812 zurückge- 
hen müssen. @. 

**) Mit wahrer Herzensfreude und innigstem Danke wird der Her- 
ausgeber des Archivs hauptsächlich stets des trefflichen E. G. Fischer 
in Berlin, Matthias in Magdeburg und vieler anderen, die er persönlich 
näher zu kennen das Glück gehabt hat, gedenken. G. 
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ten. 1. Bandes 1. Hälfte. Braunschweig, Schweischke 
und Sohn. 1862. 8. 


Wenn uns von diesem Werke für jetzt auch nur das erste 
Heft (Ersten Bandes erste Hälfte) vorliegt, so glauben wir doch 
sogleich auf dasselbe aufmerksam machen zu müssen, weil es 
uns ein zeitgemässes Unternehmen zu sein scheint, und sich 
auch in seiner Ausführung empfehlen dürfte. Eine Theorie der 
verschiedenen Arten der Maschinen wird man in demselben nicht 
finden und wahrscheinlich auch nicht suchen, so wie denn auch 
der Herr Verfasser dieses Ziel sich indiesem Werke in der 
That nicht gesteckt hat, wenn auch einfachere theoretische Be- 
trachtungen, wie z. B. bei den Waagen, keineswegs vollständig 
ausgeschlossen worden sind. Er liefert vielmehr nur eine Be- 
schreibung der Maschinen, wobei er-dieselben aber zweckmässig 
immer in ihre verschiedenen Haupttheile zerlegt, dieselben ein- 
zeln rücksichtlich ihrer Bedeutung und Wirkung erläutert, und in 
sehr sauber ausgeführten Holzschnitten darstellt, so wie die bei 
einem solchen Werke nicht unwichtige äussere Ausstattung über- 
haupt eine sehr vorzügliche und elegante ist. Zugleich enthält 
das Werk überall historische Notizen über die Erfindung der Ma- 
schinen, ihre Verbesserung und weitere Ausbildung, und eine 
grosse Anzahl der dankenswerthesten literarischen Nachweisungen, 
wobei der Herr Verfasser überall die ausgebreitetste Kenntniss 
documentirt. Da, abgesehen von verschiedenen hinreichend be- 
kannten grossen und bändereichen Werken, ein Buch dieser Art 
in unserer Literatur noch nicht existiren dürfte, so verdient das vor- 
liegende gewiss Allen, die sich für das Maschinenwesen interes- 
siren, insbesondere aber auch Lehrern an Realschulen, Gewerbe- 
schulen, u.s. w. recht sehr zur Beachtung empfohlen zu werden. 
In einer, viele überaus interessante Notizen enthaltenden Einleitung 
bespricht der Herr. Verfasser die Entwickelung und Bedeutung, 
auch die Nachtheile u. s. w. des Maschinenwesens, und giebt 
zuletzt in $.7. eine vollständige Classification der Maschinen, 
wodurch er zugleich den in dem Werke zu befolgenden Plan vor- 


‚zeichnet, indem er namentlich auch in der lehrreichen Tabelle auf 


S24. und S.25. nach dieser Classification alle zur Zeit bekannt ge- 
wordenen Maschinen aufführt. Es werden unterschieden: I. Ma- 
schinen zum Messen und Zählen (Uhren, Umlauf-, Hub- 
und Schrittzähler, Zeug-, Wasser- und Wind-Messmaschinen, 
Registrirmaschinen, Dynamometer, Waagen u.s.w.). 1l. Ma- 
schinen zur Verrichtung nützlicher mechanischer Ar- 
beiten. A) Kraftaufnehmende Maschinen. B) Trans- 
missions- und Regulirungsmaschinen. C) Transport- 
und Fabricationsmaschinen. 
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Lassen sich auch manche andere, selbst vielleicht wissen- 
schaftlichere Eintheilungen denken, so ist die hier angewandte 
doch eine recht praktische und entspricht ganz dem Zwecke die- 
ses Werkes. Der Inhalt des vorliegenden Hefts ist folgender: 
Erste Abiheilung. Maschinen zum Messen und Zäh- 
1en. Erstes Capitel. Uhren (Pendeluhr, Unruhuhr, be- 
sondere Hemmungen der Uhren, Compensationen für Pendel- 
und Unruhuhren, Uhren mit Centrifugalpendel, Schlagwerke der 
Uhren (überaus vollständig)). Zweites Capitel. Uhrwerke 
zu besonderen Zwecken. (Wächter-Controluhren, Braten- 
wender, Automat, Registrirmaschinen und Registrirapparate, Ma- 
schinen zur Veranschaulichung der Himmelskörperbewegungen). 
Drittes Oapitel. Zähl- und Messmaschinen für beson- 
dere Zwecke (Schritt-, Hub-, Stück- und Umdrehzähler, so 
wie Wegmesser, Tachometer, Zeugmessmaschinen, Wasser- und 
Gasmesser, Rechnenmaschinen). Viertes Capitel. Waagen. 
I. Hebelwaagen. Gemeine Waage, Schnellwaage, zusammengesetzte 
Hebelwaagen (Tragbare Brückenwaagen, Feststehende Brücken- 
waagen). Zeigerwaagen. II. Federwaagen. Fünftes Capitel. 
Dynamometer. I. Dynamometer mit direeter Messung bei fort- 
schreitender Bewegung. ' \ 

Die Leser werden hieraus die grosse Vollständigkeit des 
Werkes, bei aller verhältnissmässigen Kürze, erkennen, und sich 
gewiss in ihren Erwartungen, so weit der Herr Verfasser 
selbst die Absicht hat, denselben zu entsprechen, nicht 
getäuscht finden. Wir sehen den folgenden Abtheilungen mit 
Verlangen entgegen, und werden dieselben sogleich, nachdem sie 
uns zugegangen, zur Anzeige bringen. | G. 


Vermischte Schriften. 


Schriften des Vereines zur Verbreitung natur- 
wissenschaftlicher Kenntnisse in Wien. Erster Band. 
Jahrgang 1860/61. Mit 2 Tafeln und 6 Holzschnitten. 
Wien. Gerold. 1862. 


Seit dem Winter 1855/56 werden, wie in anderen Städten, auch 
in der deutschen Kaiserstadt von einem Vereine jüngerer Natur- 
forscher regelmässig naturwissenschaftliche Vorträge für das ge- 
bildete Publikum unter dem Namen der „Montags-Vorträge“ 
gehalten. Von Jahr zu Jahr hat sich die Theilnahme an diesen 
Vorträgen in der erfreulichsten Weise gesteigert, so dass gegen- 
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wärtig die Zahl der Gründer des Vereins und der Mitglieder oder 
Theilnehmer schon die hohe Zahl von 489 erreicht hat, welche 
1260 Gulden Beiträge und eine 3procentige Staatsschuldverschrei- 
bung von 100 Gulden gezahlt haben, worunter sich natürlich eine 
grosse Menge freiwilliger Beiträge befinden; der gesetzliche jähr- 
liche Beitrag ist 1 Fl., aber bei Weitem die meisten T'heilnehmer 
haben freiwillige Beiträge von 5, 10, 20, 100 Fl. gezahlt, so dass 
es dem Verein selbst schon möglich gewesen ist, ein Kapital von 
700 Fl. zinsbar zu bestätigen. Wir finden unter den Tbeilneh- 
mern 176 öffentliche und Privat- Beamte; 122 Geistliche, Profes- 
soren, Doctoren u. s. w.; J] Militärs; 7 Künstler; 32 Studirende; 
52 Fabrikanten, Kaufleute u.s. w.; 5 Handwerker; 74 Private; 
also Männer aus allen Ständen, was gewiss einen sehr vortheil- 
haften Schluss auf die Bildung der Bewohner Wiens zu machen 
gestattet, und einen erfreulichen Beweis von dem regen In- 
teresse liefert, welches auch das grössere gebildete Publikum in 
Oesterreich an den neueren Eroberungen der Naturwissenschaften 
nimmt. Welchen Werth selbst die k. Akademie der Wissen- 
schaften in Wien der Wirkung des Vereins beimisst, geht daraus 
hervor, dass die Vorträge jetzt in dem sogenannten grünen Saale 
des k. Akademie- Gebäudes gehalten werden. Wir haben diese 
Details über den jungen Verein hier mitgetheilt, weil wir solchen 
Unternehmungen, die wir für im böchsten Grade nützlich und 
fruchtbringend halten, wenn sie in so verständiger Weise wie im 
vorliegenden Falle begonnen und weiter geführt werden, von 
jeher unsere wärmste Theilnahme gewidmet haben. 


Von jetzt an wird der Verein die gehaltenen Vorträge ge- 
druckt herausgeben, und das erste Bändchen dieser Druckschrif- 
ten (Jahrgang 1860/61) liegt in äusserst eleganter Ausstattung 
vor uns. Auf eine Beurtheilung der. einzelnen Vorträge können 
wir hier natürlich schon der Beschränktheit des Raumes wegen 
nicht eingehen, und würden uns darauf auch um so weniger 
einlassen dürfen, weil deren wissenschaftlicher Inhalt. oft ganz 
ausserhalb des Kreises unserer speciellen Studien liegt. So viel 
können und dürfen wir aber im Allgemeinen ‚sagen, dass uns der 
Stoff überall in.sehr verständiger Weise ausgewählt zu sein scheint, 
und zur Erweckung des Interesses an den Naturwissenschaften, 
sowie zu wirklicher Belehrung, überall sehr geeignet ist, wobei die 
Verfasser der Vorträge zugleich jederzeit die neuesten Entdeckun- 
gen und Eroberungen vorzugsweise berücksichtigt, aber auch ganz 
mit Recht zur Erweckung vaterländischen Geistes und Sinnes 
nicht selten auf die Leistungen im engeren Vaterlande besonders 
hingewiesen haben. Die Sprache ist überall frisch und belebt 
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dabei aber, was uns ganz besonders angesprochen hat, frei von 
allen leeren poetischen Floskeln und frei von einem Haschen nach 
pikanten Wendungen und Anspielungen, wie man: sie leider in 
solchen Vorträgen oft zum Ueberdruss antrifit, überall aber so 
gehalten, dass sie wahrhafte Belehrung erstrebt, ohne auch nur 
im Entferntesten in einen pedantischen Schulmeisterton zu ver- 
fallen. So wie uns selbst die Lectüre dieser Vorträge nicht bloss 
eine sehr angenehme Unterhaltung, sondern auch die vielfachste 
Belehrung gewährt hat, glauben wir dieselben zu gleichem Zweck 
auch allen Lesern des Archivs recht sehr empfehlen zu müssen, 
und schliessen mit der folgenden vollständigen Angabe des Inhalts: 


Die österreichischen naturforschenden Reisenden dieses Jahr- 
hunderts in fremden Erdtheilen. Von Dr. Siegfried Reissek. 
S. 21—8.51. — Die Lichterscheinungen bei totalen Sonnenfin- 
sternissen. Von Karl Hornstein. 8.57— 8.80. — Die Dar- 
win’sche Theorie über die Entstehung der Arten. Von Dr. 
Gustav Jäger. S.81—S. 110. — Hofrath Bronn’s Ansichten von 
der Entwickelung des Thierreichs. Besprochen von Professor 
Eduard Suess. 8.111—S8.148. — Ueber die Artunterschiede 
der positiven und negativen Elektricität. Von Dr. Edmund Reit- 
linger. 8. 149 —S.1%. — Sind die Schleimpilze Thiere oder 
Pflanzen. Von Dr. Alois Pokorny. 8.191— 8.212. — Die 
ausgestorbenen Riesenvögel von Neuseeland. Von Dr. Ferdinand 
v. Hochstetter. 8.213 —S. 246. — Ueber Barometer-Schwan- 
kungen. Von Dr. Hermann Pick. S8.247— 8.278. — Ueber 
das Aquarium. Von Dr. Gustav Jäger. S.279—S.298. — 
Einiges über Mineralwasser. Von Dr. A. Bauer. S. 299 —S. 322. 
— Ueber die Umwandlung der Gebirgsmassen. Von Dr. Gustav 
Tschermak. S.323— 8.336. — Die Befruchtung und Keimbil- 
dung bei den Blüthenpflanzen. Von Dr. Siegfried Reissek. 
S.337— 8.346. — Ueber Meteoriten. Von Dr. Edmund Weiss. 
S.347 — 8.982. — Die Bewegungserscheinungen sensitiver Pflan- 
zen. Von Dr. Adolf J. Weiss. 8.393— 8.418. 


Möge der Verein in seinem verdienstlichen Wirken rüstig 
fortfahren und das gebildete, für Naturwissenschaft sich interes- 
sirende Publikum im nächsten Jahre wieder mit einem so vieles 
Lehrreiche darbietenden Bändchen beschenken! | G. 


Sitzungsberichte der königl. Bayer. Akademie der 
Wissenschaften in München. (Vergl. Literar. Ber. 
Nr. CXLV. S. 16). 


1561. I. Heft IV. Wir machen, als noch in den Kreis des 
Archivs gehörend, in diesem Hefte auf eine Notiz von Herrn 
Pettenkofer über die Theorie der Gasmesser. S.4lS. 
und auf einen Aufsatz von Herrn A. Vogel jun.: Ueber die 
organischen Beimengungen des Wassers. S.418— 8.420. 
aufmerksam. 


D 
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- und physikalische Bibliographie. 


XLVEN. 


Geschichte der Mathematik und Physik. 


ie Friedlein, Gerbert, Die Geometrie des Boethius und die 
indischen Ziffern. Ein Versuch in der Geschichte der Arithme- 
tik.. Mit 6 lithogr. Taf. Erlangen. 8°. 12 Ngr. | 


Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


J. R. Boymann, Lehrbuch der Mathematik. für Gymnasien 
und höhere Lehranstalten. I. Thl.: Geometrie der Ebene. 2. Aufl. 
gr. 8%. geh. Cöln und Neuss. 173 Ngr. 

J. C. Hug, Die Mathematik in systematischer Behandlungs- 
weise. Als Lehrbuch zur Vorbereitung für ein gründlicheres Fach- 
studium überhaupt, so wie insbesondere für den akademischen und 
polytechnischen Unterricht. 1. Bd. gr. 8%. geh. Leipzig. 23 Thlr. 


Arithmetik. 


H. Durege, Theorie der elliptischen Functionen. Versuch 
einer elementaren Darstellung. gr. 8°. geh. Leipzig. 23 Thlr. 

H. Fischer, Briot’s und Bouquet’s Theorie der doppelt-perio- 
dischen, insbesondere elliptischen Functionen mit Benutzung da- 
hin einschlagender Arbeiten deutscher Mathematiker. 5. Lief. gr. 8°. 
geh. Halle. 20 Ngr. 

A. Poppe, Lehrbuch der Elementar- Algebra in Verbindung 
mit zahlreichen Uebungsbeispielen und Aufgaben. gr. 8%. ‘geh. 
Frankfurt a. M. 16 Ngr. 

®O. Schlömilch, Handbuch der algebraischen Analysis.: 3. Aufl. 
gr. 80%, geh. Jena. 2 Thlr. 20 Ngr. 

L. Schrön’s Logarithmen. 3 Tafeln. 2. Stereot.-Ausg. Inhalt: 
1. 2. Siebenstellige gemeine Logarithmen der Zahlen von 1 bis 
108000 - und’ der Sinus, Cosinus, Tangenten und Cotangenten aller 


Winkel des Quadranten von 10 zu 10 Secunden. 12 Thlr. — 
8. Interpolationstafel zur Berechnung der Proportionaltheile. 4 Thlr. 
gr. Lex.-8°. geh. Braunschweig. 1] Thlr. 224 Ngr. 

J. Strehl, Handbuch bei’m Unterrichte in der Arithmetik für 
Unter-Realschulen. 1. Thl. 3. Aufl. II. u. II. Thl. 2. Aufl. 8%, geh. 
Wien. ä 14 Ngr. 

G. v. Vega, Logarithm.-trigonometrisches Handbuch. 46. Aufl. 
Bearb. von C. Bremiker. Lex.-8%. geh. Berlin. 12 Thlr. 

E. Walder, Grundriss der Arithmetik mit Uebungsaufgaben. 
gr. 8°. geh. Nördlingen. 16 Ngr. 


Geometrie. 


C. T. Anger, Elemente der Projectionslehre mit Anwendun- 
gen der Perspective auf die Geometrie. Neue Ausg. 8°. geh. 
Danzig. 15 Negr. | 

N. M. Ferrers, An Elementary Treatise on Trilinear Coor- 
dinates, the Method of Reciprocal Polars, and the Theory of 
Projections. London. 8%. 2 Thlr. 18 Ner. R 

Grelle, F., Analytische Geometrie der Ebene. Mit 91 in 
den Text gedr. Holzschnitten. Hannover. 8%, 2 Thlr. 

O. Hesse, Vorlesungen über analytische Geometrie des Rau- 
mes, insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung. gr. 80, 
geh. Leipzig. 2%, Thlr. 

J. Hieser, Lehrbuch der beschreibenden (darstellenden) Geo- 
metrie, Schattenlehre und Perspective. Für Realschulen. gr. 8°, 
geh. Wien. 1 Thlr. 20 Ngr. 

F. Mo£nik, Geometrische Anschauungslehre für die Unter- 
Gymnasien. 2. Abth. 4. Aufl. gr. 8%. geh. Wien. 1Thlr. 20 Negr. 


Mechanik. 


Duhamel, Lehrbuch der analytischen Mechanik. . Deutsch 
herausgegeben von ©. Schlömilch. 2 Bde. 2. Aufl. Neue Aus- 
gabe. gr. 8%, geh. Leipzig. 2 Thlr. 

Hm. Hankel, Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der 
Flüssigkeiten. Gekrönte Preisschrift. Göttingen, Leipz. 4%. 20. Ngr. 


Praktische Mechanik. 


F. Redtenbacher, Die Bewegungs-Mechanismen. Darstel- 
lung und Beschreibung eines Theils der Maschinen-Modell-Samm- 
lung der polytechnischen Schule in Carlsruhe. Neue Folge. qu. Fol. 
geh. Mannheim. 34 Thlr. 


Astronomie. 


K. Th. Anger, Populäre Vorträge über Astronomie. Nach 


dem Tode des Verfassers herausgegeben von G. Zaddach. Lex.-8. 
geh. Danzig. 13 Thlr. 

Annalen der k. k. Sternwarte in Wien. Herausgegeben von 
C. v. Littrow. 3. Folge. 10. Bd. Jahrg. 1860. Lex.-8°%. 33 Thir. 

Annales de l’observatoire imperial de Paris, publides par 
U. J. Le Verrier. Observations. Tome 15. 1859. 4°. Paris. 
40 fr. 

Hand-Atlas der Erde BR des Himmels. Neu redig. Volks- 
Ausgabe. In 50 Karten. 36. u. 37. Lief. Imp.-Fol: Weimar. &8 Ngr. 

"F. Beckmann, Zur Geschichte des kopernikanischen Systems. 
gr. 8°. geh. Braunsberg. 8 Ngr. 


Physik. 


Annales de l’observatoire physique central de Russie, publiees 
par A. T. Kupffer. 2 Nrs. et Compte-rendu annuel. Annee 1859 
et 1860. St. Petersburg‘u. Leipzig. cart. 7 Thlr. 

O. Becker und Rolett, Beiträge zur Lehre vom Sehen 
der dritten Dimension. Tiex.-8%. geh. Wien. 10 Negr. 

A. Bertin, Opuscules de physique et de meteorologie. In-4°. 
avec 2 pl. Strasbourg. 

Correspondance meteorologique, publication annuelle de l’ad- 
ministration des mines de Russie, redigee par A. T. Kupffer. 
Annee 1859. gr. 4%. St. Petersburg u. Leipzig. 5 Thlr. 

M. Davy, Recherches theoriques et experimentales sur l’elec- 
tricit6E consideree au point de vue mecanique. In-8. Paris. 

E. Harless, Maassbestimmung der Polarisation durch das 
physiologische Rheoskop. gr. 4%. geh. München. 18 Negr. 

J. Jamin, Cours de physique de ’Ecole polytechnique. T. IM. 
1. fasciceule. Electricit& dynamique. Paris. 8°. Mit Tafeln und 
Abbilden. im Text. Preis des 1. Bds. 4 Thlr., Bd. 2 u. 3 zusammen 
6 Thlr. 20 Ngr. 

G. Kirchhoff, Untersuchungen über das Sonnenspectrum und 
die Spectren der chemischen Elemente. gr. 4°. cart. Berlin. 1 Thlr. 

K. Emil Kluge, Ueber die Ursachen der in den Jahren 1850 
bis 1857 stattgefundenen Erd-Erschütterungen und die Beziehun- 
gen derselben zu den Vulkanen und zur Atmosphäre. Stuttgart. 
80. 24 Ngr. 

Observations meteorologiques faites a Nijne-Taguilsk (monts 
Ourals, gouvernement de Perm). Annee 1860. Paris. 8°. 

Observations meteorologiques faites A neuf heures du matin 
a lobservatoire de Lyon, du 1. decembre 1857 au 1. decembre 1859, 
par M. Aime Drian, sous Ja direction de M. Frenet. Lyon. 
8%, Mit 1 Tabelle. 


V. Raulin;. Description physique ‘de: l’ile! de Crete. 2. par- 
tie. Geographie physique du sol. Meteorologie. Bordeaux et 
Paris. 8°. | 

J. C. F. Zöllner, Grundzüge der allgemeinen Photometrie:des 
Himmels.‘ gr. 4%. cart. Berlin. 3 Thlr. 15 Ngr. 


- 


Vermischte Schriften. 


Abhandlungen der mathematisch - physikalischen ‚Classe. der 
königl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften. 9. Di. ‚1. Abth. 
gr. 4°. geh. München. 2 Thlr.. 20 Ngr. 

Melanges mathematiques et astronomiques tires du Bulletin de 
l’academie imperiale de St. Petersbourg. Tome Ill. Livr.3. Lex.-8°, 
geh. Petersburg und Leipzig. 17 Ngr. 
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Literarischer Bericht 
CXLVIII. 


Unterrichtswesen. 


Anzeige der Vorlesungen auf der Grossherzoglich 
Badischen Polytechnischen Schule zu Carlsruhe für 
das Jahr 1861—62. Carlsruhe. 


Adressbuch der Grossherzoglich Badischen Poly- 
technischen Schule in Carlsruhe. Studienjahr 1361—62. 
Carlsruhe. 


So wie wir aus der ersteren Schrift die grosse Vollständig- 
keit der Vorlesungen, welche in dem Studienjahre 1861—62 an 
der polytechnischen Schule in Carlsruhe von ungefähr 50 Leh- 
rern über alle Fächer der Technik und die vorbereitenden und 
Hülfswissenschaften gehalten werden, mit Freuden ersehen ha- 
ben: so haben wir aus der zweiten Schrift wieder mit besonde- 
rem Interesse von der ungemein grossen Anzahl von Schülern 
aus fast allen cultivirten Ländern der Erde Kenntniss genommen, 
welche aus dieser von der Badischen Regierung dargebotenen 
reichen Quelle des technischen Unterrichts schöpfen. Die Schü- 
lerzahl beträgt im Ganzen 794, und die Anzahl der Auslän- 
der, unter denen sich 11 aus Amerika, 7 aus Brasilien, 1 aus 
Java, u. s. w. befinden, ist in diesem Jahre noch grösser als im 
vorigen, nämlich 500 gegen 484. Wir freuen uns sehr über den 
Aufschwung, den hiernach der polytechnische Unterricht in Deutsch- 
land fortwährend nimmt und wiederholen unsere im Literar. Ber. 
Nr: CXLI. S. 2. ausgesprochene Bitte, dass uns auch von anderen 
polytechnischen Lehranstalten ähnliche den Unterricht betreffende 
Schriften; wie die beiden obigen, für deren Uebersendung wir 
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hier unsern Dank von Neuem auszusprechen nicht verfehlen, mit- 
getheilt werden möchten, was bis jetzt noch nicht geschehen ist. 
Eine kurze Anzeige derselben würde immer in kürzester Zeit ge- 
liefert werden. 


Geometrie. 


Analytische Geometrie der Kegeischnitte mit be- 
sonderer Berücksichtigung der neueren Methoden von 
George Salmon. Unter Mitwirkung des Verfassers 
deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler. Leipzig. 
Teubner. 1860. 8°, 


Das zuerst im Jahre 1848, in dritter Ausgabe 1855 erschie- 
nene Werk: „A Treatise on Conic Sections. By the 
Rev. George Salmon, A. M. Fellow and Tutor, Trinity 
College, Dublin. London. 3. ed. 1855. , welches übrigens 
keineswegs die Kegelschnitte allein, sondern überhaupt die ana- 
Iytische Geometrie der Ebene betrifft, hat sich mit Recht eines 
grossen Beifalls erfreuet, und ist bereits in mehrere Sprachen 
übersetzt worden. Dasselbe wird hauptsächlich nach unserer _ 
Meinung dadurch charakterisirt, dass es ausser dem Cartesischen 
Coordinatensystem auch die wichtigsten und fruchtbarsten der 
übrigen Coordinatensysteme, durch welehe in neuerer Zeit die 
Geometrie weiter geführt worden ist, kennen und anwenden lehrt 
und überall eine zweckmässige Verbindung der rein analytischen 
und synthetischen Betrachtung erstrebt, eine Methode, die ja 
überhaupt vorzugsweise bei den englischen Geometern beliebt 
ist, und auch jedenfalls in mehrfacher Beziehung alle Empfehlung 
verdient. Es ist daher sehr dankenswerth, dass Herr Fiedler 
dieses ausgezeichnete Werk auch den deutschen ‚Mathematikern 
durch eine nach unserer Ueberzeugung: durchaus nichts zu wün- 
schen übrig lassende freie deutsche Uebersetzung zugänglicher 
gemacht hat. Aber nicht bloss dieses hat Herr F. gethan. Seine 
deutsche Bearbeitung ist mindestens um ein Drittheil stärker als 
das Originalwerk, weil er von dem richtigen Gesichtspunkte aus- 
ging, durch Hinzufügung mehrerer wichtiger Arbeiten deutscher 
und französischer Geometer in Verbindung mit dem Original- 
werke das zu geben, womit sich derjenige bekannt zu machen 
hat, welcher entweder zuerst an das Studium der neueren analy- 
tischen Geometrie ‚herantritt oder: nicht gerade sein Hauptstudium 
aus diesem Theile der mathematischen Wissenschaften zu machen 
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beabsichtigt, da deren Reich zu gross ist, und immer mehr und 
mehr so sehr in’s Ungeheuere sich ausdehnt, dass eine völlige 
Beherrschung des ganzen Feldes für den Einzelnen geradezu un- 
möglich ist. Wir sind der Meinung, dass der Herr Verfasser 
diesen Zweck sehr gut erreicht hat, und ein mit besonderem 
Danke aufzunehmendes, jedwede Empfehlung verdienendes Werk 
geliefert hat. Auch verdient es besonders bemerkt zu werden, 
dass nach unserer Meinung dasselbe zugleich als eine der vor- 
trefllichsten und reichhaltigsten Aufgaben - Sammlungen betrachtet 
werden kann. Unsere literarischen Berichte sind, wie schon mehr- 
fach von uns bemerkt worden ist, nicht dazu bestimmt, tiefer 
eingehende Kritiken und ausführliche Relationen zu liefern, indem 
wir, uns. vielmehr stets mit einer ganz allgemeinen Charakterisi- 
tung des betrefienden Werkes begnügen müssen. Bei der grossen 
Würdigkeit der vorliegenden Schrift finden wir es aber ange- 
messen, unseren Lesern im Folgenden wenigstens den Hauptin- 
halt nach den einzelnen Kapiteln mitzutheilen, damit dieselben 
einigermassen übersehen können, was ihnen hier geboten wird: 
I. Der Punkt. II. Die gerade Linie. 111. Aufgaben über die ge- 
rade Linie. IV. Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung für 
die Gleichung einer geraden Linie. VW. Gleichungen von höhe- 
ren Graden, welche gerade Linien darstellen. VI. Ableitung der 
Haupteigenschaften aller Curven zweiten Grades aus der allge- 
meinen Gleichung. VII. Der Kreis. VIII. Lehrsätze und Auf- 
gaben über den Kreis; Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung 
auf seine Gleichung. IX. Eigenschaften eines Systenis von zwei 
oder mehreren Kreisen. X. Die allgemeine Gleichung des zwei- 
‘ten Grades als Central-Gleichung: Ellipse und Hyperbel. XI. 
Die Parabel. XII. Vermischte Aufgaben und Lehrsätze über 
die Kegelschnitte. X1M. Die Methode des Unendlich-Kleinen, die 
Quadratur und Rectification der Kegelschnitte (hier wird Diffe- 
rential- und Integralrechnung angewandt). XIV. Die Methoden 
der abgekürzten Bezeichnung, die trimetrischen Coordinaten - Sy- 
steme und das Princip der Dualität in ihrer Anwendung auf die 
Kegelschnitte.e. XV. Die allgemeine homogene Gleichung zwei- 
ten Grades und die Algebra der linearen Transformationen. XVI. 
Geometrische Methoden (1. Die Methode der reciproken Polaren. 
2. Die harmonischen und anharmonischen Eigenschaften der Ke- 
gelschnitte. 3. Die Methode der Projectionen und die geometri- 
schen Verwandtschaften des ersten Grades). Zusätze. Quellen- 
Nachweis. 


Die Leser werden hieraus den Reichthum des ihnen gebotenen 
Inhalts erkennen und mögen sich daher das Buch nochmals zur 
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Beachtung empfohlen sein lassen. Die treffliche äussere Ausstat- 
tung macht der berühmten Verlangshandlung alle Ehre. 


* 


Alle die, welche für die feinere analytische und reine Geo- 
metrie sich interessiren, machen wir auf die folgenden Abhand- 
lungen und Schriften des Herrn Professor L. Cremona in Bo- 
logna recht sehr aufmerksam. 


Nota. Intorno ad alcuni teoremi di Geometria 
segmentaria. Cremona. 1857. 4°. 


Diese Schrift enthält, mit besonderer Rücksicht auf die Ke- 
gelschnitte, sehr interessante Untersuchungen über homographische 
Figuren oder Systeme, und wird dadurch noch ganz besonders 
lehrreich, dass der Herr Verfasser bei diesen Untersuchungen 
das sogenannte Dreilinien-Coordinatensystem, worüber 
die Leser weitere allgemeine Belehrung u. A. in der vorher 
angezeigten deutschen Uebersetzung der Analytischen Geo- 
metrie der Kegelschnitte von Salmon finden können, in 
Anwendung gebracht, und dadurch einen neuen interessanten Be- 
weis von der. Fruchtbarkeit dieses Coordinatensystems geliefert 
hat, weshalb diese Schrift besonders zur Beachtung zu empfeh- 
len ist. 


Sulle superficie gobbe del terz’ ordine. Memoria 
del Dottor-L. Cremona, Professore di Geometria supe- 
riore nella Regia Universitä di Bologna. Communi- 
cataal Reale Istituto Lombardo di scienze, lettere e 
arti. 18. Aprile 1861. 4. 


So wie die vorhergehende Schrift sich der neueren Metho- 
den der analytischen Geometrie bedient, ist die in der vor- 
liegenden gegebene Untersuchung über Flächen der dritten Ord- 
nung ganz rein geometrisch gehalten, und verdient deshalb 
den- Liebhabern der reinen Geometrie recht sehr zur Beachtung 
empfohlen zu werden. Je enger aber gerade in solchen rein 
geometrischen Darstellungen die einzelnen Sätze und Wahrhei- 
ten unter einander zusammenhängen, je consequenter dieselben 
stufenweise auf und aus einander folgen, je weniger der eine ohne 
alle vorhergehenden verstanden werden kann: desto weniger ge- 
statten solche Schriften, die wie die vorliegende namentlich durch 
die grosse Allgemeinheit und rein speculative Natur der ange- 
stellten Betrachtungen dem Scharfsinne ihrer Verfasser alle Ehre 
machen, namentlich an diesem Orte einen Auszug, weshalb 
wir uns leider immer meistens darauf beschränken müssen, auf 
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ihre wissenschaftliche Bedeutung im Allgemeinen aufmerksam zu 
machen. . 


Dass bei der Universität in Bologna ein eigentlicher Lehr- 
stuhl für sogenannte neuere oder höhere Geometrie gegründet, 
und durch Herrn Professor Cremona in so würdiger Weise be- 
setzt worden ist, muss jedenfalls.einen Jeden, der an dem Fort- 
schritt der Wissenschaft in Italien lebhaften Antheil nimmt, mit 
der grössten Freude erfüllen. 


Considerazioni di storia della Geometria in occa- 
sione di un libro di Geometria elementare publicato 
recentemente a Firenze del Dottor Luigi CUremona. 


Milano. 1860. 8°. 


Diese 40 Seiten umfassende Schrift enthält eine ausführliche 
Relation über die unter dem Titel: Trattato di Geometria 
elementare di A. Amiot. Prima traduzione italiana 
con note ed aggiunte di Giovanni Novi, Professore di 
meccanica nel liceo militare di Firenze. Con un at- 
lante di 59 tavole. Firenze, Felice Lemonnier, 1858. 
erschienene italienische Uebersetaung der in Deutschland hinrei- 
chend bekannten Lecons nouvelles de geometrie el&men- 
taire par M. A. Amiot, wobei zugleich der Verdienste, welche 
sich Herr Lemonnier in Florenz durch Veranstaltung italie- 
nischer Uebersetzungen von ausländischen ausgezeichneten Wer- 
ken (z. B. von Bertrand, A. Serret, u. s. w.) erwirbt, rühmend 
gedacht wird. Aber nicht bloss wegen dieser Analyse eines in 
mehrfacher Beziehung vorzüglichen geometrischen Werkes ist 
die vorliegende Schrift des Herrn Professor Cremona interes- 
sant und wichtig; vielmehr enthält dieselbe eine so schüne und 
vollständige, von der grössten, tiefsten und ausgebreitetsten Kennt- 
niss auf dem Gebiete aller Literaturen zeugende Darstellung der 
Eroberungen, welche in neuerer Zeit auf dem Gebiete der Ele- 
mentar-Geometrie gemacht worden sind, oder auch über alte und 
ältere Sätze von Pappus, Desargues u. s.w. u.s. w., deren 
grosse Wichtigkeit erst in neuerer Zeit vollständige Anerkennung 
gefunden hat, wodurch der Elementar- Geometrie vielfach eine 
wesentliche Umgestaltung und Erweiterung zu Theil geworden ist: 
dass wir diese Schrift für einen sehr werthvollen Beitrag zur Ge- 
schichte der elementaren Geometrie überhaupt halten, und unse- 
ren Lesern eine sehr interessante und lehrreiche Lectüre durch 
dieselbe aus vollkommener Ueberzeugung versprechen können, da- 
her auch auf dieselbe hier besonders aufmerksam zu machen wir 
nicht verfehlen. 


nn 
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Astronomie. 


Memoires de l’Academie imperiale des sciences 
de St.-Petersbourg, Vlie serie. Tome IV. No. 1. 


Beobachtung der totalen Sonnenfinsterniss vom 
18. (6.) Juli 1860 in Pobes. Nach den Berichten der ein- 
zelnen Theilnehmer zusammengestellt von ©. Struve, 
Mitgliede der Akademie. (Mit 3 Tafeln). Gelesen am 
16. November 1860. St. Petersburg. :1861. 4% 


Der von Herrn O. Struve der kaiserlich russischen Akade- 
mie der Wissenschaften über die Beobachtungen der grossen 
Sonnenfinsterniss vom Jahre 1860 in Pobes erstattete vorläufige, 
noch in Spanien ‚abgefasste Bericht ist von uns im Literar. Ber. 
Nr. CXLI. S. 8. angezeigt worden, mit der näheren Angabe aller 
diese nach Spanien unternommene denkwürdige Expedition be- 
gleitenden Umstände. Jetzt liegt uns nun auch der obige voll- 
ständige Bericht vor, den wir hier zu einer etwas genaueren 
Anzeige zu bringen uns hbeeilen, weil wir denselben für den wich- 
tigsten halten, welcher bis jetzt über das merkwürdige Ereigniss 
erschienen ist. Wir bemerken zuerst im Allgemeinen, dass’ Herr 
OÖ. Struve sich in diesem vorzugsweise streng wissenschaftlich 
gehaltenen Berichte nach unserer Meinung ganz mit Recht für's 
Erste daurauf beschränkt, nur die Resultate der Beobachtungen, 
— die beobachteten Thatsachen, — zu geben, natürlich mit ge- 
nauer Angabe der dabei angewandten Hülfsmittel und Beobach- 
tungs - Methoden, wodurch namentlich auch dieser wichtige Bericht 
für einen Jeden, der sich für diesen Gegenstand interessirt, un- 
gemein lehrreich wird. Keineswegs aber beschränkt sich der 
Herr Verfasser auf seine eigenen Beobachtungen, sondern giebt 
auch die Resultate der Beobachtungen seiner Begleiter und ei- 
niger Anderen, namentlich Airy’s, was gleichfalls die Wichtig- 
keit dieses Berichts noch wesentlich erhöhet, so dass derselbe 
von Jedem, der sich zu weiteren Reflexionen und Schlussfolge- 
rungen über die merkwürdige Erscheinung veranlasst sehen dürfte, 
hauptsächlich und vorzugsweise berücksichtigt werden muss, 


wobei wiederholt der Umstand hervorzuheben ist, dass Herrn, 


Otto Struve aus früheren Beobachtungen ähnlicher Erschei- 
nungen vorzugsweise eine reiche Erfahrung zur Seite steht. — 
Der Herr Verfasser beginnt mit einer historischen Darstellung 
der hauptsächlich unter Airy’s Leitung von England aus unter- 
nommenen Expedition, worüber das Nähere aus unserem früheren 
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oben erwähnten Berichte bekannt ist. Hierauf folgen die vorläu- 
figen Beobachtungen zur Zeit- und Polhöhenbestimmung in Pobes, 
| die Polhöhe und Länge der Dorfkirche in Pobes, die geographi- 
f schen Coordinaten der von den einzelnen Beobachtern für die 
Sonnenfinsterniss gewählten Standpunkte. Dann geht der Herr 
‚7 Verfasser zu den Beobachtungen der Sonnenfinsterniss selbst 
über, und zwar: a) Bericht des Herrn Airy, welcher auf einem 
Hügel bei’m Städtchen Erenna links vom Flusse Bayas beob- 
achtete, und von seiner Frau, seinem Sohne Wilfried, seiner 
Tochter Hilda, dem Eisenbahningenieur Herrn Stead und 9 Ar- 
beitern, welche die Instrumente trugen, begleitet und bei den 
Beobachtungen mehrfach unterstützt wurde. b) Bericht von Otto 
Struve. ce) Bericht von A. Winnecke. d) Bericht von F. A. 
Oom. e) Bericht des Herrn ©. Weiler, Ingenieurs und ehe- 
maligen Zöglings der polytechnischen Schule in Carlsruhe. f) Be- 
richt des Herrn Stenglein, Eisenbahningenieurs. Drei sehr 
schöne illuminirte lithographirte Tafeln machen: den Schluss die- 
ses überaus vollständigen und wichtigen Berichts, für welchen 
die Wissenschaft dem Herrn, Verfasser den lebhaftesten Dank 
schuldet. 


"Kalender für alle Stände. 1862. Herausgegeben von 
Karl von Littrow, Director der k. k. Sternwarte in 
Wien. Mit einer Sternkarte. Wien. Carl Gerold. 8. 


Der Jahrgang 1861 dieses Kalenders ist im Literar. Ber. 
Nr. CXL. S. 9. angezeigt worden, und seine Einrichtung, die in 
dem neuen uns vorliegenden Jahrgange wesentliche Abänderun- 
gen nicht erlitten hat, kann also im Ganzen als bekannt voraus- 
gesetzt werden. Wir können daher im Allgemeinen auf jene 
frühere Anzeige verweisen, indem wir jedoch wiederholt und ganz 
besonders darauf aufmerksam machen, dass wir auch diesen neuen 
Jahrgang wie seine Vorgänger als eine sehr zweckmässige kleine 
Ephemeride Liebhabern der Himmels-Beobachtung bestens em- 
pfehlen können, und dem verdienstlichen Unternehmen deshalb 
ungehinderten Fortgang recht sehr wünschen. Ausser der Ephe- 
meride, der wir eine bessere zu dem genannten Zweck jetzt nicht 
an die Seite zu setzen wüssten, enthält der vorliegende Jahr- 
gang aber noch vieles andere Lehrreiche. Namentlich weisen 
wir hin auf die sehr vollständige Darstellung der neueren astro- 
nomischen Entdeckungen und auf die Uebersicht des Planeten- 
systems, welche man in solcher Vollständigkeit und Genauigkeit 
schwerlich anderwärts antreffen wird, worüber die Leser aus den 
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folgenden einzelnen Rubriken, aus denen dieselbe besteht, sich 
selbst einen Schluss zu machen im Stande sein werden: Alphabe- 
tisches Verzeichniss der Asteroiden. Verzeichniss der Asteroiden 
nach der Zeit ihrer Entdeckung, mit ihren Zeichen, dem Tage 
der Entdeckung, dem Namen des Entdeckers und dem Ort der Ent- 
deckung. Elemente sämmtlicher Planetenbahnen (überaus vollstän- 
dig, sorgfältig und genau). ‚Der Mond. Satelliten des Jupiter. 
Satelliten des Saturn. Satelliten des Uranus. Satelliten des Nep- 
tun. Phasen des Saturnringes in den J. 1861 und 1862. Endlich 
finden die Leser auf S.94—S.116 eine erschöpfende Geschichte 
des Fernrohrs nach Grant, von der ersten Entdeckung bis zu Lord 
Rosse’s Riesen-Telescopen und Foucault’s und Steinheil’s 
verdienstlichen Arbeiten, die wir namentlich auch Physikern als 
besonders interessant zur Beachtung recht sehr empfehlen. Rück- 
sichtlich des eigentlichen Erfinders des Fernrohrs spricht sich 
der Verfasser auf S,99, folgendermassen aus: ‚Unser Schluss 
lautet also dahin, dass Lipperhey“ — welcher auf S. 98. John 
Lipperhey, Brillenmacher, aus Wesel gebürtig, ansässig in 
Middelburg, genannt wird, — ‚zuerst Fernröhre herstellte, und 
dass auch er zuerst die Welt mit dieser Erfindung bekannt machte, 
ihm daher gerechter Anspruch auf die damit verbundene Ehre 
zukomme‘“. Man muss das vielfach interessante, rücksichtlich 
der ersten Erfindung selbst theilweise aus den Acten der Gene- 
ralstaaten vom Jahre 1608, die in den Haager Regierungs-Archi- 
ven bewahrt werden, geschöpfte Detail in dem sehr verdienst- 
lichen Aufsatze selbst nachlesen. 


Eine meteorologische Charakterisirung des Jahres 1861) schliesst 
das Büchlein, zu dessen weiterer Bekanntwerdung wir durch diese 
Mittheilungen von Neuem beizutragen wünschen. 


In dem neuerlich erschienenen Buche: L 


Die astronomische Strahlenbrechung in ihrer hi- 
storischen Entwickelung dargestellt von Dr. C. Bruhns, 
Astronom der neuen Sternwarte und Professor der 
Astronomie zu Leipzig. Eine gekrönte Preischrift, 
Leipzig. 1861. 


steht auf S. 65. wörtlich Folgendes: ‚Die Reihe für r wird, wenn 
z einer grossen Zenithdistanz angehört, nur etwas mehr con- 
vergiren, wie die Reihe“ 
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Nun ist ja aber 


und es lässt sich leicht zeigen, dass, wenn nur n>il ist, immer 


BEL IR CE PR 
2.4.6....2n n+1 


ist. Weil nämlich 


(22 +1)(R +2) =2n?2+d5n +2, rn +b?=2n?+4n +2 
ist, so ist oflenbar 


2n+1 1 
@n +1n +2) > An-+ 1%, also en ie +, 
Ist nun die Ungleichung 


1.3.5....2&n—]) 1 
2.4.6....2n n+l 


richtig, so ist nach dem so eben Bewiesenen auch 


1.3.5....2n—1]) 2n+l1 
2.4.6....2” 2%a+D 


nH+l1l 
n+?2’ 


un 
FL 


also 


135m. 1 
3.4.6...) nr2’ 


welche Ungleichung aus der obigen unmittelbar hervorgeht, wenn 
man darin n+]J für n setzt, woraus die Richtigkeit des Satzes 
sogleich mittelst des Schlusses von n auf n+1 erhellet. Also 
sind die Glieder der Reihe | 


121.8 


Un lee, 
» 3° 34’ 2.1.6 


5 
6..1,2.4.6.,830°2 


wenigstens vom dritten an grösser als die entsprechenden Glie- 
der der Reihe N 


Es ist ja aber bekannt, dass diese letztere Reihe keine conver- 
gente, sondern eine divergente Reihe ist, woraus sich ergiebt, 
dass um so mehr auch die Reihe 
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l, 2 99° 33.6 306.8 


eine divergirende Reihe ist. Die, oben angeführten Worte 
sagen also nieht mehr und nicht weniger als Folgendes aus: 


„Die Reihe für r wird, wenn z einer grossen Zenithdistanz 
angehört, nur etwas weniger convergiren wie die diver- 
girende Reihe 


1.3, 1.3.5 


Wer dies versteht, den beneiden wir um seine Capaeität und sei- 
nen mathematischen Scharfsinn ! 


In der sehr schönen Schrift des trefllichen Lambert: Les 
proprietes remarquables de la route de la lumiere. 
A la Haye. 1758. heisst es freilich auch auf p- 46. „la conver- 
gence des Coefliciens n’est ‚gueres plus grande que celle de la 


1 1.3 
suite 1, 3’ 5.4. etc“; das Obige ist also eigentlich eine Ueber- 


setzung dieser -Worte Lamberts oder denselben nachgeschrie- 
ben, und Dergleichen kann und muss man wohl in einer sonst 
trefllichen Schrift aus der Mitte des vorigen Jahrhunderts entschul- 
digen; aber jetzt im Jahre 1860 sollten doch solche Dinge 
ohne alle weitere Bemerkung und ohne alle Kritik in 
einem mathematischen Buche nicht mehr gedruckt und für baare 
Münze ausgegeben werden. Wollte man überhaupt die in dem 
oben genannten Buche in sehr grosser Anzahl vorkommenden so- 
genannten unendlichen Reihen sämmtlich rücksichtlich ihrer Con- 
vergenz einer strengen Untersuchung unterwerfen, so würde man 
wahrscheinlich theilweise zu einem Manchen — (uns freilich nicht) 
— sehr überraschenden Resultate gelangen. Namentlich Anfän- 
ger, die erfahrungsmässig leider nur zu oft Alles, was in mathe- 
matischen Büchern steht, für baare Münze zu nehmen gewohnt 
sind, verdienen bei solchen Gelegenheiten wie im vorliegenden 
Falle gewarnt und zur Anwendung sorgfältiger Kritik ermahnt 
zu werden, was auch einzig und allein der Zweck der vorstehen- 
den Zeilen ist. 


Nautik. 


Almanach der österreichischen Kriegsmärine für 
das Jahr 1862, Mit Genehmigung des hohen Marine- 
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Obercommando’s herausgegeben von der hydrographi- 
sehen Anstalt der k. k. Marine. Wien. Gerold. 8% 


Eine Anstalt wie die im Jahre 1860 in’s Leben gerufene hy- 
drographische Anstalt der k. k. Kriegsmarine muss man der Ma- 
rine- Verwaltung eines jeden Landes wünschen; denn dieselbe 
hat zur Aufgabe: 


1) dafür zu sorgen, dass die Kriegsschiffe S. M. mit den er- 
forderlichen hydrographischen Hülfsmitteln, als: Seekarten, nau- 
tischen Hülfsbüchern und Instrumenten von erprobter Verlässlich- 
keit versehen ‘werden; 


3) zur Förderung der Hydrographie und verwandter Wissen- 
schaften nach Kräften beizutragen; 


3) dahin zu wirken, dass die Fortschritte im Gebiete der Hy- 
drographie und Nautik für S. M. Marine möglichst nutzbringend 
gemacht werden; 


und ist also die eigentlich wissenschaftliche See-Behörde in 
Oesterreich. Der Director dieser nachahmungswerthen Anstalt, 
welche ihren Sitz in Triest hat, ist der um die Nautik schon so 
vielfach verdiente Herr Professor Dr. Franz Schaub, und un- 
ter ihm arbeiten für jetzt drei Hydrographen zweiter Klasse, drei 
Adjuncten zweiter Klasse und ein Assistent. Die drei Hydro- 
sraphen (die Herren Dr. Adalbert Kunes, Johann Zesce- 
vich und Robert Müller) versehen die Geschäfte, welche durch 
die Sternwarte, die Verwaltung des Instrumenten - Vorraths, des 
Karten- Archivs und der Bibliothek bedingt werden, und halten 
für die Marine-Cadetten Vorträge über Mathematik, Nautik, Phy- 
sik, Mechanik und Maschinenlehre; zwei der drei Adjuneten (die 
Herren Johann Rund, Dr. Franz Paugger*), Robert Mül- 
ler) sind als Lehrer der Mathematik am Eleven-Curse auf der 
Fregatte „Venus“ eingeschifit; der dritte Adjunct-und der Assi- 
stent (Herr Dr. Gustav Werner) werden nach Bedürfniss bei 
den ‘einzelnen Abtheilungen verwendet. — Von dieser wissen- 
schaftlichen Anstalt wird von jetzt an der nautische Almanach 
herausgegeben, dessen erster Jahrgang uns vorliegt. Derselbe 
enthält zuerst den Kalender und eine kleine nautische Epheme- 
ride, welche die Declination der Sonne und die Zeitgleichung bis 
auf Secunden und Zehntheile der Secunde genau, nebst deren 
stündlichen Aenderungen, die mittlere Zeit der Culmination des 
Mordes bis auf Zehntheile der Minute genau, ausserdem den 


*) M. s, eine Abhandlung von demseiben im Archiv T.XAXV. S. 21, 
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Sonnenhalbmesser für den Isten und löten jedes Monats, die 
Mondesphasen und die Sichtbarkeit der Planeten liefert. Ausser- 
dem enthält der Almanach Aufsätze von allgermeinem nautischen 
Interesse, von denen wir namentlich auf den ersten über die 
so wichtige locale Abweichung des Compasses auf 
Schiffen aufmerksam machen. Wer da weiss, wie verderblich 
die locale Abweichung des Compasses den Schiffen werden kann 
und notorisch schon oft geworden ist, wird das überaus: Verdienst- 
liche dieser mit grosser Deutlichkeit verfassten Anweisung zur 
Bestimmung der localen Abweichung gewiss anerkennen und sich 
dieselbe zu sorgfältigster Beachtung dringend empfohlen sein 
lassen. Dieselbe ist mit Benutzung der Abhandlung: ,‚,‚Sulle 
correzioni della bussola“ und handschriftlicher Mittheilungen des 
Hydrographen Herrn J. Zescevich von Herrn Professor Schaub 
verfasst. So einfach auch mittelst einer Tafel der localen Ab- 
weichung die Correctionen der Compass-Course und Peilungen 
sind, so darf doch nicht übersehen werden, dass diese Correctio- 
nen oft in grosser Eile und unter schwierigen Verhältnissen zu 
machen sind, und dass ein begangener Fehler dem Schiffe die 
grösste Gefahr bringen kann. Daher darf der Werth eines me- 
chanischen Hülfsmittels hiezu nicht zu gering angeschlagen werden. 
Zu diesem Zwecke empfiehlt sich ganz besonders das von Herrn 
Zescevich, der bekanntlich sich schon durch die Angabe sinn- 
reicher graphischer Methoden zur Auflösung sphärischer Dreiecke 
verdient gemacht hat, angegebene sogenannte Dromoscop, wel- 
ches in der vorliegenden Abhandlung beschrieben und abgebildet, 
und auf den österreichischen Kriegsschiffen allgemein eingeführt 
ist. Dieses Instrument giebt die Correction für locale Abwei- 
chung und Missweisung zu gleicher Zeit, und muss allen Marine- 
Verwaltungen zur Beachtung recht sehr empfohlen werden. 


Hierauf folgt ein überaus vollständiges Verzeichniss aller 
Leuchtthürme im mittelländischen, schwarzen und 
azowschen Meere, natürlich mit Angabe ihrer Länge und 
Breite und sonstiger Beschreibung ihrer Eigenthümlichkeit, wel- 
ches die allgemeinste Beachtung verdient. Die Zahl dieser Leucht- 
thürme beträgt 382, woraus man sieht, wie sehr in den drei ge- 
nannten Meeren für die Sicherheit der Schifffahrt gesorgt wird, 
vor welchen Bestrebungen man noch mehr Achtung gewinnt, wenn 
man bedenkt, dass von jenen 382 Leuchtthürmen sehr nahe 
200 allein in den zehn Jahren von 1850—1860 errichtet 
worden sind. Das mögen sich beiläufig die deutschen Flotten. 
männer gesagt sein lassen, die immer nur an schmucke Schiffe, 
an hübsche Corvetten und Fregatten denken, aber gar nicht daran, 


ih 
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welche ungeheuren Summen, und welche ungeheuren Anstren- 
eungen der Regierungen sonst noch nöthig sind, wenn ge- 
hörig für die Sicherheit der Schifffahrt, die doch immer die 
Hauptsache bleibt, gesorgt werden soll, was in den deut- 
schen Binnenmeeren gerade am Nöthigsten und ein Haupterfor- 
derniss ist. Diesem Verzeichnisse schliesst sich eine sehr deut- 
liche Beschreibung des Aneroid-Barometers von Vidi 
und des Metall Barometers von Bourdon an. Sehr sinn- 
reich ist jedenfalls die auf S. 89. und S. 90. besprochene Idee des 
Herrn Commodore von Wüllerstorf, Beobachtungen mit diesen 
beiden Barometern zur Bestimmung der Abnahme der Schwere 
auf der Erde von den Polen nach dem Aequator hin zu benutzen, 
zu welchem Zwecke der berühmte Führer der Novara bei seiner 
Weltumsegelung eine Reihe vergleichender Beobachtungen am 
Aneroid- und Quecksilber-Barometer in verschiedenen Breiten 
angestellt hat, worüber wir weiteren Veröffentlichungen mit Ver- 
langen entgegen sehen. Den Beschluss macht die Genealogie 
des regierenden Kaiserhauses und der vollständige Per- 
sonalstand der k.k. Kriegs-Marine, welcher letztere in 
mehrfacher Beziehung für Jeden, der sich für die Fortschritte 
des Seewesens interessirt, von grossem Interesse sein muss. 


Wir wünschen diesem nützlichen und verdienstlichen Unter- 
nehmen den besten Fortgang. 


Physik. 


Jahresbericht über die Fortschritte und Leistun- 
gen im Gebiete der Fotografie und Stereoskopie mit 
genauer Nachweisung derLiteratur. Für 1557_ VonDr 
Karl Jos. Kreutzer, Kustos an der k. k. Universitäts. 
bibliothek in Wien. Wien. Seidel. 1861. 8. 


Die beiden ersten Jahrgänge dieses sehr verdienstlichen Jah- 
resberichts über eine der schönsten und wichtigsten neueren 
Künste sind im Literar. Ber. Nr. CXX. S.5. und Nr. CXXV. 8.5. 
angezeigt worden. Der vorliegende Jahrgang (1857) ist zu einem 
Werke von 580 Seiten angewachsen, mehrfach mit Figuren und 
Illustrationen ausgestattet, und jedenfalls gegenwärtig das voll- 
ständigste Werk über Photographie und Stereoskopie, welches 
Niemand, der sich mit dieser schönen Kunst in technischer oder 
wissenschaftlicher Rücksicht beschäftigt, entbehren kann, das da- 
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her dringend zur allgemeinsten Beachtung empfohlen zu werden 
verdient, so wie seinem fleissigen und kenntnissreichen Verfasser 
für dasselbe der wärmste Dank gebührt. Namentlich machen wir 
darauf aufmerksam, dass jetzt alle zur Sprache kommenden Ope- 
rationen sehr vollständig und deutlich beschrieben worden sind, 
so dass nur wenige Fälle vorkommen dürften, wo es für einen 
mit dem Gegenstande an sich im Allgemeinen Vertrauten nöthig 
wäre, auf die Quellen, aus denen geschöpft worden ist, selbst 
zurückzugehen, was namentlich Künstler, denen die übrigens über- 
all sehr sorgfältig und genau angegebenen Quellen meistens nicht 
leicht zugänglich sein werden, dem Herrn Verfasser zu besonde- 
rem Danke verpflichten wird. Die zur Sprache gebrachten Ge- 
genstände sind so mannigfaltig, dass es ganz unmöglich ist, hier 
auch nur eine angenäherte Vorstellung von dem überaus reichen 
Inhalte zu geben, wodurch wir genöthigt werden, uns auf die 
folgende nur ganz allgemeine Uebersicht zu beschränken: I. Die 
ErzeugungvonLichtbildern und die dabei vorkommen- 
den Arbeiten. A. Fotografie auf mit lichtempfindlichen Stof- 
fen getränktem Papier.  B. Fotografie auf lichtempfindlichem 
Eiweiss, Leim u. dergl. ©. Fotografie auf Kollod. D. Einzeln- 
heiten bei den verschiedenen Verfahrungsarten. E. Wiedergabe 
von Farben. F. Uebertragung der Bildung von einer Oberfläche 
auf die andere. Il. Anwendungen der Fotografie. (Dieser 
Abschnitt ist in diesem Jahrgange ausserordentlich reichhaltig, 
und bietet des Interessanten ungemein Vieles dar; besondere Be- 
rücksichtigung haben auch die so wichtigen Anwendungen in der 
Astronomie gefunden, bei dem Monde, bei Sterngruppen u. s. w.) 
Ill. Apparate. Instrumente. Vorrichtungen. IV. Fisi- 
kalische und chemische Bemerkungen. V. Verschie- 
denes. VI. Das Stereoskop. Ein sehr vollständiges Namen- 
und Sach -Register erieichtert den Gebrauch des mit dem grössten 
Fleisse verfassten Buches ungemein, und die äussere Ausstattung 
ist, wie bei allen neueren Erzeugnissen der Wiener Presse, un- 
gemein nett und elegant. 


Beiläufig möge noch erwähnt werden, dass der Herr Verfasser 
auch eine sehr verdienstliche Zeitschrift für Fotografie 
und Stereoskopie herausgiebt, von welcher monatlich 2 Hefte 
zu 2 bis 23 Bogen in 4° erscheinen. 


Vermischte Schriften. 


* , Rendiconto delle ‚sessioni ‚dell’ Accademia. delle 
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seienze dell’ Istituto di Bologna. Anno accademico 
1860-1861. Bologna. 1861. ? 


Der Herausgeber des Archivs freut sich sehr und erkennt es 
im Interesse seiner Leser mit dem verbindlichsten Danke .an, 
dass ihm in der freundlichsten und zuvorkommendsten Weise 
Gelegenheit geboten worden ist, die Arbeiten einer der berühm- 
testen und ältesten Akademieen der Wissenschaften in seiner Zeit- 
schrift zur Anzeige zu bringen, die sich aber natürlich auf die 
in den Kreis des Archivs gehörenden Wissenschaften beschränken 
muss, und wegen der Beschränktheit des Raumes, eben so wie 
bei den übrigen Akademieen, im Allgemeinen nur kurz sein kann. 


Der Bericht der berühmten Akademie der Wissenschaften 
des Instituts in Bologna für das akademische Jahr 1860—1861 
diegt uns vor, und hat folgenden Inhalt, wobei wir bemerken, dass 
in diesem Rendiconto nicht. etwa bloss die Titel der gelesenen 
Abhandlungen, die vollständig später in den eigentlichen Gesell- 
schaftsschriften erscheinen, sondern überall sehr vollständige Aus- 
züge aus denselben gegeben sind, welche den mit dem betreffen- 
den Gegenstande nicht ganz unbekannten Leser immer in den 
Stand setzen, sich ein genaueres Bild von dem Inhalte der Ab- 
handlung und von den wichtigsten Resultaten, zu welchen der 
Verfasser derselben gelangt ist, zu machen. — p. 7—p.13. Prof. 
Lorenzo Bespighi: Sulle osservazioni eireumzenitali 
delle Stelle. — p.20.—p. 23. wird Nachricht gegeben von ei- 
nigen autographischen Manuscripten des berühmten Galvani, 
die sich in der von der Akademie publicirten schönen Ausgabe 
der Werke Galvani’s (1841) nicht finden, für die Geschichte 
der Entdeckung des Galvanismus von grosser Wichtigkeit sind, 
und von denen u. A. auf p.20. Folgendes gesagt wird: ,„Ora & 
avvenuto che nel decorso ultimo ventennio, siensi trovati otto 
altri manoseritti, autografi dello stesso Galvani, alcuni dei quali 
molto adatti a dimostrare, che le esperienze praticate dal mede- 
simo, e gli studi suoi interno alla dimostrazione della sua teorica 
sul fluido elettro-nerveo, furono anteriori di almeno dieci anni alla 
pubblicazione del Commentario*), e che anzi nell’ anno 1781 egli 
adoperava la macchina elettrica, col fine di tentare la influenza 
della elettricitä nel moto muscolare, esperimentando degli animali 
a sangue caldo, e degli altri a sangue freddo in vario modo as- 
_ fissiati od uceisi per mezzo di gas mefitiei, e praticando pure 
altre relative esperienze nelle ova covate.“ Die Titel dieser acht 


”) Commentarius de yiribus electricitatis ete. 
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Manuscripte sind auf p. 21. vollständig angegeben, und wir kön- 
nen nicht umhin, einen Jeden, der sich für die Geschichte der 
Physik interessirt auf diesen Artikel in dem vorliegenden Ren- 
dieconto aufmerksam zu machen. — p. 43.—p.47. Prof. P. Do- 
menico Chelini: Delproblemarelativo allalegge, onde 
un Ellissoide eterogeneo propaga la sua attrazione 
da punto a punto, soluzione diretta ed elementare. — 
p- 98.—p. 63. Prof. L. Cremona: Intorno alla curva gobba 
del quart’ ordine per la quale passa una sola superfi- 
cie di secondo grado. — p.71.—p.76. Prof. Lorenzo Be- 
spighi: Influenza del moto dei mezzi rifrangenti sulla 
propagazione dei raggi luminosi da cui sono attraver- 
sati. — p.92. — p. 98. Cav. Alessandro Palagi: Fenomeni 
elettrici dovuti all’ avvicinarsi e all’ allontanarsi re- 
ciproco de’ corpi. Nuove sperienze. — p. 102.—p. 106. 
Dott. Giulio Casoni: Dell’ Irraggiamento Solare. 


Der Raum erlaubt uns für jetzt leider nur die Angabe der 
Titel dieser Abhandlungen, auf die wir, wenn sie vollständig er- 
schienen sein werden, theilweise zurückzukommen hoffen. 


Der mir so eben gütigst zugesandte Catalog von Büchern 
aus den Gebieten der Mathematik, Astronomie und 
Physik von S. Calvary & Comp. Berlin, Mittel-Strasse 
Nr.61. enthält in 4294 Nummern eine sehr grosse Anzahl der 
werthvollsten grösseren Bücher und kleineren zum Theil sehr 
seltenen Abhandlungen aus den genannten wissenschaftlichen Ge- 
bieten, so dass ich denselben hier dringend zu empfehlen für 
meine Pflicht halte. Derseibe ist nach den Verfassern genau 
lexicographisch geordnet und mit grosser wissenschaftlicher Ge- 
nauigkeit angefertigt; und wird, wenn Herr Calvary nach sei- 
nem Versprechen in dem Vorwort ihn durch Fortsetzungen von 
Zeit zu Zeit ergänzt, zugleich als ein sehr werthvolles literari- 
sches Repertorium, also keineswegs als in die Klasse gewöhn- 
licher Antiquariats- Cataloge gehörend zu betrachten sein, verdient 
deshalb auch sorgfältig aufbewahrt zu werden. Die Fortsetzun- 
gen werde ich, sobald sie mir zugehen, sogleich anzeigen. 


Den 25. Januar 1862. - Grunert. 
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und physikalische Bibliographie. 
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F. Mocnik, Lehrbuch der Arithmetik für die Unter-Gym- 
nasien. 1. Abthl. 12. Aufl. gr. 8. geh. Wien. 16 Ngr. 

F. Mo&nik, Manuale di aritmetica. Tradotto ad uso dei gin- 
nasi austro-italiani dal G. Zampieri. Parte I. 3. Ediz. geh. 
Wien. 2 Thlr. 
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